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PRÉFACE. 


Cette  quatrième  et  dernière  Partie  comprend  un  seul  Livre, 
consacré  à  J'étude  des  deux  problèmes  étroitement  liés  de  la 
Déformation  infiniment  petite  et  de  la  Représentation  sphé- 
rique.  Ce  double  sujet  est  un  des  plus  attrayants  et,  je  crois,  un 
des  plus  féconds  de  la  Géométrie.  J'espère  qu'il  intéressera  les 
nombreux  lecteurs  qui  m'ont  fait  l'honneur  de  me  suivre  jusqu'au 
bout  de  ce  long  Ouvrage. 

Le  Livre  VIII  tout  entier  a  paru  en  juillet  1895. 

Les  Notes  et  Additions  qui  paraissent  aujourd'hui  terminent 
à  la  fois  le  Volume  et  l'Ouvrage.  Les  trois  premières  sont  dues  à 
mon  confrère,  M.  Emile  Picard,  à  MM.  G.  Kœnigs  et  E.  Cos- 
serat.  En  même  temps  qu'elles  enrichissent  ce  Volume,  elles 
constituent  pour  l'auteur  un  témoignage  de  sympathie  qui  lui  est 
des  plus  précieux  et  qu'il  prend  plaisir  à  enregistrer. 

Il  ne  veut  pas  terminer  sans  adresser  aussi  ses  plus  vifs  remer- 
cîments  à  MM.  G.  Kœnigs,  C.  Guichard  et  E.  Cosserat  qui  ont 
bien  voulu  l'aider  dans  la  correction  des  épreuves  de  ce  Volume 
et  à  ses  excellents  éditeurs,  MM.  Gauthier- Villars,  dont  le  con- 
cours si  dévoué  et  si  éclairé  lui  a  été  d'un  grand  secours  depuis 
le  commencement  de  la  publication. 

25  mars  1896. 

G.  DARBOUX. 
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ERRATA. 


Première  Partie. 

Page  1^3,  ligne  3  de  la  Note,  au  lieu  de  Gôltingen  lisez  Gôttinger. 
Page  34i,  ligne  2,  au  lieu  de  80,  lisez  81. 

Deuxième  Partie. 

Page  5o,  dans  la  deuxième  ligne  du  déterminant,  au  lieu  de  xW,  lisez  y[i). 
Page  100,  ligne  5  en  remontant,  au  lieu  de  l'équation  (1),  lisez  l'équation  (2). 

Page  i4o,  formule  (8),  au  lieu  de  -7—  dans  la  seconde  ligne,  lisez  -r— • 

dy  ox 

Page  3io,  formule  (64),  au  lieu  de  (a  —  u  lisez  (a  —  u). 

Page  437,  dans  les  trois  premières  formules,  au  lieu  de  Un- A,  lisez  aU  +  a/i. 

Troisième  Partie. 

Page  89,  ligne  i3,  au  lieu  de  en  B',  lisez  en  B[. 

Page  93,  ligne  i3  dans  la  formule,  au  lieu  de  ^-^nr;  t~  (  rrrrr  )  >  Usez  v-r(,4r,  • 

3RR  dw\RRy  3  dw\RR/ 

Page  94,  formule  (2),  même  correction. 

Page  286,  ligne  3,  au  lieu  de  applicable  lisez  applicables. 

Page  295,  ligne  i3,  au  lieu  de  692,  lisez  693. 

Page  332,  ligne  5,  au  lieu  de  692,  lisez  6g3. 

Page  398,  ligne  12,  au  lieu  de  (n),  lisez  (10). 

Page  473,  ligne  3  en  remontant,  lisez  B  =  o. 

Page  470,  dernière  ligne,  lisez  A  =  0. 


VIII 


ERRATA. 


Quatrième  Partie. 
Page  46,  dernière  ligne,  supprimez  le  signe  — . 
Page  89,  dernières  lignes,  au  lieu  de  étudiée,  liiez  étudié. 
Page  i5i,  dans  le  ."membre  de  l'équation  M  >.„„//,„  dedC\  d\„  lisez  dC/\[. 
Page  252,  ligne  19,  au  lieu  de  phériques,  lisez  sphériqu<  -. 
Page  257,  ligne  5,  ajoutez  u3  après  /•  . 
Page  36g,  ligne  12,  au  lieu  de  x,  r,  Usez  \.  Y. 

Page  4o6,  ligne  20,  au  lieu  de  p„  pj Usez  ,rs.,  3 

Page  463,  équation  (4a),  au  lieu  de  >.  lût  :  :  . 

Page  477,  ligne  18,  remplacez  au  numérateur  le  signe  -  du  milieu  par  le 
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CHAPITRE  I. 

DÉFORMATION    INFINIMENT     PETITE.     PREMIERE     SOLUTION. 

Énoncé  précis  du  problème  à  résoudre.  —  Comment  on  pourrait  entreprendre  son 
étude  par  la  méthode  des  séries.  —  Le  problème  de  la  déformation  infiniment 
petite  consiste  dans  la  détermination  des  premiers  termes  de  ces  séries.  —  Ce 
que  l'on  appelle  la  directrice  et  le  module  de  la  déformation  infiniment  petite. 

—  Couples  de  surfaces  applicables  l'une  sur  l'autre.  —  Rapports  de  la  question 
proposée  avec  le  problème  dit  des  éléments  rectangulaires.  —  Indication  des 
travaux  publiés  sur  ces  questions.  —  Première  solution  du  problème  :  on  est 
ramené  à  l'intégration  d'une  équation  linéaire  du  second  ordre.  —  Interpréta- 
tion géométrique.  —  Application  au  paraboloïde.  —  Raisonnement  a  priori 
montrant  que  la  solution  du  problème  peut  être  obtenue  pour  toute  surface  du 
second  degré.  —  Développement  de  la  solution  pour  le  cas  de  la  sphère.  —  Dé- 
monstration géométrique  :  la  surface  (S,)  qui  correspond  à  une  sphère  par 
orthogonalité  des  éléments  est  la  surface  moyenne  d'une  congruence  isotrope. 

—  Équations  qui  déterminent  cette  surface  moyenne.  —  Retour  au  cas  général; 
les  caractéristiques  de  l'équation  linéaire  dont  dépend  la  solution  sont  les  lignes 
asymptotiques  de  la  surface  proposée. 


852.  Il  ressort  avec  évidence  des  développements  contenus 
dans  les  Chapitres  précédents  que,  jusqu'ici,  le  problème  de  la 
déformation  des  surfaces  n'a  pu  être  résolu  d'une  manière  com- 
plète que  dans  un  petit  nombre  de  cas.  Pour  faire  connaître  tout 
ce  qu'il  y  a  d'essentiel  dans  les  travaux  des  géomètres  sur  ce 
beau  et  difficile  sujet,  il  nous  reste  à  exposer  toute  une  série  de 
D.  -  IV.  i 


i.iviu;    vm.   —    ciiamthi:    [. 


recherches  relatives  à  la  déformation  infiniment  petite,  pécher*  h»  - 
qui  conduisent,  soit  dans  la  théorie  des  surfaces,  soit  dans  celle 
des  congruences,  à  des  proposition-  du  plus  haut  intérêt.  For- 
mulons d'abord  d'une  manière  précise  l'énoncé  du  problème  qui 
va  nous  occuper  dans  ce  Chapitre  et  dans  les  suivants. 

Imaginons  que  l'on  détache  de  l'ensemble  des  surfaces  qui  résul- 
tent de  la  déformation  d'une  surface  donnée  (S)  une  famille  de 
surfaces  dont  (S)  fera  partie,  c'est-à-dire  une  suite  continue  de 
surfaces,  représentée  en  coordonnées  i  ectangulaires  par  une  équa- 
tion de  cette  forme 

.    \.V.Z.  /,     •„. 

où  /  désigne  un  paramétre  variable  el  telle  que  la  surface  propos 
corresponde,  par  exemple,  à  la  valeur  zéro  de  ce  paramètre.  Si 
x,y*  z  désignent  les  coordonnées  d'un  point  queleonque  de  (S) 
et  si  X,  Y,  Z  sont  les  coordonnées  du  point  correspondant  de  la 
surface  de  paramètre  /,  on  de\ra  avoir 

(1)  rfX»     -rfY*         <//-         <lr-  ...    ,/,--   -dz*. 

On  peut  d'ailleurs  supposer  que  X,  Y,  Z,  fonctions  de  la  va- 
riable t  en  même  temps  que  de  x.  v.  z,  soient  dé veloppables  sui- 
vant les  puissances  de  t.  Et  comme  X,  Y,  Z  doivent  se  réduire 
respectivement  à  ./',  r,  z  pour  t  =  o,  on  devra  avoir 

i  X  =  x  ■+-  txi -+-  /-./-o  -  . .  . . 

(2)  \  Y=y-tyi-nvi-.... 


xt,  yt,  z-t]  Xo,  yi}  z2,  .  .  .  désignant  des  fonctions  indépendantes 
de  t,  mais  dépendantes  des  deux  paramètres,  quels  qu'ils  soient, 
que  l'on  a  choisis  pour  fixer  la  position  du  point  {x,y,  z)  sur  la 
surface  (S).  Substituons  les  valeurs  deX,  Y,  Z  dans  l'équation  (i) 
et  égalons  à  zéro  les  coefficients  des  différentes  puissances  de  /. 
Nous  obtenons  ainsi  les  relations 

dx  dx\  -+-  dy  dyi  -+-  dz  dzt  =  o, 

dx  dx2  -f-  dy  dy%-+-  dz  dz»  -+-  -  (dx\  -4-  dy\  -t-  dz \)  =  o, 

'   dx  dx3  -+-  dy  dys  -+-  dz  dz3  4-    dx{  dx.2    h-    dyt  dy2    -4-  dz{  dz,  =  o. 

dx  dxn+  dy  dyn  -+-  dz  dzn  -+-  dxt  dxn-i  +  dyi  dyn-x  +  dz^  dz,l_l  —  ...= 
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qui  permettront  de  déterminer  de  proche  en  proche  les  fonc- 
tions inconnues  Xi,  yi,  zu  Si,  par  exemple,  on  pouvait  intégrer 
de  la  manière  la  plus  générale  le  système  (3)  en  obtenant  pour 
les  valeurs  de  X,  Y,  Z  des  séries  convergentes,  il  est  clair  que 
l'on  aurait  résolu  d'une  manière  complète  par  la  méthode  des 
séries  le  problème  de  la  déformation  finie  de  la  surface  (S). 

Envisagé  de  cette  manière,  le  problème  exige  en  premier  lieu  la 
détermination  des  fonctions  xi7  y^  zt  qui  satisfont  à  la  première 
des  équations  (3) 

(4)  dx  dxi-\-  dy  dyi-\-  dz  dzt  =  o. 

C'est  l'intégration  complète  de  cette  équation  aux  différentielles 
totales  qui  donne  la  solution  de  ce  que  nous  appellerons  dans  la 
suite  le  problème  de  la  déformation  infiniment  petite  de  la 
surface  (S). 

Supposons  que  l'on  ait  trouvé  des  fonctions  xi7yi7z{  vérifiant 
les  trois  équations  aux  dérivées  partielles  qui  sont  comprises  dans 
l'équation  (4)  et  considérons  la  surface  (S')  définie  par  les  équa- 
tions 

(5)  X'=x-i-tx1:         Y'  =  y-\-tyi,        TJ  =■  z -\-tz\. 
On  aura,  en  tenant  compte  de  l'équation  (4), 

dX'*-h  dX'*-hdZ'*  =  dx*-h  dyZ-hdz*-t-  P(dx\  ■+■  dy\  -+■  dz\),     . 

de  sorte  que,  si  le  paramètre  t  est  infiniment  petit,  la  surface  (S') 
correspond  point  par  point  à  (S),  de  telle  manière  que  les  longueurs 
de  deux  courbes  correspondantes  diffèrent  seulement  de  quantités 
infiniment  petites  du  second  ordre  par  rapport  à  t.  Si  l'on  veut 
donner  une  forme  entièrement  géométrique  à  cet  énoncé,  on  peut 
dire  que  la  surface  (S')  est  infiniment  voisine  de  (S)  et  que  la  diffé- 
rence des  longueurs  de  deux  courbes  correspondantes  tracées  sur 
les  deux  surfaces  est  du  second  ordre  par  rapport  à  la  distance 
qui  sépare  deux  points  correspondants  quelconques  sur  (S)  et 
sur  (S'). 

En  comparant  les  formules  (5)  aux  formules  (2),  on  peut  encore 
admettre  que,  xK ,  y{,  zK  une  fois  connus,  on  pourra  toujours,  et 
d'une  infinité  de  manières,  déterminer  les  fonctions  x2,  y%,  z2', 
x3:  .  .  .  qui  entrent  dans  les  puissances  supérieures  de  t;  de  telle 
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sorte  que  la  surface  (S')  sera  infiniment  voisine  du  second  ordre 
d'une  infinité  de  surfaces  effectivemenl  applicables  sur _( S).  D'une 
manière  plus  précise,  si  M'  est  le  point  de  (S')  qui  correspond  à 
un  point  M  de  (S),  la  différence  géométrique  entre  le  vecteui  MM 

dont  les  projections  sont 

X'-ar,     Y-r,     Z'-z. 

cl  le  vecteur  MM"  qui  réunirai!  I<-  point  M  au  point  correspon- 
dant M"  d'une  surface  rigoureusement  applicable  sur  (S  el  conve- 
nablement choisie,  sera  une  grandeur  géométrique  infiniment 
petite  du  second  ordre  par  rapport  au  segment  M  M  .  au  moins 
dans  louic  l'étendue  d'un  segmenl  fini  de  la  surface  I  S  >  ('). 

Si,  par  les  différents  points  de  (S),  non-,  menons  les  vecteurs 
MM',  ces  vecteurs  indéfiniment  prolongés  engcndn-ronl  une  i  on- 
gruence  de  droites  que  nous  appellerons  les  directrices  de  la  dé- 
formation infiniment  petite.  Quant  à  la  grandeur  MM.  nous 
l'appellerons  le  module  de  la  déformation.  Il  est  claii  qu  une  dé- 
formation est  déterminée  si  l'on  connaît,  pour  chaque  point  d< 

la  directrice  el  !<•  dulede  La  déformation .  Comme  L'équation    j  | 

ne  change  pas  déforme  lorsqu'on  \  multiplie  &it  yl}  z,  par  une 
constante,  nous  pourrons  supprimer  le  fadeur  /  el  considérer  le 
module  comme  une  quantité  finie 


3Ji    =    \    ./  •;       - 


»"î- 


en  nous  souvenant  que,  si  l'on  veut  obtenir  une  surface  (S')  résul- 
tant de  la  déformation  infiniment  petite  de  (S),  il  faudra  porter, 
à  partir  de  chaque  point,  sur  la  directrice  de  la  déformation  une 
longueur  sO)L,  s  désignant  une  constante  infiniment  petite  quel- 
conque. On  voit  que  le  module  peut  toujours  être  multiplie  par 
une  constante. 

853.   Si  l'on  imagine  les  coordonnées  a\   r.   z   exprimées  eu 


(')  Il  est  boa  de  remarquer  que  cette  proposition  ne  caractérise  pas  la  sur- 
face (S')  dans  le  cas  où  la  surface  (S)  est  plane.  Toute  surface  infiniment  voisine 
d'un  plan  satisfait  ici  à  la  définition  de  la  surface  (S')  sans  qu'on  puisse  dire 
qu'elle  résulte  de  la  déformation  infiniment  petite  du  plan.  Le  lecteur  se  rendra 
compte  aisément  de  la  raison  de  cette  exception. 
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fonction  de  deux  variables  u  et  v,  l'équation  aux  différentielles 
totales  (4)  se  décomposera  dans  les  trois  suivantes  : 


dx  dxi 
du   du 

-+■ 

ày  dyi        d_z_  dzj_ 
du   du        du  du 

=  0, 

dx  dxi 
dv    du 

-4- 

dx  dxi        dy  ày^ 
du   dv         dv    du 

du    dv         dv    du         du    dv 

dx  dxi 
dv    dv 

+ 

dy  ày-i       dz  àzi 
dv    dv        dv    dv 

=  0. 

dx 
du 

dxi 
du 

+ 

ày  dyj_ 
du  du 

-+- 

àz 
du 

àzt 
du 

dx  dxi 
dv    du 

4- 

dx 
du 

dxi 
dv 

-+- 

dx 

àxt 

àv~ 

dv 

+ 

Quant  aux  autres  équations  comprises  dans  le  système  (3), 
si  l'on  cherche  à  les  intégrer  successivement,  elles  se  ramènent 
toutes  au  type  suivant  : 

A*,     Air.  At      A  t. 

=  B/, 

=  Gh 

qui  ne  diffère  du  précédent  que  parles  termes  du  second  membre 
A/,  B/,  Ci,  ces  termes  étant  chaque  fois  des  fonctions  connues  de  u 
et  de  v.  Or,  il  résulte  d'une  proposition  de  Cauchy  que  l'on  sait 
toujours  intégrer  par  des  quadratures  un  système  quelconque 
d'équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  avec  second 
membre  toutes  les  fois  que  l'on  sait  intégrer  d'une  manière 
générale  le  même  système  où  les  seconds  membres  ont  été  sup- 
primés. En  utilisant  ce  résultat  dans  la  question  qui  nous  occupe, 
on  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Quand  on  saura  trouver  de  la  manière  la  plus  générale  les 
termes  txf,  ty{,  lZ\  des  séries  (2),  on  pourra,  par  de  simples 
quadratures,  déterminer  successivement  tous  les  autres. 

En  d'autres  termes,  quand  on  saura  résoudre  d'une  manière 
complète  le  problème  de  la  déformation  infiniment  petite,  tel 
que  nous  l'avons  énoncé,  on  pourra,  par  de  simples  quadra- 
tures, résoudre  le  même  problème  avec  une  approximation, 
non  plus  seulement  du  second  ordre,  mais  de  tel  ordre  que  Von 
voudra. 

854.   Ces  remarques  générales  une  fois  présentées,  revenons  à 
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L'équation  (4)  et,  pour  l'interpréter  géométriquement,  considérons 
la  surface  (S,)  lieu  du  |><>ini  donl  les  coordonnées  sont  I , .  r, .  -, . 
Cette  surface  correspond  poinl  par  poinl  â  (S)  el  l'équation  i 
exprime  évidemment  que  les  éléments  linéaires  correspondants 
des  deux  surfaces  sont  toujours  perpendiculaires.  \in-i  !<•  pro- 
blème  de  La  déformation  infiniment  petite  di  S  [uivaul  •>  la 
détermination  «le-  surfaci  -  S(  qui  correspondent  point  par  poinl 
à  (S)  de  telle  manière  que  les  éléments  Linéaires  correspondants  dé- 
finis respectivement  par  les  projections dx, dy, dz  el  dxt .  '/r, .  >h t 
soient  orthogonaux.  Nous  avons  déjà  rencontré  [  I .  p.  3  -  i.  Ia5]ce 
mode  de  correspondance,  étudié  en  premier  lien  par  M.  Moutard 
et  M.  Ribaucour  (a).  Voici  comment  ces  deui  géomètres  avaient 
été  conduits  à  se  pose)  i  e  problème  dit  des  éléments  n  et  angu- 
laires. 

Considérons  deux  surfaces  (2),  (£<),  applicables  Tune  sur  L'autre. 
Si  n .  > m  -  désignons  par  \  .  ^  .  '/  :  \  , .  ^  , .  /. ,  Lescoordonm  es  r<  ctan- 
gulaires  de  deux  pi  m  ni  s  correspondants  sur  ces  surfaces]  on  aura 

,/v.  ,/\      dz»=rfx;-han  ;  -  di 

ce  que  L'on  peut  écrire 

rf(X      \,w/i\-    X,)-    d  V  —  Y ,  ;  e/«  Y  -    Y,  \  —  d\Z  -  Z    rf(Z       Z     =o. 
Si  donc  on  pose 

X  =  .r -,-./•  i.      \,  —  ./•—  =  X      X|.      .<  ' ,  -  \  —  \,. 

Y=y     ,),.      Yx=y—yi,        ou        %y-   \       \         i\x-\--\x. 
Z  =  z  -+-  z  i ,       Z|  —  J  —  Su  2.  3  =  Z  -+-  Zi ,       a  3 1  =  Z  —  Z| , 

il  viendra 

'/./•  </./•,  -+-  //r  (/)•]  —  dz  dzx  -     0. 

Ainsi,  lorsque  deux  sur/aces  (S),  (S,)  so///  applicables  l'une 


(')  Fo//  Moutard,  Sur  la  déformation  des  surfaces  (Bulletin  de  la  Société 
Pliilomatliique,  année  1869,  p.  ^3,  séance  du  12  juin  ),  ainsi  que  le  Mémoire  et  la 
Note  insérés  aux  Comptes  rendus,  t.  L\X,  p.  83  j  et  déjà  signalés  [II.  p. 

(2)  Les  premières  recherches  de  M.  Ribaucour.  dont  la  Science  déplore  la  mort 
récente  et  prématurée,  remontent  à  peu  près  à  la  même  époque  et  sont  contenues 
dans  la  Note  Sur  la  théorie  de  l'application  des  sur/aces  l'une  sur  l'autre 
insérée  au  Bulletin  de  la  Société  Philomathique.  année  1869,  p.  3;. 
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sur  Vautre,  la  surface  (S),  lieu  du  milieu  des  segments  MM, 
dont  les  extrémités  sont  des  points  correspondants  sur  les  deux 
surfaces,  et  la  surface  (S,)  obtenue  en  menant  par  un  point 
fixe  quelconque  de  l'espace  des  droites  parallèles  et  propor- 
tionnelles aux  segments  MM,  se  correspondront  point  par  point 
avec  orthogonalité  des  éléments  linéaires.  Et,  réciproquement, 
si  deux  surfaces  (S),  (S,)  se  correspondent  avec  orthogonalité 
des  éléments  linéaires,  et  que  l'on  mène,  par  chaque  point 
de  (S),  deux  droites,  égales  et  de  sens  contraires,  parallèles 
et  proportionnelles  au  rayon  vecteur  qui  joint  un  point  fixe 
de  l'espace  au  point  correspondant  de  (S,),  les  extrémités  de 
ces  deux  vecteurs  décrivent  deux  surfaces  (S),  (S,),  applicables 
l'une  sur  l'autre. 

Ainsi  il  revient  au  même  de  chercher  un  couple  de  surfaces 
applicables  l'une  sur  l'autre,  ou  un  couple  de  surfaces  se  corres- 
pondant avec  orthogonalité  des  éléments  linéaires.  Mais  il  importe 
de  remarquer  que,  si  l'on  sait  résoudre  le  problème  des  éléments 
rectangulaires  pour  une  surface  (S),  c'est-à-dire  trouver  toutes  les 
surfaces  qui  lui  correspondent  avec  orthogonalité  des  éléments  li- 
néaires, on  ne  saura  pas  pour  cela  déterminer  toutes  les  surfaces 
applicables  sur  (S).  On  pourra  seulement  connaître  des  couples 
de  surfaces  applicables  l'une  sur  l'autre  et  contenant  des  constantes 
ou  des  fonctions  arbitraires. 

855.  C'est  dans  une  Communication  présentée  par  l'auteur  à 
la  Société  mathématique  de  France,  le  17  décembre  1878  ('),  qu'a 
été  établi  pour  la  première  fois  le  Jien  entre  le  problème  des 
éléments  rectangulaires  et  celui  de  la  déformation  infiniment 
petite  que  nous  avons  signalé  plus  haut.  Si  l'on  emploie  les  défi- 
nitions que  nous  avons  adoptées,  la  proposition  qui  a  servi  de 
point  de  départ  aux  recherches  de  M.  Moutard  prend  la  forme 
suivante  : 

Lorsqu'on  connaît  une  déformation  infiniment  petite  de  (S), 
si  l'on  porte  à  partir  de  chaque  point  de  (S)  sur  les  droites  di- 


(')    Cette  Communication   est  restée  inédite.  Voir  une  Note  Sur  les  équations 
aux  dérivées  partielles  insérée  aux  Comptes  rendus,  t.  XCVI,  p.  766;  mars  i883. 
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rectrices  de  la  déformation  deux  longueurs  égales  et  de  tens 
contraires,  proportionnelles  au  module  de  la  déformation,  on 
obtient  un  couple  de  surfaces  applicables  l'une  sur  l'autre. 

Et  réciproquement  : 

Si  deux  surfaces  (S), ,  S,  \Sont  applicables  l'une  tur  l'autre, 
In  droite  MM,  qui  joint  deux  points  correspondants  de  cet  sur- 
faces est  à  la  fois  hi  directrice  et  le  module  d'une  a\  formation 
infiniment  petite  pour  h,  surfa<       -    lieu  du  milieu  d<    MM 

Depuis  ces  premières  rechen  hes,  M.  I,  ,  ornu  '  el  Beltrami  -  . 
dans  deux  Mémoires  importants,  publiés  en  1880  et  i88a,  se  sont 
préoccupés  de  l'étude  détaillée  des  forces  que  m<  1  en  j<  u  I..  dé- 
formation infiniment  petite  d'une  surface  donnée,  M.  \\  1  ingarten 
a  rePris  '■'  question  en  se  plaçant  au  point  de  vue  de  la  G< 
métrie(»).  D'importants  résultats  relatifs  au  problème  des  éléments 
rectangulaires  se  trouvent  aussi  dans  différents  Mémoires  de 
Ribaucour,  de  MM.  Bianchi,  Cosserat,  Guichard,  etc.,  el  seront 
exposés  plus  loin. 

1^  auteur  va  développer  ici  les  méthodes  directes  qu'il  .1  suivi,  s 
dès  1882,  dans  son  enseignement  de  la  Faculté. 

806.  En  voici  une  que  nous  allons  indiquer  rapidement. 

Soil  à  résoudre  l'ctjiiatiuM 

(6)  dxdxi-h  djrdyi  \-dzdzt  - 

On  démontrera  facilement  que  l'on  peut  toujours  trouver  troi< 
fondions  ,/.  /,,  c  teUes  que  [-,,„  .,;,  identiquement 

dxt  =  c  dy  —  h  dz, 

*>  '  '  dy\  —  a  </:■  —  c  </.>-. 

'    (/r,  —  h  d.r  —  a  dy, 


(  '  )  L.  Lecornu,  Sur  l  -équilibre  des  surf  aces  flexibles  et  inextensibles  {Journal 
de  l  Ecole  Polytechnique,  XLVIIP  Cahier,  p.  1-109;  18S0). 

<»)  E.  Beltrami,  Suit'  equilibrio  délie  superficie  flessibili  ed  inestendibili 
(Memorie  délie  Scienze  deW  Istituto  di  Bologna,  série  IV,  tomo  III.  Gennaio 

l  o  0  3  ) . 

(s)  J.  Weingarten,  Ueber  die  Déformât ionen  einer  biegsamen  unausdehn- 
ùaren  Flàche  {Journal de  Crelle,  t.  C.  p.  ?96;  1886). 
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au  moins  tant  que  Ja  surface  (S)  lieu  du  point  {jc,  y,  z)  ne  se  ré- 
duit pas  à  une  courbe  ou  à  un  point  ('). 

En  effet,  introduisons  six  fonctions  a,  b,  c;  a',  b',  c'  telles  que 

l'on  ait 

dx^  =  c  dy  —  b'  dz, 

dyy  =  a  dz  —  c'  dx, 

dz[  =  b  dx  —  a'  dy. 

Si  Ton  porte  ces  valeurs  de  dxK,  dyt,  dzt  dans  l'équation  (6), 
il  vient 

(a  —  a')  dy  dz  -+-  (b  —  b')  dx  dz  -h  (c  —  c')  dx  dy  =  o. 

Comme  il  ne  peut  exister  aucune  relation  de  cette  forme  en 
dx,  dy,  dz-,  on  doit  donc  avoir 

a  =  a',        b  =  b',         c  =  c', 

ce  qui  donne  les  formules  (7). 

De  là  résulte  une  première  solution  du  problème  des  éléments 
rectangulaires. 

En  effet,  si  l'on  prend  pour  a,  b,  c  des  constantes,  on  peut 

intégrer  les  équations  (7)  et  l'on  a,  a,  (3,  y  désignant  de  nouvelles 

constantes, 

Xi  =  a  -+-  cy  —  bz, 

y\=  fi  H-  az  —  ex, 

zi  =  y  -+-  bx  —  ay. 

On  reconnaît  ici  les  expressions  des  composantes  de  la  vitesse 
d'un  point  quelconque  dans  le  mouvement  d'un  solide  invariable. 
Ainsi  cette  solution  pour  laquelle  la  surface  (Si)  lieu  du  point 
(#1,  y s,  zt)  serait  un  plan  correspond,  non  à  une  déformation, 
mais  à  un  déplacement  infiniment  petit  de  (S);  en  effet,  deux 
surfaces  ésrales  sont  évidemment  applicables  l'une  sur  l'autre. 


ppj 


(')  Si  (S)  se  réduit  à  une  courbe  (C),  on  verra  facilement  que  la  surface  (S,) 
lieu  du  point  (a?,,  yx,  zt)  ne  peut  être  qu'une  développable  (A)  dont  les  plans 
tangents  seront  perpendiculaires  aux  tangentes  de  (C).  Alors,  à  chaque  point 
M(x,  y,  z)  de  (  C)  correspondent  tous  les  points  M,(  x0  y,,  zt)  de  (A)  situés  sur 
la  génératrice  de  contact  de  celui  des  plans  tangents  de  A  qui  est  perpendiculaire 
à  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (C). 

Si  (S)  se  réduit  à  un  point  la  surface  (S,)  est  entièrement  indéterminée. 


i.iviu:   vin.         i  iuntiii:    i. 


8o7.  Laissant  de  côté  ce  cas  exceptionnel,  revenons  aux  for- 
mules <-)  et  exprimons  les  conditions  d'intégrabilité.  Si  nous 
supposons  z(  exprimée  en  fonction  de  x  el  de  y  el  si  nous  dési- 
gnons par  pK .  q{  ses  dérivées  premières,  on  aura  d'abord 

(8)  b=pu       a  =  —  y,. 

Si  Ton  remplace  <-/c  par  pdx  çdy}  les  expressions  de  '/./•,. 
«■/y,  prennent  les  formes  suivantes 

\  dxi  -        (c-    >//>■,  \dy      ppt  >lr. 

I  <lyi  y/i  dy  c      pq{    <I> . 

de  sorte  que  les  conditions  d'intégrabilité  nous  donnent 

"'       y/V  _"</'/':         0  ""/7i         d(c-*-pçt) 

Oy  ôy 

Eliminant  c  par  de  nouvelles  dérivations,  on  trouve 
dHppt)      d* 


i 


'/"/i"     'II': 


ou,  en  développant  et  désignant  par  /, .  s, .  /,  Les  dérivées  secondes 
de  s,, 

(il)  rtl—tri — 25£i=0. 

L'intégration  de  cette  équation  linéaire  fera  connaître  c(  ;  puis 
les  équations  (10),  qui  donnent  Les  deux  dérivées  de  c,  et  les  équa- 
tions (  9  )  permettront  de  déterminer  c,  '( .  r,  par  des  quadratures 
de  différentielles  totales  à  deux  variables. 

808.  La  principale  difficulté  est  donc  l'intégration  de  l'équa- 
tion (1  1).  Donnons  d'abord  L'interprétation  géométrique  de  celte 
équation. 

Si  l'on  adjoint  à  la  surface  (S)  la  surface  auxiliaire  (S0)  lieu  du 
point  (a;,  y,  z,  ),  les  points  correspondants  des  deux  surfaces  sont 
toujours  sur  une  même  verticale  el  L'équation  (11)  exprime 
que  les  lignes  asymptotiques  de  l'une  des  surfaces,  projetées 
verticalement  sur  Vautre,  y  découpent  un  système  conjugué. 

En  effet,  les  lignes  asymptotiques  des  deux  surfaces  (S)  et  (S0) 
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sont  respectivement  définies  par  les  équations  différentielles 

r  dx2  -4-  2  s  dx  dy  -+-  t  dy-  =  o, 
/'!  dx^-Y-  isi  dx  dy  -+-  ti  dy2  =  o, 

qui  feront  connaître  les  projections  de  ces  lignes  sur  le  plan  des  xy  ; 
et  l'équation  (11)  exprime  qu'en  chaque  point  de  ce  plan  les  di- 
rections relatives  à  l'une  des  surfaces  divisent  liarmoniquement 
l'angle  formé  par  les  deux  directions  relatives  à  l'autre  surface. 
Etant  donnés  une  surface  quelconque  (A)  et  un  point  O,  pro- 
posons-nous de  trouver  une  surface  (A0)  telle  que  la  perspective 
de  ses  lignes  asymptotiques  sur  (A),  obtenue  en  prenant  le  point  O 
pour  point  de  vue,  dessine  sur  (A)  un  système  conjugué.  Il  suffira 
de  faire  une  transformation  homographique  qui  rejette  le  point  O 
à  l'infini,  et  l'on  sera  ramené  au  problème  précédent.  Par  exemple, 
si  l'on  veut  déterminer  toutes  les  surfaces  pour  lesquelles  les  lignes 
asymptotiques  vues  d'un  point  O  paraissent  se  couper  à  angle 
droit,  il  suffira  d'effectuer  une  transformation  homographique  re- 
jetant le  point  O  à  l'infini  et  de  déterminer  les  déformations  infi- 
niment petites  de  la  surface  du  second  degré  qui  correspond,  après 
cette  transformation,  à  une  sphère  de  centre  O. 

859.  Appliquons  les  méthodes  précédentes  au  paraboloïde  dé- 
fini par  l'équation 

z  =  xy. 

L'équation  (11)  nous  donnera  ici 

Si  =  o. 

Pour  la  commodité  des  calculs  prenons  l'intégrale  sous  la  forme 
(12)  ^  =  X'+V', 

X  désignant  une  fonction  de  x  et  Y  une  fonction  de  y.  Les  in- 
connues c,  Xi,  yK  se  détermineront  sans  difficulté  et  l'on  aura,  en 
choisissant  convenablement  X,  Y  et  adoptant  les  notations  les 

plus  simples 

c  =  xX"—  X— j.Y'Vf-  Y', 

/  a?i=2Y  —  y(X'-t-  Y'), 
03)  ji  =  2X-  tf(X'+Y'), 
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La  surface  ainsi  obtenue,  qui  dépend  de  deux  fonctions  arbi- 
traires, a  ses  lignes  asymptotiques  déterminées  par  l'équation 
différentielle 

V  il.r-     -  'l  '"  ,l\  -  —  o, 

où  les  variables  sont  séparées. 

800.  Nous  ferons  connaître  plus  loin  des  propositions  générales 
d'après  lesquelles  le  résultai  précédent  peul  être  étendu  à  toute 
surface  du  second  degré.  Mais,  dès  à  présent,  il  est  bon  de  re- 
marquer a  priori  que  le  problème  de  la  déformation  infiniment 
petite  peut  éire  résolu  pour  toute  surface  du  second  degré.  Nous 
avons  vu,  en  effet,  que  toute  surface  réglée  admel  une  série  de 
déformations  finies  dans  lesquelles  ses  génératrices  demeurent 
rectilignes.  \  ces  déformations  Gnies  correspondent  évidemment 
des  déformations  infiniment  petites  qui  dépendent  d'une  fonction 
arbitraire  à  une  variable.  Or,  cou  une  mit.-  surface  du  second  d<  gré 
est  doublement  réglée,  l'application  de  la  remarque  précédente 
nous  en  fera  connaître  des  déformations  infiniment  petites,  qui  se 
distribueront  en  deux  séries  bien  distinctes,  se  rattachant  i 
tivemenl  aux  deux  systèmes  de  génératrices.  El  comme  les  équa- 
tions du  problème  de  la  déformation  infiniment  petite  sont  li- 
néaires, //  suffira  de  superposer  ces  deux  •«'■ries  particulières 
de  déformations  infiniment  petites  pour  obtenir  la  solution  la 
plus  générale  du  problème  proposé. 

En  terminant  ce  Chapitre  nous  indiquerons  rapidement  comment 
l'étude  et  la  solution  du  problème  de  la  déformation  infiniment 
petite  de  la  sphère  peuvent  être  rattachées  à  la  théorie  des  surfaces 
mini  ma. 

861.  Soit 

U4)  j2-fj2-^=| 

l'équation  de  la  sphère  donnée  (S)  et  soit  (S,)  la  surface,  lieu  du 
point  (.r,.  ), ,  s,),  qui  lui  correspond  avec  orthogonalité  des  élé- 
ments, de  sorte  que  Ton  ait 

(•à)  dx  dxv  -+-  dy  dvx  -f-  dz  dzt  =  o. 

Désignons  toujours  par  M,  Mt   deux  points  correspondants  sur 
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les  deux  surfaces  et  menons  par  le  point  M,  une  droite  M,  H  pa- 
rallèle au  rayon  de  la  sphère  qui  va  aboutir  en  M.  Nous  allons 
montrer  que  la  droite  M{  H  engendre  une  congruence  isotrope, 
c'est-à-dire  [I,  p.  420]  qu'elle  est  tangente  à  deux  développables 
circonscrites  au  cercle  de  l'infini. 

Nous  rattacherons  cette  proposition  particulière  à  une  autre 
plus  générale  que  nous  retrouverons  plus  loin  (n°  891)  et  qui  est 
due  à  Ribaucour. 

Soient  M,  M,  deux  points  correspondants  sur  deux  surfaces 
quelconques  qui  se  correspondent  avec  orthogonalité  des  élé- 
ments; menons  par  le  point  M|  la  droite  M1  H  parallèle  à  la  nor- 
male de  la  surface  (S)  en  M;  et,  de  plus,  effectuons  la  représen- 
tation sphérique  de  cette  surface  (S)  sur  une  sphère  de  rayon  i 
ayant  son  centre  en  un  point  O;  soit  O  m  le  rayon  de  la  sphère 
parallèle  à  la  normale  de  (S)  en  M;  nous  allons  déterminer  les 
plans  focaux  de  la  congruence  engendrée  par  la  droite  M1  H. 

A  cet  effet,  déplaçons-nous  de  telle  manière  que  M!  H  engendre 
une  des  développables  de  la  congruence.  Le  point  M  viendra  en  un 
point  infiniment  voisin  M'  et  de  même  M,  en  M't ,  m  en  m'.  Le  plan 
tangent  de  la  développable  suivant  M4  H  est  parallèle  au  plan  déter- 
miné par  les  deux  rayons  consécutifs  de  la  sphère  Om,  O  m'  ;  et, 
par  conséquent,  il  en  est  de  même  de  la  direction  M,  M',.  Or, 
cette  direction  M^M'j  doit  être  déjà  perpendiculaire  à  MM'.  Elle 
devra  donc  se  confondre  avec  Om  s'il  y  a  dans  le  plan  mOm'  une 
seule  direction  perpendiculaire  à  MM'.  Comme  il  est  impossible, 
on  le  reconnaîtra  aisément  ('),  que  M<M'1  soit  parallèle  à  Om,  il 
faut  que  MM'  soit  perpendiculaire  à  deux  droites  distinctes  du 
plan  i/iOffl',  c'est-à-dire  à  ce  plan.  Or,  ceci  revient  à  dire  que  la 
tangente  MM'  de  la  surface  (S)  doit  être  perpendiculaire  à  son 
image  sphérique,  c'est-à-dire  doit  être  une. tangente  asymptotique 
[I,  p.  201].  Donc,  aux  développables  de  la  congruence  engen- 
drée par  Mt  H  correspondent  les  asymptotiques  de  (S)  011^  ce 
qui  revient  au  même,  les  deux  plans  focaux  de  la  congruence 


(')  Si  MjM'j  était  parallèle  à  Om,  les  plans  tangents  aux  deux  surfaces  (S), 
(S,)  en  M  et  en  M,  seraient  rectangulaires,  ce  qui  est  impossible,  car  alors  à  tous 
les  déplacements  s'effectuant  autour  de  M  correspondrait  toujours  le  même  dé- 
placement infiniment  petit  à  partir  de  M,  sur  (SJ. 
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engendrée  par  la  droite  M,  H  sont  perpendiculaires  aux  tan- 
gentes asymptotiques  de  (S)  en  M. 

Appliquons  celle  proposition,  qui  a  été  énoncée  par  Ribaucour 
au  n°  188  de  son  Etude  sur  les  Elassoïdes,  au  cas  où  la  surface 
(S)  est  une  sphère  de  centre  O.  La  droite  M,  II  devient  la  paral- 
lèle au  rayon  OM  de  la  sphère  (S);  Ie>  tangentes  asymptotiques 
de  (S)  sont  les  génératrices  reclilignes  de  la  sphère  qui  passent 
en  M.  Par  suiic,  les  deux  plans  focaux  de  la  congruence  en- 
gendrée par  la  droite  .M,  II,  étant  perpendiculaires  à  des 
droites  isotropes,  sont  nécessairement  isotropes,  c'est-à-dire 
tangents  au  cercle  de  l'infini,  et  les  deux  nappes  de  I"  surface 
focale  de  cette  congruence  s>>nt  des  développables  isotropes. 

862.  Le  calcul  suivant  conduit  au  même  résultat.  Les  coor- 
données d'un   point  (pic  Ici  impie  de  M  ,  Il  mil  pour  expression» 

Pour  déterminer  les  développables  de  la  congruence,  expri- 
mons qu'il  existe  un  déplacement  dans  lequel  ce  point  décrit  une 
courbe  tangente  à  la  droite.  Nous  aurons 

d{x\  —  xp  \  _  (/i  _)'|  —  yp  i  _  d{  :x  -+-zp) 

*  y  z 

ou,  en  introduisant  une  inconnue  auxiliaire  é/a 

[   dx  i  -—  p  dx  —  x  dk , 
(16)  <   fly\  —  p  </>'—)•  (/'/., 

dz\  —  p  (/z  =  j  d\. 

Si  l'on  multiplie  ces  équations  respectivement  par  dx,  <l\  . 
dz  et  si  on  les  ajoute  en  tenant  compte  des  relations  (i4)  et  (i5), 

il  vient 

p  (  dx-  -+-  dy-  -+-  dz2)  =  o. 

Comme  p  ne  peut  être  nul,  on  voit  que  les  développables  de  la 
congruence  correspondent  aux  lignes  de  longueur  nulle  de  la 
sphère,  ce  qui  équivaut  au  résultat  déjà  établi  par  la  Géométrie. 

863.  Dans  les  rapides  indications  que  nous  avons  données  [I, 
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p.  4I9-421]  Slir  les  congruences  isotropes,  nous  avons  signalé 
une  propriété  de  ces  congruences,  à  savoir  que  les  surfaces 
réglées  élémentaires  contenant  une  droite  quelconque  de  la  con- 
gruence  ont  toutes,  pour  cette  droite,  le  même  point  central  et  le 
même  paramètre  de  distribution;  d'où  il  résulte  que  la  surface 
moyenne  (lieu  du  milieu  du  segment  focal)  contient  les  lignes 
de  striction  de  toutes  les  surfaces  réglées  formées  avec  des 
droites  de  la  congruence.  Or  il  est  très  aisé  de  montrer  que  cette 
surface  moyenne  est  ici  la  sur  face  (S,). 

En  effet,  si  l'on  considère,  d'une  manière  générale,  une  surface 
réglée  engendrée  par  une  droite  dont  les  cosinus  directeurs  seront 
désignés  par  x,  y,  5,  il  est  évident  que  dx,  dy,  dz  sont  les  para- 
mètres directeurs  de  la  normale  au  plan  central,  puisque  cette 
normale,  perpendiculaire  à  la  génératrice,  est,  en  même  temps, 
parallèle  au  plan  langent  à  l'infini.  Donc  si  xi:  y\,  zx  sont  les 
coordonnées  d'un  point  de  la  ligne  de  striction,  on  a 

dx  dx\  -+-  dy  dy\  -+-  dz  dzi  =  o, 

en  tous  les  points  de  cette  ligne  et  seulement  en  ces  points.  Celte 
relation  étant  identique  à  l'équation  (io)  et  se  trouvant  vérifiée 
pour  chaque  point  de  la  surface  moyenne,  il  en  résulte  la  propriété 
annoncée.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante,  qui  est 
due  à  Ribaucour  (')  : 

Pour  obtenir  la  surface  la  plus  générale  correspondant  par 
orthogonalité  des  éléments  à  la  sphère,  il  suffit  de  prendre  la 
surface  moyenne  de  la  congruence  isotrope  la  plus  générale. 

On  a  vu  [I,  p.  420]  clue  l'enveloppée  moyenne  d'une  telle  con- 
gruence est  une  surface  minima. 

En  rapprochant  du  reste  les  différents  raisonnements  que  nous 
venons  de  faire  on  voit  que,  seules,  les  congruences  isotropes 
jouissent  de  la  propriété  d 'avoir  les  lignes  de  striction  des 
différentes  surfaces  réglées  que  Von  peut  former  avec   les 


(')  A.  Ribaucour,  Étude  des  Elassoïdes  ou  surfaces  à   courbure  moyenne 
nulle.  Chapitre  VIII  (Mémoire  déjà  cité  [I,  p.  4X9])- 
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droites  qui  les   composent,   toutes  distribuées  sur  une  même 
surface  (1). 

864.  Revenons  à  la  relation  (i5)  et  appliquons  un  théorème 
donné  plus  haut.  Si,  k  désignant  une  constante,  nous  considérons 
les  deux  surfaces  lieux  des  points  (x^  -\-  kx,  yK  +  ky,  zK  -t-  kz)  et 
(ûCi  —  kx:yt —  ky,zK  —  kz),  c'est-à-dire  les  surfaces  obtenues 
en  portant,  dans  les  deux  sens  à  partir  deMl5  sur  les  droites  de  la 
congruence  isotrope,  des  longueurs  égales  à  k,  on  aura  deux  sur- 
faces applicables  l'une  sur  l'autre  de  telle  manière  que  les  points 
correspondants  soient  à  une  distance  invariable  l'un  de  l'autre. 
Réciproquement,  si  les  extrémités  d'un  segment  PV{  de  longueur 
constante,  dont  la  direction  dépend  de  deux  paramètres, 
décrivent  deux  surfaces  applicables  l'une  sur  l'autre,  la 
droite  PP4  engendre  une  congruence  isotrope  (2). 


(')  C'est  d'ailleurs  ce  que  l'on  peut  établir  directement  comme  il  suit  : 
Prenons  une  droite  de  la  congruence  pour  axe  des  z  et  soient 

y  =  m'x,        y  =  m"  x 

les  équations  des  plans  focaux,  z',  z"  les  z  des  points  focaux. 

Pour  déterminer  le  point  central  relatif  à  l'une  des  surfaces  élémentaires  con 
tenant  la  droite,  il  faut  lui   adjoindre  le  point  à  l'infini,   les  points  focaux  et 
exprimer  que  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  de  contact  est  égal  à 
celui  des  plans  tangents  correspondants,  ce  qui  donne 


m  étant  le  coefficient  angulaire  du  plan  central.  Pour  que  z  soit  invariable,  il 
faut  que  la  fraction  rationnelle 

(m  —  m')  (i  +  mm") 
(  m  —  m"  )  (i  +  mm'  ) 

s'oit  indépendante  de   m,  ce  qui   donne,  en  écartant   l'hypothèse    inadmissible 
m'  =  m", 

,  i-\-m'2=o,         i-\-m"2=o. 

Les  plans  focaux  sont  donc  nécessairement  isotropes. 

(2)  A.  Ribaucour,  Mémoire  cité  (Chapitre  VIII).  Le  cas  où  la  direction  du 
segment  PPt  ne  dépend  que  d'un  seul  paramètre  a  été  traité  par  M.  Caronnet 
dans  un  article  Sur  les  couples  de  swfaces  applicables  inséré  en  1893  au 
tome  XXI  du  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France. 
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Car  la  surface  décrite  par  le  milieu  de  PP,  et  la  sphère  obtenue 
en  menant  par  un  point  fixe  des  parallèles  à  PPj  se  correspondent 
avec  orthogonalité  des  éléments  linéaires. 


Il  nous  reste  à  indiquer  comment  on  détermine  la  surface 
moyenne  d'une  congruence  isotrope. 
Soient 

(17)  (1  —  u~)x  ■+-  1(1  -4-  «2)jr-f-  iiiz  -+-   4  f(u)  =  o, 

(18)  (1  —  u\)x  —  i{i  -4-  u\)y  -4-  2U1Z  -+-  4/i(«i)  =  0 

les  équations  de  deux  plans  tangents  à  deux  développables  iso- 
tropes [I,  p.  34i].  Leur  ensemble  représente  une  tangente  double 
de  ces  deux  développables,  c'est-à-dire  la  droite  la  plus  générale  de 
la  congruence  isotrope  définie  par  ces  développables.  Il  suffit  de 
joindre  à  ces  deux  équations  celle  du  plan  moyen,  c'est-à-dire  du 
plan  tangent  à  la  surface  minima  correspondante  [I,  p.  296,  297], 

(19)  (il  -+-  Ui)x  -+-  i(lli  —  u)y  -h  (lllli  —  \)z  -f-  {;  =  o, 
où  l'on  a 

\  =  a.tti/(K)  +  aït/i(«i)  —  (H-  uui)  [/'(«)  +  //(kj)], 
puis  de  résoudre  les  trois  équations  précédentes,  ce  qui  donne 


UU-i  I  -+-  UUi 


.  Ul — II  .  ..      ,,.  .fi —  f 

(20)  {y^  =  lT~-77-, rC/^/i)-2* 


'î  — 


UUi  —  \  M/l-H  Mi/ 

(  /    -H  /  .1  )  —  2  — • 

I  -h  *<«!     J  J  1/  I-+-   *<«! 


Telles  sont  les  expressions  des  coordonnées  d'un  point  de  la 
surface  cherchée.  Celles  du  point  correspondant  de  la  sphère  sont 


(21;  X  =  ,  J  =  * 


et  il  est  très  aisé   de  vérifier  avec  ces  formules  la  relation  iden- 
tique (i5). 

866.  Nous  terminerons  en  montrant  comment  on  peut,  dans  le 
cas    général,    transformer    l'équation   aux   dérivées    partielles    à 
laquelle  satisfait  zx  considérée  comme  fonction  de  x  et  dej^- 
D.  -  IV.  2 
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Remarquons  d'abord  que  les  caractéristiques  de  cette  équation 
sont  les  lignes  asymptotiques  de  (S);  car  leur  équation  différen- 
tielle est  [I,  p.  1 33 ] 

r  dx2  -i-  2  s  dx  dy  -+-  t  dy*  =  o. 

Si  donc  on  prend  pour  variables  indépendantes  les  paramètres  a 
et  (3  de  ces  lignes  asymptotiques,  elle  prendra  la  forme 


dad$ 


B%'=°- 


dû 


A  et  B  se  déterminent  sans  calcul  par  la  remarque  suivante  : 
comme  l'équation  (i  i),  la  précédente  doit  admettre  les  solutions 
particulières  £,  =  x,  z{  =  j  • 

On  pourra  donc  l'écrire  sous  la  forme 


|  22  | 


d*Zy 

ilZ-i 

dz\ 

àaid$ 

o-i 

If 

d*-x 

dx 

dx 

dVdJ 

dx 

W 

à-y 

dv 

àxd$ 

dx 

<>ï 

C'est  l'équation  ponctuelle  relative  au  réseau  plan  (nécessaire- 
ment conjugué  comme  tous  les  réseaux  plans)  formé  par  la  pro- 
jection sur  le  plan  des  xy  des  lignes  asymptotiques  de  la  sur- 
lace (S). 

On  verra  plus  loin  que  cette  équation  ponctuelle  a  ses  inva- 
riants éffaux. 
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CHAPITRE  II. 

DÉFORMATION    INFINIMENT    PETITE. 
DEUXIÈME    SOLUTION    l    LES    FORMULES    DE    M.    LELIEUVRE. 

Introduction  directe  des  lignes  asymptotiques.  —  Réduction  du  problème  à  l'in- 
tégration d'une  équation  aux  dérivées  partielles  à  invariants  égaux  ;  ce  qui 
montre  qu'on  pourra  obtenir  une  suite  illimitée  de  surfaces  dont  on  connaîtra 
les  lignes  asymptotiques  et  pour  lesquelles  on  saura  résoudre  le  problème  de  la 
déformation  infiniment  petite.  —  Formules  de  M.  Lelieuvre.  —  Leur  démon- 
stration directe.  —  Comment  on  peut  en  déduire,  par  une  méthode  rapide,  la 
solution  du  problème  de  la  déformation  infiniment  petite.  —  Applications  de 
ces  formules.  —  Propriété  de  la  représentation  sphérique  des  lignes  asympto- 
tiques qui  montre  que  cette  représentation  sphérique  ne  saurait  être  choisie 
arbitrairement.  —  Théorème  de  M.  Kœnigs  :  les  perspectives  des  lignes  asym- 
ptotiques sur  un  plan  quelconque  déterminent  un  réseau  plan  (nécessairement 
conjugué  comme  tous  les  réseaux  plans)  à  invariants  ponctuels  égaux.  —  In- 
terprétation géométrique  de  l'égalité  des  invariants  pour  l'équation  linéaire 
ponctuelle  ou  tangentielle  relative  à  un  réseau  conjugué  tracé  sur  une  surface 
quelconque.  —  Élément  linéaire  d'une  surface  rapportée  à  ses  lignes  asym- 
ptotiques. —  Démonstration  nouvelle  du  théorème  d'Enneper  relatif  à  la  torsion 
des  lignes  asymptotiques.  —  Application  aux  surfaces  à  courbure  constante.  — 
Quand  on  sait  résoudre  le  problème  de  la  déformation  infiniment  petite  pour 
une  telle  surface,  on  sait  le  faire  aussi  pour  toutes  celles  qui  en  dérivent  par 
la  transformation  de  M.  Bianchi.  —  Formules  analogues  à  celles  de  M.  Lelieuvre 
quand  les  variables  ont  été  choisies  d'une  manière  quelconque.  —  La  solution 
générale  du  problème  de  la  déformation  infiniment  petite  écrite  avec  des  va- 
riables quelconques. 


867.  La  seconde  mélhode  que  nous  allons  exposer,  pour  ré- 
soudre le  problème  de  la  déformation  infiniment  petite,  c'est- 
à-dire  pour  trouver  les  fonctions  les  plus  générales,  x^yu  z-i}  qui 
vérifient  l'équation  aux  différentielles  totales 

(  1  )  dx  dx\  -+-  dy  dyi  ■+-  dz  dzx  =  o, 

repose  sur  l'emploi  presque  immédiat  du  système  de  coordonnées 
formé  avec  les  deux  familles  de  lignes  asymptotiques.  Conservant 
les  notations  habituelles  relatives  à  la  surface  donnée  (S)  lieu  du 
point  (x,  y,  z),  désignons  par/?,  q,  r,  s,  t  les  dérivées  premières 
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et  secondes   de  z  considérée  comme  fonction   de  x,  y   et  rem- 
plaçons dz  par  sa  valeur  p  dx  -+-  q  dy.  L'équation  (i)  deviendra 

dx {dxx-{-  p  dZi )  -t-  dy  ( dyx  -+-  q  dzx )  =  o. 

On  peut  donc  poser 

dxi  -\-p  dz\  —  )\  dy,         dyi  -+-  q  dzt  —  —  rt  dx, 

i\  désignant  une  inconnue  auxiliaire.  L'équation  (1)  est  donc  rem- 
placée par  le  groupe  des  trois  suivantes 

/    dz  =        p  dx  -+-  q  dy, 

(2)  <  dxi=       ''\dy — p  dzy, 

\  dyl  =  —  rx  dx  —  q  dz{. 

Pour  étudier  l'intégration  de  ce  système,  nous  choisirons 
comme  variables  indépendantes  les  paramètres  des  lignes  asym- 
ptotiques  de  la  surface  (S).  Gomme  ces  lignes  sont  définies  par 
l'équation  différentielle 

dp  dx  -+-  dq  dy  =  o, 

on  voit  que,  si  l'on  désigne  leurs  paramètres  par  a  et  (3,  l'équation 
précédente  devra  contenir  le  seul  terme  en  da.  dfi  ;  et  l'on  aura,  par 

suite, 

dp  dx        dq  dy  dp  dx        dq   dy  _ 

da~  àa"^  da^   da~  =  °''  dj  dp  +  dj  à$  =  °' 

On  peut  donc  poser,  en  introduisant  deux  inconnues  auxi- 
liaires ~k  et  u, 


(3) 


dx  ..  dq  dx  dq 

da~  =         da'  d$  =      ^àj  ' 

dy  -  dp  dy  dp 


—  X 


lx 


da  ~~  da  dp  ~       '   d$ 

Mais,  comme  on  a 

'  dz  =  p  dx  -+-  q  dy  =  (p  ^  -t-  q  ■£  J  dot.  -4-  (p  -^  +  q  -^  J  d$ 

il  vient,  en  écrivant  la  condition  d'intégrabilité, 

dx  ày\         d    I     dx  dy 
i_  ri  —      =      -      n  —=-  -4-  a  -z- 


da     '    q  da  j  ~  da  \P  dp        J  à$ 
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et  en  développant, 

dp  dx        dp  dx        dq  dy        dq  dy  _ 

W  d^te~àâà^  +  àjàa~~da~dj=°' 

Remplaçons,  dans  cette  relation,  les  dérivées  de  x  et  dey  par 
leurs  valeurs  déduites  des  équations  (3);  nous  trouverons 

dp  dq         dp  dq\  v 

Donc,   comme  on  a  implicitement   écarté  l'hypothèse  où  (S) 
serait  développable,  il  vient 

fA=  —  a, 
et  les  formules  (3)  peuvent  être  remplacées  par  les  suivantes 


(5) 


qui  jouent  un  rôle  fondamental  dans  la  théorie  des  lignes  asym- 
ptotiques. 

Réciproquement,  toutes  les  fois  que  les  équations  (5)  seront 
vérifiées,  il  en  sera  de  même  de  la  condition  d'intégrabilité  (4), 
l'expression  p  dx -\- q  dy  sera  une  différentielle  exacte  dz]  et  la 
surface  (S)  lieu  du  point  (x,y,  z)  admettra  a  et  (3  pour  para- 
mètres de  ses  lignes  asymptotiques;  car,  en  vertu  des  équa- 
tions (5),  on  aura  identiquement 

dp  dx  -+■  dq  dy  =  —  a  X  (  -^-  -~ r^  -—-)  da  d$. 

1  1    J  \da   dp        dp  da.  /  r 

On  vérifiera  d'ailleurs  aisément  que,  si  r,  s,  t  désignent,  comme 
nous  l'avons  supposé,  les  dérivées  secondes  de  z  considérée  comme 
fonction  de  x,  y,  on  a 

A2  = 


dx 

da 

dx 

dj=- 

.dq 

da 

~ldâ' 

dy 

dp 

s'2  —  rt  ' 
car  les  premières  équations  (5)  peuvent  s'écrire 

.         ..    .  dx       -     dy  .        ,     .  dy       -      dx 

(i— As)- \t-£-=o,  i  +  Às   f-+^*r=o, 

da  da  da  da 
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et  dorment,  par]  élimina  lion  du  quolienl  des  dérivées  la  re- 

lation 

(6)  i  =  X*(**-r/  . 

<S(i(S.  Ces  formules  relatives  aux  lignes  asymptoliques  étanl 
établies,  revenons  au  problème  proposé  el  supposons  qu'on  ail 
l»ii>  pour  variables  indépendantes  les  paramètres  x  el  [3.  On  aura 
le  système  (5)  et  il  restera  â  intégrer  les  deux  équations 

,/r,  r,,lr       qdz,  f  /-,  " 


>/./• 


rtdy-pd^  irx]j       p-^jd* 


En  L'en v;nii  li'>  cDinlit mus  d  intégrabilité,  un  obtient  les  deux 
conditions 

-//-,  dx       dq  dz\       dr\  dx       à  ? 

dôT  5p  +  dâ      )  j    -/.       °' 

i         djp   .<;,        .'/-,  .m         dp  ozi 
~&x~  o'î  ~  Ta    ■<;   "  "■ 


(7) 


qui  sonl  à  la  fois  nécessaires  el  suffisantes  el  qui  feront  connaître 
/•,  cl  zK. 

Si  l'on  \   remplace  les  dérivées  de  x  el  de  y  par  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  (5),  on  a 

d.l  (dJ±  —  \  ^Hi\     di  i  °Zl     )  °'x  \  — 

dz\d$  d$  )       à$  \  ox  da  J  ~    ' 

dp  fdzi       ^  cV,\  _  dp  I àz±  _  .   dr, 
àa  \  O'i  '  0$  /        d$\0x     '     '  dx  , 

ou,  plus  simplement, 


(8) 


da.  '  c'a 

dfi  _  àj\ 

d}   ~  à$ 


Ainsi,  tout  se  ramène  à  l'intégration  générale  de  ee  système. 
intégration  qui  fera  connaître  z{  et  /•,  :  après  quoi  x,  et  v,  se  dé- 
duiront des  formules  (2)  par  de  simples  quadratures.  Telle  est  la 
marche  générale  et  très  simple  de  la  solution. 
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869.   Considérons  d'une  manière  générale  le  système 

/  du  _  ..  àv 
\  à%  doc 

I  du  ..  dv 
[  àj  =  dp'  ' 

où  u  et  v  désignent  deux  fonctions  inconnues  et  où  \  est  cette 
fonction  de  a  et  (3  qui  figure  dans  les  équations  (5)  et  (8).  Ces 
différentes  équations  expriment  purement  et  simplement  que  ce 
système  (A)  est  vérifié,  si  l'on  y  remplace  uelv  soit  par  x  et  —  q, 
soit  par  y  et  /?,  soit  enfin  par  Z\  et  rK .  On  voit  donc  que,  dès  que 
l'on  connaîtra  des  formes  de  la  fonction  X  permettant  V inté- 
gration complète  du  système  (A),  il  en  résultera  pour  nous  la 
connaissance  d'une  infinité  de  surfaces  (S)  dont  on  pourra 
déterminer  les  lignes  asymptotiques  et  pour  lesquelles  on 
saura  résoudre  le  problème  de  la  déformation  infiniment  pe- 
tite. Ces  surfaces  (S)  seront  déterminées  en  prenant  pour  y  et 
p  d' une  part,  pour  x  et  —  q  d'autre  part,  deux  systèmes  quel- 
conques de  solutions.  D'autre  part,  pour  qu'on  sache  résoudre  ce 
problème  pour  une  surface  donnée  (S),  il  faut  pouvoir  intégrer 
le  système  (A)  correspondant.  Tout  se  ramène  donc  en  dernière 
analyse  à  l'étude  et  à  l'intégration  de  tels  systèmes. 

Or  nous  les  avons  déjà  considérés  [II,  p.  147]  et  nous  avons 
déjà  signalé  les  rapports  étroits  qu'ils  présentent  avec  lés  équa- 
tions à  invariants  égaux.  En  conservant  la  notation  adoptée  au 
n°  390,  nous  savons  que  l'élimination  de  u  nous  conduira  à  l'équa- 
tion 

(9)  SWx)  =  S(v/x), 

et  celle  de  v  à  la  suivante 

(z)  désigne  le  symbole  -  -, — r^- 

x    '  °  J  z  0%  dp 

D'après  cela,  si  l'on  pose 


'i  LIVRE   VIII.  —   CB  \M  i  ni:    i  i. 

L'équation 

(»)  À    :  /  À     /X) 

doit  admettre  les  solutions  particulières 

y/X,    /j^à,    (j  \f'i.    et     r,t 

que  l'""  obtienl  en  remplaçant,  dans  l'équation  9  .  1  par  les  dif- 
férentes valeurs  qu'il  peut  recevoir.  Les  trois  pri  mi<  res  solutions 
seront  connues  dès  que  l'on  connaîtra  la  surface  S  ,  Désignons- 
les  par  9,,  B2,  B8j  ou,  plus  exactement,  posons 

(,a)  A  =  e„     /»v^=_e„      y/x=-et. 

Comme  /■,  est  une  fonction  inconnue,  nous  poserons 

» ':  \   A  =  —  U), 

'"  élanl  '•'  solution  générale  de  L'équation  1  1  .  Remontant  de 
proche  en  proche,  les  formules     3    nous  donneronl  d'abord 


ày 


l  "'  1 


et  de  même 

et  de  là  on  déduira  cfe  par  La  formule 

<fc  =jo  dx  -+-  r/  </r. 

de  sorte  que,  tout  calcul  fait,  on  aura  les  coordonnées  x,  y,  3  par 
les  formules 


rfp, 
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et  la  surface  correspondante  (Si)  sera  définie  par  les  formules 

/Va   àto  d63\    .         /ft   ^o  d93\    ,n. 

^o  ^2,  ^3  étant  trois  solutions  particulières,  et  w  la  solution  géné- 
rale, d'une  équation  de  la  forme  suivante  (') 

870.  Un  jeune  géomètre,  M.  Lelieuvre,  a  été  conduit  par  ses 
recherches  personnelles  aux  élégantes  formules  (B)  qui  définis- 
sent une  surface  rapportée  à  ses  lignes  asymptotiques  (2).  Voici 
comment  on  peut  les  démontrer  par  une  méthode  simple  et 
directe. 

Désignons  par  c,  c' ,  c"  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la 
surface  (S).  On  aura 

,  0v  n     dx  r\     dx 

(,3)  SC^=°'     Sc^  =  o; 

et  de  là  on  déduit,  en  différentiant  la  première  équation  par  rap- 
port à  p,  la  seconde  par  rapport  à  a,  et  retranchant, 


SGr 


de  dx        de  dx 


Gomme  l'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques  est 

V  de  dx  =  o, 
on  obtient,   en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  da.2,  d$2  dans 


(')  Dans  la  Note  déjà  citée  de  1870,  M.  Moutard  n'a  pas  publié  sa  méthode, 
mais  il  annonce  que  la  difficulté  du  problème  se  ramène  à  l'intégration  d'une 
équation  de  la  forme  (D). 

(-)  Lelieuvre,  Sur  les  lignes  asymptotiques  et  leur  représentation  sphe- 
rique  {Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  1888,  p.  126). 


26  il  \  ni:    VIII.  —  CHA  PITRE    il. 

cette  équation,  les  deux  relations 

,  ,  \  O  de  dx  c\  de 

bdïTa       "■  S     , 

Les  équations  (i3)  el  |  i  5)  peuvenl  être  remplacées  par  les  sui- 
vantes 

!dx       ,  /  ,  dc'\           dx           f  ,  de' 

Oi             \      àa  Oi  J 

dy       .  /  „  de  dc"\           dy           I   .de           dc"\ 

As       .  /    Oc'  dz           I     de'         ,  de  \ 

àï  =  l\cT*  '                dp  =|A(cdp 

où  X  et  ii.  désignenl  deux  fonctions  auxiliaires.  Si  l'on  substitut 
les  valeurs  ainsi  obtenues  des  dérivées  de  #,  y,  z  dans  la  con- 
dition d'intégrabilité  i  i  i  l  il  \  ienl 

o  V  _»-    0c' 

Le    déterminant    n'étant    \>,\<    nul      '    .    on   doit   faire    u=— X. 
Portant  celte  valeur  de  u  dans  les  formules  (16)  el  posant 

(17)  c  y/X  =  0,.  C'\  A  -:'),.  -va"^03, 

on  obtient  les  formules  définitives 

Si  l'on  exprime  enfin  que  <r/.r,  <7j\  c/;  sont  des   différentielles 

(')  Si  le  déterminant  était  nul,  on  aurait 

c       J\c)' 

la  surface  serait  développable.  Or  ce  résultat  est  inconciliable  avec  l'hypothèse 
que  les  paramètres  a  et  £  des  lignes  asymptotiques  sont  des  variables  distinctes. 
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exactes,  on  est  conduit  seulement  à  deux  relations 

1     ^63        j_   d?62         1    d2et 
¥3  dôdJB  ~  0l  dôdp  ~  Wi  da~dp  ' 

qui  nous  montrent  que  Q(,  92,  93  sont  des  solutions  particulières 
d'une  équation  de  la  forme 


(19) 


d'8 

dadp 


=  k%, 


et  complètent  la  démonstration  des  formules  (B). 

871.  Si  l'on  prend  ces  formules  comme  point  de  départ,  la  so- 
lution du  problème  proposé  s'obtient  d'une  manière  nette  et  ra- 
pide. Reprenons  en  effet  l'équation  à  vérifier 

dx  dx\  -+-  dy  dy\  -+-  dz  dzi  =  o, 

et  remplaçons-y  dx,  dy,  dz  par  leurs  valeurs  tirées  des  formules 
(B).  En  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  dcr.2,  dadfi,  dfi2,  nous 
aurons  les  trois  équations 


djji  d82  de3 

da  da  doc 

àxt  dy±  dzi 

dx       da.  du. 


6j       62  63 

d8j  d82  d83 

doc  d<x  da. 

dxi  àyx  àzi 

Tp  ~df  Tp"  i 


6i  02  63 

d8_i  à%2  ^83 

dp"  dp"  dp" 

àxj  dyx  àZj 

dp  dp  dp 

81       82       83 
d8,      d8_2      d83 

dp       dp       dp 

dxt     dy\     dzx 
dy.       dot.       da. 


Les  deux  premières  nous  permettent  de  poser 

àxi 


da  da 


A'6iH-B' 


(20) 


dot. 


dp  '  dp 

A62  +  B^,  ^l^A'e.  +  B'"' 


da 


da  da 


dp 
dp 


dp  ' 


A,  B,  A',  B'  étant  des  fonctions  auxiliaires,  et  la  troisième  conduit 


>.8  LIVRE    VIII.  —   CHAPITRE    II. 

à  la  relation 

B  ■+■  B'  =  o. 

On  peut  donc  poser,  en  changeant  la  notation, 
B  =  —  B'  =  —  w. 

Ecrivons  maintenant  les  conditions  d'intégrabilité  pour  ./  , .  y{ , 
z{  :  nous  aurons,  par  exemple, 


A  0 ,  —  ou  -t—  )  = 


dp  \      '  d%  }        doi  \       '   '        dp 

ou,  en  développant  et  remplaçant    — -^  par  sa  valeur  déduite  de 
l'équation  (19), 

d\       dA!  \  dO,  /dw        .A       dO,/  dco\ 

2À-w    0, —  (  -.-  -f-  A  )  —  -7T  I  A r-     =0. 


')+*0 


^  ()ï  /    '        e/a  \dp  /    '     dp  \  <**/ 

Comme  l'équation  doit  subsister  quand  on  y  remplace  0|  par 
fJ2  et  Q3,  il  faut  qu'elle  ait  lieu  identiquement;  ce  qui  donne 

du>  . .  dco 

*   sr     v  --or 

dk        oY 
ou  encore 

('2I)  d^6  = 

Remplaçant  A,  A',  B,  B'  parleurs  valeurs  dans  les  formules  (20), 
on  retrouve  bien  les  formules  (C)  de  notre  première  solution. 

872.  Cette  solution  écarte,  nous  l'avons  déjà  remarqué,  le  cas 
où  la  surface  (S)  serait  développable  ;  mais,  comme  on  sait  ré- 
soudre le  problème  de  la  déformation  finie  pour  toute  surface  dé- 
veloppable, on  saura,  par  cela  même,  résoudre  aussi  celui  de  la 
déformation  infiniment  petite. 

Pour  le  plan,  par  exemple,  qu'on  peut  supposer  représenté  par 

l'équation 

z  =  o, 

on  aura 

Xi  =  —  h  y  -+-  a,        y  y  =  hx  -+-  b, 


\du- 

-l{crr 

-«•*)*■ 

)  du  - 

,    /   .  de 

-o^jrfp, 

\  du- 

.  /    de'  ■ 

-4H 
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A,  «,  &  étant  des  constantes  et  ^,    pourra  être  choisi  arbitraire- 
ment. Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ce  cas  particulier. 

873.  Revenons  aux  formules  (B)  où  G,,  G2,  G3  sont  liés  aux  co- 
sinus directeurs  c,  c':  c"  de  la  normale  par  les  relations  (17),  d'où 
l'on  déduit  immédiatement 

(22)  X  =  8*  H- 63  +  91. 

En  substituant  c,  cr,  c"  à  G,,  02 ?  G3  on  peut  encore  écrire  les 
équations  (B)  sous  la  forme 

.   /    ,  de"         „  de' 
cte  =  A     c  —  —  C    — 

\         OOL  07. 

<*'>        <*  =  *(«•£-«£ 

7  -,   /      de'  ,  àc\ 

az  —  À      c  — c 

\      da 

qui,  d'ailleurs,  se  déduit  immédiatement  des  formules  (16)  où  l'on 
remplacera  [x  par  —  \.  La  comparaison  des  formules  précédentes 
avec  celles  que  nous  avons  données  d'après  Gauss  au  Livre  "VII, 
Chapitre  III  [III,  p.  242  et  suiv.],  permet  de  faire  une  étude 
approfondie  de  la  surface  rapportée  à  ses  lignes  asymptotiques. 
Si  l'on  pose 

/    q>  C  fdcY  nàc  de  n   (de 

(23j       SU]=e'     o^=/'      oU 

on  verra  aisément  que  l'on  a 

w  s(£)'=1-.  sié=-^:  §{%y=^- 

et  l'on  pourra  appliquer  toutes  les  formules  du  Livre  VII,  Cha- 
pitre III,  en  y  remplaçant  u  et  v  par  a  et  (3,  puis  faisant  les  substi- 
tutions suivantes 

(24)  H=  —  A2  A,         D  =  o,         D'=Xîa.2,         D"=o; 

A  désignant  le  déterminant 

(23)  A  =  2±C^^' 
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dont  le  carré  a  pour  valeur 

(25)'  V=eg—f*. 

On  trouvera,  par  exemple,    que    L'équation    différentielle   des 

lignes  de  courbure  prend  ici  la  forme 

i  26)  edaï   -  gd$*, 

et  que  L'équation  aux  rayons  de  courbure  principaux  devient 

(26)'  R*--^_R-A*  =  0. 

Et  de  là  résulte  I"  signification  géométrique  de  /.  :  nu  ,1 

(27)  X»     -i;i;\ 

Il  et  R'  désignant  les  rayons  de  courbure  principaux. 

L'élément  Linéaire  dv  de  la  représentation  sphérique  el  celui  ds 
de  la  surface  sont  déterminés  par  les  deux  formules 

dont  la   comparaison  mei    en   évidence   Le    théorème  d'Enneper 
[II,  p.  399].  Pour  chacune  îles  lignes  asymptotiques,  la  torsion 

'I7         1  £  1  '      "         I         !    i      /""    ' 

~r  a  la  même  valeur  -   r^ale  a  1     rr-r--,- 
as  À    °  y    KK 

874.  Attachons-nous  plus  particulièrement  à  la  représentation 
sphérique. 

Nous  établirons  d'abord  une  relation  différentielle  entre  e,f,  g 
qui  montre  que  la  représentation  sphérique  des  lignes  asym- 
ptotiques ne  peut  être  choisie  arbitrairement.  Ecrivons  en  effet 
que  9,,  Qo,  83  ou  cyA,  c'\A,  c"  y/X  sont  des  solutions  particulières 
de  L'équation  (D),  nous  aurons  des  relations  telles  que  la  suivante 

ou,  en  développant, 

,    d^c         d\  de       dï  de  /k(^-\/1       ,    ,A 

(3o)        aX teTp  +  dp  te  +  SA  5p  +  2C  ^  Vte^p- -  *  A)  =  °" 
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Multiplions  cette  équation  par  c  et  ajoutons-la  aux  équations 
obtenues  en  y  remplaçant  c  par  c' ,  c",  nous  aurons  une  relation 

qui  fera  connaître  k  en  fonction  de  A  et  dont  nous  ne  ferons  pas 
usage  pour  le  moment.  Mais,  si  l'on  multiplie  l'équation  (3o)  soit 

par  -->  soit  par  -^ ,  et  qu'on  l'ajoute  ensuite  aux  deux  équations 

semblables  obtenues  en  remplaçant  c  par  c'  et  c'',  il  viendra  les 
deux  relations 


..  de         .dX  d\ 


(32) 

d'où  l'on  tire 

(33) 


d$      J  àa.  dp 

dg         dX  àl 


de  dg  dg  de 

dlogX  _  :>~d§~e~<H  dlogX  _  l'd~â~  g~d$ 


Il  faut  donc  que  l'on  ait 

de  _     àg\  /    dg       ^àe 


{6a)  d$\     eg-p     J~di\     eg-f* 

et  il  est  évident  que  cette  relation  (1)  n'est  pas  vérifiée  quand  la  re- 
présentation sphérique  a  été  choisie  arbitrairement.  Par  exemple 
si/*  est  nul,  c'est-à-dire  si  les  lignes  asymptotiques  sont  supposées 
rectangulaires,  elle  prend  la  forme 

lo8-    =  o, 


à*d$\     *g 

et  montre  que  le  système  orthogonal  qui  sert  de  représentation 
sphérique  aux  lignes  asymptotiques  doit  être  isotherme.  C'est  une 
propriété  connue  des  surfaces  minima  [I,  p.  3o3]. 


(')  Cette  relation  différentielle  a  été  donnée  pour  la  première  fois  par  M.  Dini 
dans  un  Mémoire  qui  est  intitulé  :  Sopra  alcune  formole  generali  délia  teoria 
délie  superficie,  e  loro  applicazioni  (Annali  di  Matematica,  série  II,  t.  IV; 
p.  i83)  et  a  déjà  été  cité  [III,  p.  379]. 


'  '  LIVRE    VIII.      -  CHAPITRE    II. 

i.    Réciproquement,  lorsque  la  condition 
les  courbes  sphériques  de  paramètres  a  el  [3  sonl  la  représentation 
sphérique  des  lignes  asymptotiques  d'une  Bérie  de  surfa<  es,  toutes 
homothétiques  à  l'une  quelconque  d'entre  elles.  Pour  le  monti 
nous  nous  appuierons  sur  la  remarque  suivante. 

Lorsqu  on  connaîl  un  élément  linéaire  de  la  sphère  de  rayon  i 
défini  par  la  formule 

les  coordonnées  c,  c',  <■"  du  poinl  de  paramètres  x  el  j3  satisfont 
toujours  à  une  équation  linéaire  de  la  forme  suivante 

(35) 

car  cette  équation   contient    trois   fonctions  arbitraires  //.  I. 
dont  on  peul  disposer  de  telle  manière  qu'elle  admette  trois  solu- 
tions quelconques  données  à  l'avance,  et,  en  particuli< 
Cela  posé,  je  dis  qu'on  peul  toujours  exprimer  À',  /. '.  ^en  fonction 
de  l'élément  linéaire,  c'est-à-dire  d<  et  de  leurs  dérivi 

En  effet,  si  nous  opérons  comme  nous  l'avons  fail  plus  haut, 

nous  multiplions  l'équation  (35    successivemenl  oar  t  ~~  el 

1  ' 

si  nous  ajoutons  chaque  fois  les  équations  semblables  obtenues  en 
\  remplaçant  Ç  parc,  c',  <".  il  viendra  1rs  trois  relations 

/'  . 

i 
(36) 


oa,  J 

qui   établissent  le  résultat  annoncé. 

Or,  si   la  condition  (34)  est  vérifiée,  il  existera  une  fonction  '/. 
vérifiant  les  équations  (33)   ou  les  équations  équivalentes 
par  suite,  les  deux  dernières  équations  (36)  nous  donneront 

.,_  i  dlogX 

2         ÔX 

de  sorte  que  l'équation  aux  dérivées  partielles  ^jj)  aura  ses  inva- 
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riants  égaux  et  pourra  prendre  la  forme 

Dès  lors,  les  formules  (B')  seront  intégrables  et  nous  donneront 
une  surface  admettant  pour  ses  lignes  asymptotiques  la  représen- 
tation sphérique  donnée.  Comme  "k  n'est  déterminé  qu'à  un  fac- 
teur constant  près,  on  pourra  remplacer  cette  surface  par  l'une 
quelconque  des  surfaces  homothétiques. 

H  résulte  de  cette  analyse  que,  dans  le  cas  où  l'on  a  pris 
comme  variables  les  paramètres  des  lignes  asymptotiques,  et 
dans  ce  cas  seulement,  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  la 
forme  (35)  à  laquelle  satisfont  les  cosinus  directeurs  de  la 
normale  a  ses  invariants  égaux. 

M.  Kœnigs  a  donné  une  forme  plus  géométrique  encore  à  cet 
énoncé  ('  ). 

c,  c',  c",  o  sont  les  coordonnées  homogènes  du  point  où  la 
normale  coupe  le  plan  de  l'infini.  On  peut  donc  dire  que  les 
traces  sur  le  plan  de  l'infini  des  surfaces  réglées  engendrées 
par  les  normales  à  la  surface  en  tous  les  points  des  différentes 
lignes  asymptotiques  forment  un  réseau  plan  {nécessairement 
conjugué  comme  tous  les  réseaux  plans)  à  invariants  égaux. 

Car  l'équation  ponctuelle  [1,  p.  122]  relative  à  ce  réseau  con- 
jugué est  précisément  l'équation  (35).  En  transformant  par  po- 
laires réciproques,  relativement  à  une  sphère  quelconque,  et  re- 
marquant que  les  lignes  asymptotiques  se  conservent  dans  cette 
transformation,  on  voit  que  : 

Les  perspectives  des  lignes  asymptotiques  sur  le  plan  de  l'in- 
fini forment  un  réseau  à  invariants  égaux. 

876.  La  définition  des  lignes  asymptotiques  étant  projective,  la 
proposition  particulière  que  nous  venons  d'établir  entraîne  im- 
médiatement la  suivante,  comme  l'a  remarqué  M.  Kœnigs  : 


(')  G.  Kœnigs,  Sur  les  réseaux  plans  à  invariants  égaux  et  les  lignes 
asymptotiques  (  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
t.  CXIV,  p.  55;  1892). 
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Les  perspectives  <>u  les  projections  des  lignes  asymptotiques 
sur  h  h  /tlmi  quelconque  forment  un  réseau  à  in\  ariants  égaux. 

Nous  allons  vérifier  cette  proposition  en  démontrant  que  l'équa- 
lion  aux  dérivées  partielles  |  •  ■  i  [p.  i  s  |  à  laquelle  conduit  ootre 
première  solution  ;i  ses  invariants  égaux.  Cette  équation,  à  laquelle 
satisfonl  les  coordonnées  ''.  y  d'un  poinl  de  la  surfaci 
bien  celle  qui  caractérise  l<-  réseau  Formé  par  la  projection  des 
lignes  asjmptotiques  de  la  surface  |  S  i  sur  le  plan  des  xy. 

Or,  si  l'on  se  reporte  aui  expressions  de  x  el  '!••>•  données  pai 
les  formules  (B),  <>n  reconnaît  immédiatement  que  l'on  a 

i    dx\        o  I  \_  o, 
dp  '  b\    •y.)       Ta  ' 

:~û  '  8*  Ta  '       da  ' 

Par  conséquent,  x  el  y  seront   des  solutions  particulières  de 
l'éouation  en  ')' 


daJ^daU 


dont  les  invariants  sont  égaux:  car  -<>n  développement  lui  ilnmir 

la  forme 

d»6'  i  V        i    ^6.-,  d8'  _ 

'       '  dTd£  _  i  ~  <T3  ~d%~  d3  ~~  °" 

Cette  équation  n'est  autre  que  celle  qu'il  s'agissait  de  former  au 
n°866;  et  ainsi  se  trouve  mis  en  évidence  le  lien  entre  notre  pre- 
mière et  notre  seconde  solution. 

877.  La  remarque  que  nous  venons  de  faire  nous  amène  à  com- 
pléter une  proposition  géométrique  très  élégante,  signalée  par 
M.  Kœnigs  et  relative  aux  réseaux  plans  conjugués  dont  les  inva- 
riants sont  égaux.  Nous  allons  mettre  en  évidence  une  propriété 
caractéristique  des  réseaux  conjugués  tracés  sur  une  surlace  quel- 
conque, et  auxquels  correspond  une  équation  linéaire  dont  les 
deux  invariants  sont  égaux. 

Soit 

d28  dO        .  ôO 

(3q)  -t — -  -7-  o ',- -b—=o 

u/  ou  âv  ou  ov 
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l'équation  ponctuelle  relative  à  un  système  conjugué,  tracé  sur 
une  surface  (S),  c'est-à-dire  l'équation  à  laquelle  satisfont  les 
coordonnées  x,  y,  z  d'un  point  quelconque  M  de  cette  surface, 
considérées  comme  fonctions  des  variables  u  et  v.  Les  tangentes 
aux  courbes  de  paramètre  u  engendrent  une  congruence  qui 
admet  (S)  pour  une  des  nappes  de  sa  surface  focale.  Le  point  M, 
de  l'autre  nappe  sera,  comme  on  sait,  défini  par  les  formules 

i   dx  i    dy  i    dz 

a  dv  J        J        a  dv  a  dv 

Si  l'on  considère  de  même  la  congruence  engendrée  par  les 
tangentes  aux  courbes  de  paramètre  c,  le  second  point  focal  M2 
de  la  tangente  en  M  à  la  courbe  qui  passe  en  ce  même  point  sera,  de 
même,  défini  par  les  formules 

i    dx  i   dy  i   dz 

'  b  du  J        J        b  du  b  du 

de  sorte  que  l'on  peut  exprimer  a  et  b  par  des  formules  telles  que 
les  suivantes 

. ,    .  i        dx  .  i        dx 

(42)  a--= -T-,  b= —  • 

Xi  —  x  dv  a?2  - — x  du 

D'autre  part,  en  différentiant  la  première  équation  (4o)  et  te- 
nant compte  de  ce  que  x  est  solution  particulière  de  l'équa- 
tion (89),  on  trouvera 

àxi  h  dx 

(43)  -àu-=-^Tv' 

h  désignant  le  premier  invariant  de  l'équation  (39).  On  a  donc, 
en  éliminant  a  entre  les  équations  (42)  et  (43), 

dx  àx\ 
dv    du 

(44)  h=~i — ■ «• 

{x  —  xxy- 

Corame  il  est  permis  d'écrire  des  équations  analogues  en  y  et  z, 
on  est  conduit  à  l'expression 

àxi  dx        dyi  dy        àz\  dz 

,,r.  ,  du    dv         du    dv         du  dv 

(45)  h  = 


(*"J:*l)»+(/-7,)'+(*-<,)' 
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qui  est  moins  simple,  mais  devient  indépendante  du  choix  des 
axes.  On  peut  l'interpréter  géométriquement.  Mais,  pour  éviter 
toute  difficulté  quant  aux  signes,  nous  raisonnerons  de  la  ma- 
nière suivante. 

878.  Lorsque  u  varie,  le  point  M,  décrit  une  courbe  tangente 
à  MM|  et  dont  le  plan  osculateur  est,  comme  on  sait,  le  plan  tan- 
gent en  M  à  la  surface,  c'est-à-dire  le  plan  MM,  M2.  Soient,  pour 
le  point  M,,  A,  A',  A";  B,  B',  B";  C,  C',  C"  les  cosinus  directeurs 
de  la  tangente  à  cette  courbe,  de  sa  normale  principale  et  de  la 
normale  au  plan  osculateur.  Cette  dernière  normale  étant  paral- 
lèle à  la  normale  à  la  surface,  nous  pourrons  prendre,  en  conser- 
vant toutes  les  notations  du  Chapitre  III,  Livre  VII  [III,  p.  -i  \.>.  cl 
suiv.], 

cr\       '  c-±-(ty-  —  —  dJL  — 

U   '  '       H  \du  dv       dv  du 

On  aura  évidemment 

(47)  A  =  —  — >         A  =  -— :  f-,         A  =  -—  —  • 

/G  àv  /g  àv  fâdv 

De  là  on  déduira  B,  B',  B"  par  les  formules  connues 
B  =  G'A"-A'C", 
qui  nous  donnent,  parla  substitution, 

F^-G^-  F^-G^  F^-G^f 

(48)  B=-dv  *u,         B'  =      dv       _dU,         E"=^ *L 

U  /G  H  /G  H  V/G 

Désignons  par  ds^   l'arc  de  la  courbe  décrite  par  le  point  M,. 
On  a,  d'après  l'équation  (43), 

(49)  dsi=—\/Gdu; 

et,  d'autre  part,  les  formules  fondamentales  relatives  aux  courbes 
gauches  [I,  p.  10]  nous  donnent 


dA       B 

dX       B   dsx 

dst  ~  p! 

ou 

du        pi  du 
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of  étant  le  rajon  de  courbure  de  la  courbe.  On  a  donc 

dA        B    h    ,- 

<5o)  -T-  = ;/G, 

v      '  du         pi  a1 

ou,  en  remplaçant  A  et  B  par  leurs  valeurs  (47)»  (48)  et  tenant 

compte  de  l'équation  (3g), 

F—  —  G  — X 
t     /         dx       .  àx\  i        dG  <te  _      h       /p(       c>t>  dw 


^OV         du  dv  J        2Q^/Gduàç        aVi  \        H /G        / 

Égalant  les  coefficients  de  —  dans  les  deux  membres,  on  trouve 


(5i) 


du 

G  A 


v/G       «sHpi 


Or,  si  MM,  désigne  en  grandeur  et  en  signe  la  distance  MM,, 
on  a 

xx  —  x  =  A  x  MMi. 

En  remplaçant  A  et  xK  —  x  par  leurs  valeurs  (47)  et  (4°)?  on 
trouve 

a 

ce  qui  permet  d'écrire  l'équation  (5i)  sous  la  forme  entièrement 
géométrique 

MMt 
Pour  la  courbe  décrite  par  le  point  M2,  on  trouverait  de  même 

Hp-2 


(53)  k  = 


MM, 


k  désignant  le  second  invariant  de  l'équation  (3g). 

Ces  expressions  des  deux  invariants  nous  permettent  de  ré- 
soudre la  question  proposée.  Pour  qu'ils  deviennent  égaux,  il  faut 
que  l'on  ait 


(54)  _fl^  +  _PL 


=  o. 


MM!  MM2 


Or  on  sait  que  la  relation  précédente  existe  entre  les  rayons  de 
courbure,  en  M,  et  M2,  de  toute  conique  qui  serait  tangente  en 
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ces  poinls  aux  droites  MM,,  MM2,  c'est-à-dire  aux  courbes  décrites 
par  les  points  M,  et  M2.  Par  suite,  celle  de  ces  coniques  qui  aura 
enM,  le  rayon  de  courbure  p»  aura  en  M2  le  rayon  de  coin  hure  p2. 
Comme  les  plans  osculateurs  aux  deux  courbes  en  M(  et  en  M2  se 
confondent  avec  le  plan  MM(M2,  on  peut  énoncer  la  proposition 
suivante,  généralisation  de  celle  que  M.  Kœnigs  a  fait  connaître 
pour  les  réseaux  plans  dans  la  Communication  citée  plus  haut  : 

Pour  que  l'équation  ponctuelle  relative  à  un  système  con- 
jugué tracé  sur  une  surface  quelconque  ait  ses  invariants 
égaux,  il  faut  et  il  suffit  que,  si  Von  construit  les  deux 
développables  circonscrites  à  la  surface  suivant  les  deux 
courbes  du  système  conjugué  qui  se  croisent  en  un  quelconque 
de  ses  points  et  que  l'on  prenne  sur  chacune  de  ces  dévelop- 
pables les  points  de  contact  de  trois  génératrices  consécutives 
avec  l'arête  de  rebroussement,  les  six  points  focaux  ainsi  ob- 
tenus appartiennent  à  une  même  conique. 

En  transformant  par  polaires  réciproques,  on  voil  de  même  que  : 

Pour  que  l'équation  tangentielle  relative  à  un  système  con- 
jugué ait  ses  invariants  égaux,  il  faut  et  il  suffit  que  1rs  trois 
plans  focaux,  distincts  des  plans  tangents  à  lu  surface,  rela- 
tifs à  trois  tangentes  consécutives  prises  sur  chacune  des  deux 
courbes  du  système  conjugué  qui  se  croisent  en  un  même  point 
quelconque  de  la  surface,  soient  six  plans  tangents  d'un  même 
cône  du  second  degré. 

879.  Pour  indiquer  dès  à  présent  au  moins  une  application  des 
formules  de  M.  Lelieuvre,  supposons  que  la  surface  proposée  (S) 
ait  sa  courbure  constante  et  égale  à  —  i .  Il  faudra  faire  X  =  i ,  et 
l'on  voit  que  c,  c' ,  c"  satisferont  à  l'équation 

<55>  5^  =  *9- 

A.insi,  toutes  les  fois  qu'une  équation  de  la  forme  précédente 
admettra  trois  solutions  vérifiant  la  relation 

c2-;-  c'2  —  c"2  =  I, 
elles  fourniront  une  surface  à  courbure  constante. 
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D'autre  part,  les  équations  (32)  nous  donnent  alors 

de        <)sr 
W  d$  =  £^°> 

d'où  l'on  déduit 

e  =/(«),        <T=/i(P). 

Écartons  le  cas  où  l'une  des  quantités  e,  g  serait  nulle,  qui 
nous  conduirait  seulement  à  la  sphère  et  aux  surfaces  réglées 
imaginaires  applicables  sur  la  sphère.  On  pourra  dès  lors,  en 
choisissant  convenablement  les  paramètres,  réduire  e  et  g  à 
l'unité;  de  sorte  que  l'on  aura,  en  posant  f= —  cos2w,  les  for- 
mules suivantes 

(57)  du-  ==  dv? -+-  <r/(32  —  2  C0S20)  da  «Jj3, 

(58)  ds*  =  <ia2-+-  û?P2+  2  C0S2W  cftx  e£(3, 

qui  sont  d'accord  avec  celles  du  n°  772  [III,  p.  379].  Pour  obtenir 
l'équation  à  laquelle  doit  satisfaire  w,  il  suffît  d'exprimer  que  la 
sphère  a  une  courbure  totale  égale  à  1,  ce  qui  donne 

/r    \  d2M  . 

(5q)  -r — rjr  =sinwcosw. 

Gomme  on  a  ici,  en  vertu  de  l'équation  (3i), 

(60)  k  = f  =  C0S2W, 

l'équation  (19)  en  9  deviendra 

(DI) —   =  0  C0S20). 

Telle  est  l'équation  qu'il  faudra  intégrer  si  l'on  veut  résoudre 
le  problème  de  la  déformation  infiniment  petite  pour  la  surface  à 
courbure  constante  donnée. 

880.  Le  lecteur  se  rappelle  la  longue  étude  que  nous  avons  con- 
sacrée à  l'équation  aux  dérivées  partielles  (5g).  Nous  avons  vu 
[III,  p.  432]  que,  si  l'on  considère  le  système 

OlOi  OU) 
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il  permet  de  déduire  de  toute  solution  w  de  l'équation  (5g)  une 
solution  iùt  qui  contiendra  une  constante  arbitraire  et  vérifiera 
encore  la  même  équation  (5g).  Nous  allons  montrer  d'abord  que, 
si  l'on  sait  résoudre  le  problème  de  la  déformation  infiniment  petit*' 
pour  la  surface  à  courbure  constante  correspondante  à  la  solution  to, 
on  saura  résoudre  le  même  problème  pour  la  surface  correspon- 
dante à  la  solution  to,,  c'est-à-dire  pour  celle  qui  «  1  <  '■  i  i  \  <  ■  la  première 
par  la  substitution  de  M.  Bianchi.  En  d'autres  tenues  i  ■),  si  l'on 
sait  résoudre  l'équation  (6i)  correspondit  nie  à  la  fonction  to, 
on  saura  résoudre  cette  même  équation  où  to  serait  remplacée 
par  w,. 

Remplaçons,  en  effet,  dans  les  formules  (62),  w  et  to,  respective- 
ment  par  to  -f-  9  et  to,  -4-  9,  ;  et,  développant  les  deux  membres  des 
équations  suivant  les  puissances  de  9  et  de  9,,  bornons-nous  à 
conserver  les  termes  du  premier  degré  en  9  et  9,.  Nous  serons 
conduit  aux  deux  équations  linéaires 


(63) 


<w 

dO, 

ôi^ 

"  ~dï 

de, 

àO 

*p 

'5p 

—  (ô,  —  0)  cos(tu,  —  tu), 
=  (Gi  -1—  G)  cos(w!  —  tu). 


Éliminons  9,  entre  ces  deux  équations  :  en  égalant  les  deux  va- 
leurs  de        '   qu'elles  peuvent  fournir,  nous  aurons 

——3    =6COS2(0, 

dx  dp 

c'est-à-dire  l'équation  (61).  Si  l'on  éliminait  de  même  9,  on  trou- 
verait 

(64)  ^=6lCOS2w" 


(')  M.  C.  Guicharb  est  le  premier  qui  ait  étudié  les  équations  aux  dérivées 
partielles  de  la  forme  (6t).  Voir  le  Mémoire  intitulé  :  Sur  une  classe  particulière 
d'équations  aux  dérivées  partielles  dont  les  invariants  sont  égaux  (Annales 
scientifiques  de  l'École  Normale  supérieure,  3e  série,  t.  VII,  p.  19;  1S90),  ainsi 
que  celui  qui  a  paru  au  même  Recueil  et  au  même  tome  (p.  233)  sous  le  titre  : 
Recherches  sur  les  surfaces  à  courbure  totale  constante  et  sur  certaines  sur- 
faces qui  s'y  rattachent. 
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c'est-à-dire  l'équation  (61)  où  to  serait  remplacé  par  co,.  Gomme 
d'ailleurs  on  peut  toujours,  lorsque  9  est  donné,  déduire,  par  de 
simples  quadratures,  la  valeur  de  Qf  vérifiant  les  deux  équations 
(63),  on  voit  que  toute  solution  de  l'équation  (61)  fournira,  avec 
une  constante  arbitraire,  une  solution  de  l'équation  (6/\).  On 
peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Lorsqu'on  sait  résoudre  le  problème  de  la  déformation  infi- 
niment petite  pour  une  surface  à  courbure  constante,  on  sait 
le  résoudre  aussi  pour  toutes  celles  qu'on  en  dérive  par  la 
transformation  de  M.  Blanchi. 

Ce  résultat  était  évident  par  la  Géométrie.  Il  nous  a  paru  bon 
de  le  mettre  en  lumière.  On  comprend  ainsi  comment  le  pro- 
blème de  la  déformation  infiniment  petite  doit  dépendre  de  l'équa- 
tion (61).  Car,  si  l'on  considère  une  surface  à  courbure  constante 
infiniment  voisine  de  la  surface  proposée  (S),  w  sera,  pour  cette 
surface,  remplacée  par  une  fonction  to  -f-  9  infiniment  peu  diffé- 
rente de  a).  En  substituant  w  -\-  0  à  la  place  de  co  dans  l'équation 
(59)  et  se  bornant  aux  termes  du  premier  degré  en  0,  on  retrouve 
bien  l'équation  (61)  (1). 

De  la  remarque  que  nous  venons  de  faire,  on  peut  déduire  im- 
médiatement trois  solutions  particulières  de  l'équation  linéaire 

(61).  Soit,  en  effet, 

w  =  cp(a,  p). 

Nous  avons  vu  que,  si  a0,  (30,  m  sont  trois  constantes, 

w'  =  ©    (n-m)a  +  i0,  — ° F-  S0 

*  L  1  -+-  m       '   J 

sera  encore  une  solution  de  l'équation  (59).  En  développant  sui- 
vant les  puissances  de  ces  constantes,  on  aura 

,  dix>  dut  n         /    dix)        .  du>  \ 

»  =  »  +  Sr«.+  5p-pft+(«srjPapJi»H-..; 

d'où  l'on  voit,  en  se  bornant  aux  termes  du  premier  degré,  qu'en 


(')  La  proposition  précédente  s'applique  aussi  aux  transformations  de  MM.  Lie 
«t  Backlund. 
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prenant  pour  (j  une  des  trois  fonctions 


doj 
0% 


Ow 


d% 


?dj: 


on  aura  une  solution  de  l'équation  (61). 

881.  Nous  terminerons  ce  Chapitre  en  indiquant  comment  on 
peut  obtenir  des  formules  analogues  à  celles  de  M.  Lelieuvre 
quand  les  variables  indépendantes  auront  été  choisir»  .lune  ma- 
nière quelconque. 

Soient  a  et  v  ces  variables  et  conservons  toutes  les  notations 
du  Livre  VII,  Chapitre  III  [III,  p.  242  et  suiv.].  On  peut  toujours 
déterminer  des  coefficients  A,  A'  tels  que  l'on  ait 


(65) 


dx 

Ou 


VI  c 


Ou 


,,d£ 
Ou 


)-A(c'd-f-ïd-£) 

J  \     dv  dv  ' 


et  les  formules  analogues  obtenues  en  soumettant  ./ .  r.  c:  c,  c',  c" 
à  une  permutation  circulaire.  La  multiplication  de  deux  détermi- 
nants nous  conduit  d'ailleurs  à  l'identité 


(66) 


c 

c' 

c" 

1    c 

c' 

c" 

de 

de' 

de" 

1  dx 

ày 

dz 

du 

du 

ou 

1  du 

Ou 

du 

de 

de' 

de" 

O.r 

ày 

dz 

dv 

dv 

dv 

Ov 

dv 

dv 

—  D 

—  D' 

H 

H 

—  D' 

—  D 

H 

II 

c'est-à-dire,  en  tenant  compte  des  formules  (4)  [III,  p.  243]. 


(67) 


c  c  c 

de  de'  de" 

du  du  du 

de  àc^  djS 

dv  dv  dv 


DP  —  D'2 


de 


Cela  posé,  multiplions  l'équation  (65)  par  —  et  ajoutons-la  aux 

deux   équations  qu'elle   donne    par  une  permutation    circulaire. 
Nous  trouverons,  en  tenant  compte  de  la  relation  (67), 


(68) 


A  = 


DH? 

D'2-DD"' 
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En  calculant  de  même  la  valeur  de  A',  on  trouvera 

D'H2 


(69)  A'  = 


D'2—  DD" 


Si  l'on  échange  enfin  u  el  v  dans  la  formule  (65),  on  pourra 
écrire 

dx       K„{   ,dc"         ,dc'\        .,/   ,dc"         „dc'\ 

et  les  formules  analogues  en  y  et  z,  A"  ayant  pour  valeur 

D"H2 


(7I)  A": 


D'2_  DD" 


Si  l'on  suppose  que  u  et  v  soient  les  paramètres  des  lignes 
asympto  tiques,  A,  A"  deviennent  nuls  et  l'on  retrouve  les  formules 
(£>')  données  plus  haut. 

Effectuons  dans  les  formules  (65)  et  (70)  la  substitution  définie 
par  les  équations 

(72)  Cy/x  =  6i,      C'v/X  =  e2,      C"v/T  =  e3, 

elles  se  changeront  dans  les  suivantes 

(£  =  B<(92^-e3fî)-B(es^-e,^ 

\  ou  \      ou  ou  /  \      ov  ov 

\  ov  \      du  ou  1  \      dv  ov 

où  l'on  aura 

A  A'  A" 

(?4)  B=X'        B=T'        B"=T' 

Les  dérivées  dey  et  de  z  s'obtiendront  par  des  permutations 
effectuées  sur  Q1?  Q2>  ^35  de  sorte  que  la  surface  sera  définie  par  les 
formules  suivantes 

\  J    \      ou  au]  \      dv  Ov  / 
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Si  nous  déterminons  A  en  particulier  par  la  condition 

(75)  B's—  BB'=i, 

qui  donne 

*î  _.  a.'î       A  V  . 

nu.  en  substituant  les  valeurs  de  A.,  A',  A" 
H* 


<"6)  X*^  D'^-DD^   ~RR''        *  =  v/~RR', 

9<,  Q2,  ^3  seront  identiques  aux  quantités  de  même  détermination 
qui  figurent  dans  les  formules  (B).  Mais,  sans  Jl.rrr  dès  à pré- 

sent  la  valeur  de  A,  exprimons  que  les  deux  valeurs  de  -         ob- 

tenues  par  la  dilFérentiation  des  deux  équations  (-'■'•>  I  sonl  égales, 
nous  serons  conduits  à  la  relation 

OU  \        OU  OV  I  OU  OU  OV 

d'où  il  suit,  en  répétant  le  raisonnement  employé  au  n°  <S7<).  que 
l'on  peut  trouver  une  certaine  fonction  K  telle  que  61,82,83  soient 
trois  solutions  particulières  d'une  équation  de  la  forme  suivante 

K//J  du\       du  dv  dv\     dv  Ou 


La  fonction  K  variera  suivant  la  valeur  de  A  que  Ton  aura 
choisie.  Elle  a  une  expression  particulièrement  simple  lorsqu'on  a 
pris  ),  égal  à  l'unité,  c'est-à-dire  lorsque  l'équation  précédente  admet 
c,  c',  c"  comme  solutions  particulières.  En  effet,  si,  après  l'avoir 
multipliée  par  9,  l'on  y  remplace  6  par  c,  c',  c"  successivement, 
en  ajoutant  les  trois  équations  ainsi  obtenues,  on  trouvera 

d-c  . ,  n       d2c         .  n     d*c 


O     du*  O     dudv  O     dv2 


ou  encore 


K 
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Les  valeurs  des  trois  sommes  contenues  dans  cette  relation  se 
déduisent  de  la  formule  (32)  [III,  p.  249].  En  les  substituant 
ainsi  que  les  valeurs  de  A,  A',  A",  on  trouve 

(78)  K=  i-(GD-aFD'+ED")  =  H/ 


H9~v  '         \R       R' 


R  et  R'  désignant  les  rayons  de  courbure  principaux  (n°  701).  • 

Remarquons  que,  dans  tous  les  cas,  l'équation  (77)  est  celle 
que  l'on  obtiendrait  en  égalant  à  zéro  la  variation  de  l'intégrale 
double 


<»>  -/A"—- (£)'—■££-"(£) 


du  dv, 


et  que  la  surface  (S<)   correspondant  à  (S)  avec  orthogonalité 
des  éléments  linéaires  se  trouverait  ici  définie  par  la  formule 


■/ 


lu  du  /  '        \      dv  dv  / 

où  CD  serait  une  solution  quelconque  de  l'équation  (77). 

Si  u  et  v  sont  les  paramètres  des  lignes  asymptotiques,  on  a 

B  =  B*=o. 

Si,  en  outre,  \  est  définie  par  la  condition  (76),  on  a 

B'*  =  i, 

ce  qui  permet  de  prendre 

B'=i, 

et  l'on  retrouve  les  formules  (C)  où  a  et  (3  seraient  remplacées 
par  u  et  p. 

Le  lecteur  pourra  rapprocher  les  formules  générales  qui  pré- 
cèdent de  celles  qui  se  trouvent  dans  le  Mémoire  cité  plus  haut 
[p.  8]  de  M.  Weingarten.  Nous  terminerons  ce  Chapitre  en  in- 
diquant une  démonstration  de  ces  formules  qui  en  fera  sans  doute 
mieux  comprendre  la  véritable  origine. 
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882.  Désignons  toujours  par  c,  c' ,  c"  les  cosinus  directeurs  de 
la  normale,  et  employons  les  caractéristiques  cl  et  o  pour  définir  les 
déplacements  suivant  deux  directions  conjuguées  quelconques. 
On  aura  les  deux  équations 


(80) 

d'où  l'on  déduit 

(8.) 


1     c  dx  -+-  c' dy  -4-  c"  dz  =  o, 
(  oc  dx  -t-  oc'  dy  -+-  oc"  dz  —  o, 

!dx  =  h(c'oc" —  c"  Or'  |, 
dy  —  h ( c"  oc  —  c  oc"  ), 
efe  -  .  h(c  or'  —  c'  oc), 


h  étant  une  quantité  finie.  D'ailleurs,  D,  D',  D"  ayant  la  même  si- 
gnification que  plus  haut,  l'équation 


ou 


D  du  ou  -r-  D' (  du  8i>  +  dv  Bu)  -h  D"  dv  ov  =  o 
(Dû!«  +  D'^)oa  +  (D' cfa  -+-  D" rft» )  ov  =  o 


exprimera  que  les  deux  directions  définies  par  les  caractéristiques 
d  et  S  sont  conjuguées.  La  relation  précédente  permet  de  poser 


(8*; 


\  ou .--      D'du-+-D°di>, 
j    8p=—  Drf«  —  DVt\ 


(83) 


de  sorte  que  les  formules  (81)  nous  donnent 

&=/i(c'^-cl)(D'rf,<+DV,,)-/i(4-c*l)(i)rf"-D'rf''1' 

^-*(^-«£)(^*  +  D'*)-*(^£-«y)(DA  +  II'*)ï 

^  =  A(C^-C'Ë)(DV"  +  D''^)-/?(C^-C'^)(D^^D'^>- 

La  formule  (26)  [III,  p.  248]  nous  permettra  d'ailleurs  de  dé- 
terminer h.  On  a  ici,  en  vertu  du  système  précédent. 


de  dx  = 


c  c  c 

de  de'  de" 

du  du  du 

de  de'  de" 

ài>  dv  dv 


(  D  du1  ■+-  2  D'  du  dv  -+-  D"  rfi>2), 
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ce  qui  donne,  en  tenant  compte  de  l'équation  (67), 

1          .  DD"—  D'2  _  H-2 

=  h  - — — -tt ou  h  = 


—  H  H»  DD'—  D'2 

Il  ne  reste  plus  qu'à  substituer  cette  valeur  de  h  dans  les  for- 
mules (83)  pour  obtenir  l'équivalent  des  relations  (B"),  où  6,,  Q2, 
Q3  désigneraient  c,  c',  c". 


48  LIVRE    VI.II.   —   CHAPITRE    III. 


CHAPITRE  III. 

LES    DOUZE    SURFACES.     DÉVELOPPEMENTS    GÉOMÉ'I  R  l<  M  I  s 
SE   RATTACHANT    AUX    PRÉCÉDENTES    SOLUTIO.\>. 

Étant  données  doux  surfaces  (S)  et  (S,  )  qui  se  correspondent  avec  orthogonalité 
des  éléments  linéaires,  au  réseau  des  lignes  asymptotiques  de  cha<  une  de  ces 

surfaces  correspond,  sur  l'autre,  un    réseau   conjugué  à  invariants  | :tuels 

égaux.  —  On  déduit  du  premier  couple  deux  nouvelles  surface-  (£)  et(  \  )  qui 
se   correspondent,  elles   aussi,  avec  orthogonalité   des   éléments  linéaires.  — 
Définition  de  (  2)  :  c'est  l'enveloppe  des  plans  menés  par  tous  les  points 
perpendiculairement  aux  directrices  de  la  déformation.    -On  sait  résoudre  le 
problème  de  la  déformation  infiniment   petite  pour  (-)  lorsqu'on  sait  résoudre 

ce  problème  pour  (S).  —  Les  lignes  asymptotiques  se  corres] denl  - 

et  sur  (S).  —  Réciproque  :  théorème  de  M.  Guichard.  —  Relation  géomé- 
trique entre  les  deux  nappes  de  la  surface  focale  d'une  congruence  re<  tilign< . 
dans  le  cas  où  les  lignes  asymptotiques  se  correspondent  sur  i  es  deux  nappes. 
—  Propriétés  qui  rattachent  la  surface  i  \  )  à  la  surface  (S,)  :  les  plans  tangents 
aux  points  correspondant*  sont  parallèles  et  le  système  conjugué  commun  a 
ses  invariants  ponctuels  égaux,  sur  les  deux  surfaces.  —  Réciproque  :  th<  orémes 
de  MM.  kœnigs  et  Cosserat.  —  Les  trois  réseaux  I.  II,  III  formés  par  les  lignes 
asymptotiques  de  (S),  de  (S,)  et  de  (A)  sont  harmoniques  deux  à  deux.  — 
Introduction  de  huit  nouvelles  surfaces  qui,  jointes  aux  quatre  premières, 
forment  un  ensemble  de  douze  surfaces  que  l'on  peut  grouper  i\ru\  à  deux  de 
telle  manière  qu'elles  se  correspondent  avec  orthogonalité  des  éléments 
linéaires,  ou  bien  par  plans  tangents  parallèles,  ou  bien  par  polaire*  réci- 
proques relativement  à  une  sphère  concentrique  à  l'origine,  ou  enfin  comme 
focales  d'une  même  congruence  rectiligne  sur  lesquelles  les  lignes  asympto- 
tiques se  correspondent.  —  Sur  chacune  de  ces  douze  surfaces,  les  trois  réseaux  I, 
II,  III  déjà  signalés  sont,  l'un  formé  des  lignes  asymptotiques,  l'autre  conjugué 
à  invariants  ponctuels  égaux,  le  dernier  enfin  conjugué  à  invariants  tangeuliels 
égaux.  —  Quand  deux  surfaces  se  correspondent  avec  orthogonalité  des  élé- 
ments linéaires,  le  système  conjugué  commun  a  ses  invariants  tangentiels 
égaux.  — Lorsque,  sur  une  surface,  un  réseau  conjugué  a  ses  invariants  ponctuels 
(ou  tangentiels)  égaux,  le  réseau  conjugué  qui  lui  est  harmonique  a  ses  inva- 
riants tangentiels  (ou  ponctuels)  égaux. 


883.  JNous  revenons  au  problème  de  la  déformation  infînimenl 
petite  pour  développer  les  nombreuses  propriétés  géométriques 
que  Ton  peut  rattacher  à  la  solution  développée  dans  le  Chapitre 
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précédent.  La  surface  (S)  étant  définie  par  les  formules 

où  9),  92,  83  sont  des  solutions  d'une  même  équation  aux  dérivées 
partielles 

à2® 
<*>  JÔp=*8' 

et  sont  proportionnelles  aux  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la 
surface  (S),  nous  avons  vu  que  les  fonctions  les  plus  générales^, 
yx,  z{  vérifiant  la  relation 

(  3  )  dx  dxt  -+■  dy  dyx  -+-  dz  dzx  =  o 

sont  déterminées  par  les  formules  suivantes 

où  (jl)  désigne  la  solution  la  plus  générale  de  l'équation  (2).  Au 
n°  856 nous  avons  déjà  établi  l'existence  d'un  système  de  relations 
de  la  forme 

i   dx  =  c  dyy  —  b  dz{ , 

(5)  <  dy=adzi  —  cdxx^ 
[  dz  =  b  dx\  —  a  dyx , 

entre  les  différentielles  dx,  dy,  dz;  dxK,  dyK,  dzK.  On  détermi- 
nera sans  peine  les  valeurs  de  a,  b,  c,  qui  sont 

.,.  8,  0,  93. 

(6)  «= — ?  6  =  — 5  c=  — ; 

a»  to  a> 

D.  —  IV.  4 


£)*- 

•(•* 

-$)* 

£)*- 

->* 
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de  sorte  que  les  formules (4)  soni  équivalentes  aui  suivantes 

;   dx\  nda  dv\  àb  dz\  mdc 

Oj2  —  =0,  ■        —  10*—   -     ...  •  o, 

|     i)y.  ô-l  0-x  doc  da  09. 

(7) 

i  dxi  da  Ov\  '■  dZi 

(Tp—  "8^=o, 

donl  nous  ferons  plus  d'une  fois  usage  dans  la  suite. 

Si  nous  éliminons  a  entre  les  deus  premières  de  ces  équations, 

nous  aurons 

'  l     drx  \         d   /  l 

û>*  "da   '       "y.     ".-    dp    ' 


d_ 

dj 


ou.  en  développant, 

(    '  àad$  ~  <■>  <>;,    dâ        û  du  ~df  =  °' 

[1  est  clair  que  yt  et  zt  vérifient  la  même  équation.  Donc,  -ur  la 
sur  lace  (S,  ),  a  ci  (3  sonl  les  paramètres  d'un  système  conjugué  et 
l'équation  ponctuelle  relative  à  ce  système  conjugué  a  ses  inva- 
riants égaux.  Ainsi  : 

Quand  deux  surfaces  (S)  et  (S{)  se  correspondent  avec  ortho- 
gonalitê  des  éléments  linéaires,  au  réseau  des  asymptotiques 
de  /'une  quelconque  d<>  ces  sur/aces  correspond  sur  l'autre 
surface  un  système  conjugué,  et  C  équation  ponctuelle  relative 

à  ce  système  conjugué  a  ses  invariants  égaux. 

88i.  Réciproquement,  supposons  que  l'on  connais-.',  sur  une 
surface  (S(),  un  système  conjugué  dont  l'équation  ponctuelle  ait 
ses  invariants  égaux.  Cette  équation  pourra  toujours  être  mise 
sous  la  forme  (8).  Les  formules  (7)  nous  fourniront  ensuite  des 
fonctions  a,  6,  c  par  des  quadratures  [elles  que  la  suivante 

Puis,  les  relations  (6)  nous  feront  connaître  des  fonctions  0, ,  82,  93. 
Ces  trois  (onctions  satisferont,  on  s'en  assure  aisément,  à  léqua- 
lion 

1     à-%      _   1    d-w 
{l0'  ë  ôTdâ  _  w  dâdE' 
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et,  par  suite,  en  les  substituant  dans  les  formules  (i),  on  obtiendra 
une  surface  (S)  qui  correspondra  à  (S,)  avec  orthogonalité  des  élé- 
ments. On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  l'on  connaît,  sur  une  surface  (St),  un  système  conjugué 
dont  r équation  ponctuelle  ait  ses  invariants  égaux,  on  pourra 
déterminer,  par  de  simples  quadratures,  une  surface  (S)  cor- 
respondant «(S|)  avec  orthogonalité  des  éléments  linéaires  et 
les  lignes  asympto  tiques  de  (S)  correspondront  aux  deux  fa- 
milles du  réseau  conjugué  tracé  sur  (St). 

Il  faut  même  remarquer  que,  comme  les  fonctions  «,  b,  c  sont 
déterminées  par  des  quadratures,  la  solution  contiendra  trois 
constantes  arbitraires,  et  l'on  pourra  ajouter  aux  (onctions  Qf,  82, 
03  la  fonction  co  multipliée  par  des  constantes  quelconques.  Cela 
revient,  on  s'en  assure  aisément,  à  composer  les  formules  qui  dé- 
terminent (S)  avec  celles  qui  donnent  un  plan  et  qui  correspondent, 
non  plus  à  une  déformation  infiniment  pelite  de  (S,),  mais  à  un 
déplacement  infiniment  petit  de  cette  surface  (n°  806).  On  peut 
donc  dire  que  : 

A  chaque  réseau  conjugué  à  invariants  égaux  tracé  sur  une 
surface  correspond  une  déformation  infiniment  petite  parfaite- 
ment déterminée  de  cette  surface. 

885.  Revenons  aux  formules  (5).  En  faisant  passer  tous  les 
termes  dans  le  premier  membre  et  remplaçant  les  différentielles 
par  les  fonctions,  on  est  amené  à  considérer  la  surface  (S)  lieu  du 
point  (X,  Y,  Z)  défini  par  les  relations 

!X  =  x  —  cyx  -+-  bzi, 
Y  =  y  —  azi  -+-  co?i, 
Z  =  z  —  bxi  -+-  ay-i . 

Si  l'on  différentie  ces  valeurs  de  X,  Y,  Z  en  tenant  compte  des 
relations  (5),  on  trouvera 

/  e?X  =  Z\  db  —  yi  de, 

(12)  \  dY  =  Xy  de  —  z{  da, 

dZ  =  Yi  da  —  Xi  db, 
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de  sorle  que  l'on  a  identiquement 

(l3)  dX  da  -+■  d\  dû  -+-  d Z  de  —  o. 

Celte  équation,  toute  pareille  à  l'équation  (3),  imih  donne  une 
sol  h  lion  aouvelle  du  problème  delà  déformation  infiniment  petite. 
La  surfine  i  S  |  lieu  du  point  (X,  Y,  Tf)et  la  surface  \  i  lieu  du 
point  i  a ,  />,  c)  se  correspondent,  elles  aussi,  a^ee  orthogonalité 
des  éléments  lunaires.  Nous  allons  étudier  les  propriétés  géomé- 
triques qui  rattachent  cette  aouvelle  solution  a  l'ancienne.  Cher- 
chons d'abord  à  définir  la  surface    1  , 

88().  Etant  donnée  la  surface  (S),  menons  par  l'un  de  s e->  points 
{x,y:  s)  la  directrice  de  la  déformation,  c'est-à-dire  la  droite 
dont  les  paramètres  directeurs  sont  ./•,,  r,.  z,  (n°  852).  La  per- 
pendiculaire à  cette  directrice  située  dans  le  plan  tangent  sera  évi- 
demment définie  par  les  équal nuis 

('"l)  f     a(X  —  x)    -    b   \      y)        ■    Z    -z 

où  X,  Y,  Z  désignent  pour  un  instant  les  coordonnées  courant!  s. 
Ces  équations,  évidemment  vérifiées  quand  on  \  remplace  V  ï  .  /. 
par  leurs  valeurs  déduites  des  équations  (i  i),  nous  montrent  donc 
que  celte  perpendiculaire  va  passer  parle  point  de  ï  défini  par 
ces  équations  (i  i).  Nous  allons  montrer  de  plus  qu'elle  est,  en  ce 
point,  tangente  à  (S). 

En  ellet,  les  formules  (12  >  nous  donnent  l'identité 

(i5)  Xi  dX  -\-y\  dX  —  z-i  dZ  =  o, 

d'où  il  résulte  que  la  normale  à  (S)  a  pour  paramètres  directeurs 
x{ ,  yt ,  Z\  et,  par  suite,  qu'elle  est  parallèle  à  la  directrice  de  la  dé- 
formation. Elle  est  donc  perpendiculaire  à  la  droite  définie  par 
les   équations  (i4)« 

D'après  cela,  si  M  désigne  le  point  (x,  j-,  z)  de  (S),  P  le  point 
correspondant  (X,  1 ,  Z)  de  (S),  la  droite  MP  est  tangente  en  M 
à  (S)  et  en  P  à  (S).  Le  pian  tangent  à  (S)  en  P  est  perpendi- 
culaire à  la  directrice  de  la,  déformation  en  M;  et,  si  l'on  con- 
sidère la   déformation    infiniment  petite   de  (2)  définie  par 
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les  fonctions  a,  b,  c,  gui  figurent  dans  l'équation  (i3),  le  plan 
tangent  en  M  à  (S)  est  perpendiculaire  ce  la  directrice  de  la 
déformation  de  (S)  en  P.  On  le  voit,  la  relation  entre  (S)  et 
(S)  est  réciproque. 

Les  surfaces  (S)  et  (S)  sont  donc  les  focales  de  la  congruence 
engendrée  par  la  droite  MP.  On  peut  ajouter  encore  une  autre 
propriété  essentielle  : 

Les  lignes  asymptotiques  se  correspondent  sur  (S)  et  sur  (S). 

Ce  point  résulte  immédiatement  des  transformations  suivantes. 
Les  formules  (7)  et  (12),  rapprochées  les  unes  des  autres,  nous 
donnent  des  équations  telles  que  la  suivante 

1   /      àzi  dyx  \  1    /      dzi  dyx  \ 

w2  Y      dfx.  dot  )  w2  \      dp  d[i  / 

Si  donc  on  pose 

Xi  Y\  Z\  , 

(16)  -r=*'i,  ?  =7i-  77=*ï> 


on  trouvera 


C7)  «=(/.§-^)*-(^-^)* 

et  les  formules  analogues  en  Y,  Z.  Ces  relations  sont  toutes  pa- 
reilles aux  formules  (1)  et  s'en  déduisent  en  remplaçant  9,,  92,  93 
par  .2^,  jk'(,  ^  respectivement.  Donc  a  et  [3  sont  les  paramètres  des 
lignes  asymptotiques  de  (S)  comme  ceux  des  lignes  asymptotiques 
de  (S).  On  peut  d'ailleurs  vérifier,  bien  que  ce  ne  soit  pas  néces- 
saire, que  x\iy\,  z\  sont  solutions  particulières  d'une  équation  de 
la  forme  (2),  qui  est  ici 


du  à$  ào>.  àfi      ' 

de  sorte  que  l'on  passe  de  (S)  à  (S)  en  échangeant  9,,  92,  93,  10 

en   x'K>  y\,   z\,   -•    Comme    d'ailleurs,    d'après    le    théorème    de 

M.  Moutard,  on  sait  intégrer  complètement  l'équation  précédente 
lorsqu'on  sait  intégrer  l'équation  (2),  on  voit  que  Von  saura  ré- 
soudre complètement  le  problème  de  la  déformation  infiniment 
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petite  pour  i E  |  dès  qu'on  saura  le  résoudre  pour  (S),  et  ré- 
ciproquement. 

887.  <  )n  peut  encore  indiquer  une  des  propriétés  de  la  corres- 
pondance entre  les  deux  surfaces  (S)  et  (-)  en  disanl  qu'd  tout 
système  conjugué  tracé  sur  l' une  des  surfaces  correspond  un 
système  conjugué  tracé  sur  /</  seconde.  Nous  ;i\<>n^  déjà  re- 
marqué <  n"  000 )  que  lorsqu'une  correspondance  point  pur  point 
est  établie  entre  les  points  M  et  I'  de  deux  surfaces,  le  rapporl 
anharmonique  de  quatre  tangentes  au  point  M  «  I  «  -  la  première  esl 
égal  au  rapporl  anharmonique  des  quatre  tangentes  correspon- 
dantes au  point  I'  de  la  seconde.  D'après  cela,  supposons  qu  ;'■ 
deux  tangentes  conjuguées  de  la  première  correspondes  touj< 
deux  tangentes  conjuguées  de  la  seconde  :  il  sera  nécessaire  que  la 
correspondance  subsiste  lorsque  ces  deux  tangentes  conjuguées  se 
confondront  entre  elles,  c'est-à-dire  se  réunironl  en  une  direction 
asymptotique.  Et,  réciproquement,  -i  les  tangentes  asymptotiques 
se  correspondenl  sur  les  deux  suri  deux   tangentes  con- 

juguées de  l'une,  c'est-à-dire  à  deux  tangentes  divisant  harmoni- 
que m  en)  l'angle  formé  par  les  directions  asymptotiques  de  la  pre- 
mière surface,  correspondront  nécessairement  d<  ux  tangentes  de 
l'autre  surface  tli\  isant  harmoniquement  l'angle  formé  par  les  t. in- 
génies asvmpto tiques  de  cette  surface,  c'est-à-dire  encore  deux 
tangentes  conjuguées. 

Par  suite,  à  tout  réseau  conjugué  sur  la  première  surface  cor- 
respondra un  réseau  conjugué  sur  la  seconde. 

888.  La  congruence  des  droites  MP  définies  par  les  for- 
mules (i4)  jouit  donc  d'une  propriété  sur  laquelle  nous  avons, 
à  deux  reprises  déjà,  appelé  l'attention  !  n"s  183  et  70o  >.  Les  asym- 
ptoliques  se  correspondent  sur  les  deux  nappes  (S),  {-  de  la 
surf  ace  focale .  Réciproquement,  nous  allons  établir  avec  M.  Gui- 
chard  (')  que  toute  congruence  jouissant  de  celte  propriété  s'ob- 
tient par  les  méthodes  que  nous  venons  de  faire  connaître. 


('  )  Guichard  (  C),  Détermination  des  congruences  telles  que  les  lignes  asym- 
ptotiques  se  correspondent  sur  les  deux  nappes  de  la  surface  focale  (  Comptes 
rendus  des  séances  de   l'Académie  des  Sciences,  t.  CV.  p.  126;  juin  ici     - 
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Considérons,  à  cet  effet,  une  telle  congruence  et  prenons  pour 
variables  indépendantes  les  paramètres  des  lignes  asvmptotiques 
sur  les  deux  nappes  de  la  surface  focale,  nappes  que  nous  dési- 
gnerons encore  par  (S)  et  par  (S);  elles  seront  respectivement 
définies  par  des  formules  telles  que  les  suivantes  : 

ru  ^3     a  <w,\  /      u  ^3     „  <?92\  ,_ 

(19)     *=y(e>^-e»*)^-(e»^-°»^)dP' 
? 

(ao)  X=  f^  -  a3^)  A-  (*.^  "  '.^)  *P. 

où  9,,  02,  ^3  sont  solutions  particulières  d'une  équation  de  la  forme 
suivante 

et  où  <7l3  <72,  <r3  satisfont  à  une  autre  équation  de  forme  analogue 

(22)  ^p=A"ia- 

On  aura  d'ailleurs,  en  désignant  par  p  un  facteur  de  proportion- 
nalité, les  relations 

X  —  a?  Y—  y  Z  —  z 

02°'3 ^2^S  93^1 0"3  0^  Oj  <T% Uj  62 

par  lesquelles  on  exprime  que  la  droite  de  la  congruence  est  tan- 
gente aux  deux  nappes  (S),  (S). 

Différentions  par  rapport  à  a  l'équation 

X  — a?  =  p(92<73—  a2G3), 

obtenue  en  égalant  à  p  le  premier  rapport.  Il  viendra,  en  rem- 
plaçant -r->  —parleurs  valeurs  déduites  des  formules  (19)  et  (20), 

!da3            c/cr2            c/63  </62 

CJ2 (T3   — —  —  U2 h  tJ3  — 
oa              da              aa  c'a 

=  ^(e^3-a293)+p^3—  -*2  —  j  +  p^2__03— j- 

Multiplions  par  6,   et  ajoutons  l'équation  ainsi  obtenue  à  celles 


>6  Li  v  it  B    vin.   -  -   1:11  \  cri  ni:    [II. 

que  l'on  obtient  en  effectuant  <!<•>  permutations  circulaires  sur  les 

indices  i,  :>.,  3.  Nous  aurons 

A       pA', 
A  et  A'  désignant,  pour  abréger,  les  deux  déterminants 

Multiplions  maintenant  l'équation  i  2  î  iparo-,  h  opérons  de  même  : 
nous  aurons,  cet  te  fois, 

A'  =  pA. 
Il  faut  donc  que  l'on  ait 

p*  =  i, 

à  iimiii-  que  les  doux  déterminants  A.  A'  ne  soient  nuls.  Mais  alors 
on  aurait 

''l  8j  +Î8T 

t^x  t>a  '>a 

tte  c'c 

(rj-         7,  ■         t.  o; 

0%  aa  ''y. 

en  répétant  un  raisonnemenl  analogue  sur  la  variable  (3,  il  fau- 
drait joindre  à  ces  deux  équations  les  suivantes 

e'5p     "y*     "■;-.     "• 

«.'./•  to-  dz 

o. 

En  vertu  de  ces  quatre  dernières  relations,  les  deux  surfaces  (S) 
et  (S)  auraient  leurs  normales  constamment  parallèles,  ce  qui  est 
absurde. 

On  doit  donc  supposer 

P8  =  i; 

et,  comme  il  est  permis  de  changer  le  signe  de  tous  les  3-  ou  de 
tous  les  0,  on  fera 

p=— 1. 

L'équation  (24)  deviendra  donc 
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Il  résulte  de  là  que,  si  fj.  désigne  une  fonction  auxiliaire,  9/  et  07 
satisfont  à  l'équation 

(25)  dï-*r  =  »t(0'-+"ff,) 

pour  î  =  1,  2,  3. 

En  opérant  de  même  pour  la  variable  (3,  on  verra  que  les  mêmes 
fonctions  satisfont  à  l'équation  analogue 

(26)  _  +  _  =  |.'(el-al). 

Differentiant  l'équation  (a5)  par  rapport  à  ,3  et  tenant  compte 
des  relations  (21),  (22),  (26),  nous  trouvons 

k 8j  —  A-t  ai  =  |j.(j.' ( 6/  —  <rt-)  -+-  (x(0j -+-  <j*)  -£ , 


U  -  fljx'—  ^  j  6;=    ^  -  fl|x' 


et,  par  suite, 

(27)  k  —  W  —  -^=0,  *,_,![!+   _=o. 

La    différentiation    de    l'équation  (26)  par   rapport  à  a  nous 
conduirait  de  même  aux  relations 

,   „,  ,  ,       à\i!  ,       d\i! 

(  28  )  K  —  \X\X —  =  O,  /fi  —  [XU.  H f-  =  o. 

doc  dz 

La  comparaison  des  équations  ainsi  obtenues,  (27)  et  (28),  nous 

donne 

dp.       dp 
d$  =   dâ* 

ee  qui  permet  de  poser,  w  étant  une  fonction  auxiliaire, 


1    du)  1    dco 

Il  vient  ensuite 


**  ~~  w  da  '  **  ~~  b>  dp 


(29)  A:  =  -  j-j,  *!  =  co 


■a 


dad[T  *  dadp 

Le  reste  du  calcul  s'achève  sans  difficulté  et  nous  fournit  la 
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solution  à  laquelle  nous  avait  conduit  le  problème  de  La  défor- 
mation infiniment  petite. 

889.  Eu  étudiant  un  cas  particulier  des  congruences  pn'< •■'•- 
dénies,  nous  avons  rencontré  (n°  763)  une  relation  entre  les 
courbures  des  deux  nappes  de  la  surface  focale  que  nous  allons 
maintenant  généraliser. 

Si  nous  désignons  par  c,  c',  c"  les  cosinus  directeurs  de  la  nor- 
male à  (S),  par  l!  et  li  les  rayons  de  courbure  principaux  de  cette 
surface,  nous  avons  vu  (n°*  870  et  <S7Mj  que  l'on  a 

(3o)        8,    :c\      i;i;.       6,     c'\      i;i;'.       e,=  c'^^ÏÏR7. 

Si  c, ,  c"{,  c'[,  II,.  I»',  désignent  les  mêmes  grandeurs  pour  la  sur- 
face (S),  nous  aurons  de  même 

(3i)     a,  =  c,  v/-  Ri  R'p         <T,=  c'lV,-RiK't.         »a=*ït        R    l; 

Les  formules  (23)  nous  donnent,  p  devant  \  être  remplacé  par  1 . 
des  relations  telles  que  la  suivante 

X  -  a;  =  y/—  RF?  y/— R,  H  ,  |  c'c\  —  cj 
d'où  l'on  déduit  pour  le  segment  local  MP  l'expression 

MP2=  C(X  — a?)*=  v'—  RR  \  -R,R'1sin2V, 

V  désignant  l'angle  des  plans  focaux.  Elevant  au  carré,  nous  obte- 
nons la  relation 

(3a)  MP*^--  RR'R,R',  sin-Y 

comprenant  comme  cas  particulier  celle  que  nous  avons  obtenue 
au  n°763  ('). 


(')  Dans  des  Notes  présentées  en  189Î  à  l'Académie  des  Sciences,  M.  A. 
Demoulin  et  M.  E.  Cosserat  se  sont  occupés  récemment  de  cette  relation,  si- 
gnalée en  premier  lieu  par  Ribaucour  dans  son  Étude  des  Elassoïdes,  démontrée 
ensuite  par  M.  Bianchi  dans  le  Mémoire  inséré  au  t.  XVIII,  2e  série,  des  Annali 
di  Materna tica  pura  ed  applicata  et  intitulé  :  Sopra  alcune  nuove  classi  di 
superficie  e  di  sistemi  tripli ortogonali.  M.  Demoulin  Ta  démontrée  de  nouveau 
par  une  méthode   élégante   et  M.   Cosserat   a  établi  qu'elle  constitue   une  pro- 
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x\près  avoir  étudié  la  surface  (S)  passons  à  la  surface  (A.), 
lieu  du  point  (a,  b,  c),  qui  correspond  à  (S)  avec  orthogonalité 
des  éléments  linéaires.  Il  résulte  immédiatement  des  formules  (6) 
que  le  rayon  vecteur  de  (A)  est  parallèle  à  la  normale  de  (S), 
et  des  formules  (7)  qu'e//e  correspond  à  (S^  avec  parallélisme 
des  plans  tangents. 

Ces  formules  (7)  expriment,  en  effet,  que,  sur  les  deux  sur- 
faces (A)  et  (S,),  les  tangentes  aux  courbes  de  paramètre  (3  et  aux 
courbes  de  paramètre  a  sont  constamment  parallèles.  De  là  ré- 
sulte la  propriété  annoncée  et  l'on  voit  de  plus  que  les  deux  fa- 
milles de  courbes  de  paramètres  a  et  (3  sont  conjuguées  à  la 
fois  sur  les  deux  suif  aces.  Nous  retrouvons  la  correspondance 
par  plans  tangents  parallèles  si  souvent  employée  dans  les  Livres 
précédents  [II,  p.  234  et  suiv.].  Ce  qu'il  importe  de  mettre  en 
lumière,  ce  sont  les  caractères  distinctils  du  cas  spécial  que  nous 
rencontrons  ici. 

Nous  pouvons  faire  d'abord  la  remarque  suivante  :  les  lignes  de 
paramètres  a  et  (3,  qui  correspondent  sur  (AJaux  lignes  asympto- 
liques  de  (S),  correspondent  par  cela  même  aux  lignes  asympto- 
tiques  de  (S)  et  doivent  former  par  suite,  sur  (A),  un  réseau  con- 
jugué dont  l'équation  ponctuelle  ait  ses  invariants  égaux  (n°  883). 
Ainsi,  sur  (A)  et  sur  (S,  ),  les  deux  systèmes  conjugués  formés 
des  courbes  de  paramètres  a^P,  courbes  dont  les  tangentes 
correspondantes  sont  parallèles ,  ont  leurs  invariants  ponctuels 
égaux.  Au  reste  cette  proposition  se  vérifie  immédiatement  à 
l'aide  des  formules  (7);  car  si  l'on  élimine  successivement  a  etx< 
entre  les  deux  équations 

dxv  àa  dxt  , da 

(33)  n=-,ù^'      ^WV 


priété  caractéristique  des  congruences  dont  nous  nous  occupons  ici.  M.  E. 
Waelsch  l'a  rattachée,  avec  d'autres  propriétés,  à  la  théorie  que  nous  lui  devons 
des  invariants  projectifs  pour  les  congruences  rectilignes. 

Voir  A.  Demoulin,  Sur  une  propriété  métrique  commune  à  trois  classes 
particulières  de  congruences  rectilignes  (Comptes  rendus  de  l'Académie  des 
Sciences,  t.  CXVIII,  p.  2_/j2). 

E.  Cosserat,  Sur  des  congruences  rectilignes  et  sur  le  problème  de  Ribau- 
cour  (même  tome,  p.  335). 

E.  Waelsch,  Sur  le  premier  invariant  différentiel  projectif  des  congruences 
rectilignes  (même  tome,  p.  ?36). 
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on  obtient,  dans  I  un  el  l'autre  cas,  une  équation  linéaire  <lu  se- 
cond ordre  à  invariants  égaux . 

Examinons  maintenant  les  propositions  géométriques  qui  se 
rattachent  à  cette  notion  purement  analytique  de  l'égalité  des 
invariants.  Et,  pour  cela,  considérons  d'abord  les  systi  mes  tels 
que  le  suivant 

qui  convient  à  la  correspondance  la  |>his  générale  par  plans  tan- 
gents  parallèles  entre  deux  surfaces  :  (S<),  lieu  du  point  (a^,^,  st) 
et  (A),  lieu  du  point  (a,6,c).  Le  système  (33)  s'en  déduira  en 

supposant 

/  —  IX. 

Parmi  les  éléments  géométriques  qu'il  convient  d'associer  aux 
surfaces  (A)  et  (Si  i,  nous  signalerons  en  premier  lieu  le  suivant. 

Par  les  différents  points  de  l'une  des  surfaces,  de  (St)  par 
exemple,  menons  «les  parallèles  aux  rayons  vecteurs  correspon- 
dants de  (  \  ).  Ces  droites  engendrent  une  congruence  G  .  Nous 
savons  déjà  (n°  126)  que  les  développables  de  cette  congruence 
correspondent  aux  courbes  du  système  conjugué  commun.  \u 
reste, on  le  vérifie  immédiatement  rom me  il  suit.  Les  deux  points  F, 
K,,  définis  par  les  formules 

[  X  =  a?i — y  a.  lXl  —  x1 — lia, 

(35)  Y=ri_X6,  (36)  Y1=>ri—  fié, 

(   Z  —  zt  —  Xc,  1    Zi=  Zi  —  fie, 

sont  évidemment  situés  sur  la  droite  de  la  congruence;  et  ils  dé- 
crivent, le  premier  lorsque  y.  varie  seul,  le  second  lorsque  ri 
varie  seul,  des  courbes  tangentes  à  cette  droite.  Ces  deux  points 
F,  F(  sont,  donc  les  points  focaux  situés  sur  la  droite  de  la  con- 
gruence; et  les  développables  de  cette  congruence  correspondent 
aux  courbes  de  paramètres  a  et  [3.  De  plus,  si  M|  désigne  le  pied 
(sCi,yi7  £,)de  la  droite  sur  (S,),  on  a,  d'après  les  formules  précé- 
dentes, 

(37)  MTFi  =  ÏI' 
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Par  suite  si,  comme  il  arrive  dans  les  formules  (33),  on  a 
~k  =  —  [A,  le  point  Mi  sera  le  milieu  du  segment  FFfl  et  la  sur- 
face (S,)  sera  ce  que  nous  avons  appelé  (n°  260)  la  surface 
moyenne  de  la  congruence  (G). 

On  pourrait  substituer  à  la  congruence  (G)  la  congruence  (G') 
formée  par  les  droites  qui  joignent  les  points  correspondants 
de  (A)  et  de  (S<).  Le  lecteur  démontrera  aisément  que  les  points 
focaux  de  chaque  droite  de  cette  congruence  divisent  harmoni- 
quement  le  segment  formé  par  ces  points  correspondants.  Cette 
proposition  comprend  même  la  précédente  comme  cas  particulier  : 
il  suffît  de  supposer  que  la  surface  (A)  grandisse  indéfiniment  en 
demeurant  homothétique  à  elle-même. 

891.  Revenons  à  la  congruence  (G).  Si  l'on  remarque  que  le 
rayon  vecteur  de  (A)  est  parallèle  à  la  normale  au  point  corres- 
pondant de  (S),  on  voit  que  la  congruence  est  susceptible  d'une 
nouvelle  définition  :  elle  est  engendrée  par  une  parallèle  à  la  nor- 
male en  un  point  quelconque  de  (S),  cette  parallèle  étant  menée 
par  le  point  correspondant  de  (S)).  Les  résultats  précédents 
peuvent  donc  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Si  deux  surfaces  (S)  et  (Sfl  )  se  correspondent  avec  orthogo- 
nalité  des  éléments  linéaires,  la  droite  menée  par  un  point  de 
l'une  (Si  ),  parallèlement  à  la  normale  au  point  correspondant 
de  V autre  (S),  engendre  une  congruence  dont  les  développables 
correspondent  aux  lignes  asympto tiques  de  (S)  et  dont  la  sur- 
face moyenne  est  la  surface  (St  ). 

En  d'autres  termes,  la  représentation  sphérique  des  déve- 
loppables de  la  congruence  est  identique  à  celle  des  lignes 
asymptotiques  de  la  surface  (S)  ;  et,  par  suite,  les  plans  focaux 
relatifs  à  chaque  droite  de  la  congruence  sont  perpendiculaires 
aux  tangentes  asymptotiques  de  la  su/face  (S),  construites 
pour  le  point  de  (S)  qui  correspond  à  cette  droite  de  la  con- 
gruence. 

C'est  la  proposition  de  Ribaucour,  déjà  démontrée  par  la  Géo- 
métrie au  n°  861. 

892.  On  voit  que  les  développables  de  la  congruence  (G)  inter- 
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cepteni  sur  la  surface  moyi  nue  (S,)  le  réseau  formé  des  courbes 
de  paramètres  a  el  [ii,  c'est-à-dire  mm  réseau  conjugué.  Prop 
nous,  avec  M.  <  losserat  ('  ),  de  définir  toutes  les  congruences  rec- 
lili-iics  jouissant  de  celle  | >r <> j »ti «'-i <'-.  (Cherchons  même  d'une  ma- 
nière pins  générale,  avec  M.  K.œnigs,  (unies  les  < gruences  dont 

les  développables  interceplcnl  sur  deux  surface  -  S  el  I  des 
réseaux  conjugués  el  qui  -nui  telles  en  outre  que  les  points  focaux 
de  chaque  droite  divisent  barmoniquemenl  le  segment  «le  cette 
droite  compris  entre  les  deux  surfaces  (S)  el  I  .  II  suffira  en- 
suite de  supposer  que  l.i  surface  I  se  réduit  an  plan  de  l'infini 
pour  obtenir  les  congruences  plus   particulières  que   mou-*  avons 

en \ ne. 

Or,  nous  avons  déjà  considéré  les  congruences  dont  le-  dévelop- 
pables inlerceptenl  mm-  deux  sui  faces  i  S  .1  |  T  ,  un  r  iseau  conjugué 
ei  nous  avons  vu  in  i'i-  l  que,  si  l'on  désigne  par  y.  el  (3  le-  para- 
mètres des  développables,  les  coordonnées  hon 
et  (/,  />,  c,  h  de>  points  \|  et  I'  où  la  droite  de  la  congruence 
coupe  (S)  el  (T)  peuvent  •'■ire  choisies  de  manière  à  satisfaire 
à  des  équations  de  la  forme 

dx       -  da  _ 
dy       ,  db 

V1  -r-  A  —   =0, 
,    dx  O'JL 

(38)  (39) 

ôz        .  de 

d*-^1TX=°> 

dt        .  dh 

Il  est  clair  ici  que  les  poinis  focaux  de  la  droite  MP  sont  défi- 
nis par  des  équations  telles  que  les  suivantes 

,r-f-Aa  =  X,        x  -t-  [La  =  X\, 


dx 

o, 

Ip 

=  0, 

dz           de 

=  0, 

dt          dh 

=  0. 

et  correspondent,  le  premier  aux  développables  de  paramètre  (3, 
le  second  à  celles  de  paramètre   a.  Par  conséquent,  le    rapport 


(')  Cosserat  (E.),  Sur  les  congruences  de  droites  et  sur  la  théorie  des  sur- 
faces {Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  p.  N.i;  iSy3). 
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anharmonique  des  deux  points  focaux  et  des  points  M  et  P  sera 
égal  au  quotient  de  \  par  |x.  Donc,  pour  que  ce  rapport  soit  égal  à 
—  i,  il  faudrait  que  l'on  ait 


Dès  lors,  les  équations  ponctuelles  relatives  aux  systèmes  con- 
jugués tracés  sur  (S)  et  sur  (T)  seront  à  invariants  égaux, 
puisqu'on  obtiendrait  ces  équations  en  éliminant,  soit  x,  soit  a 
entre  les  deux  suivantes 

dx       ,  da  dx        .  da 

(4o)  -d*+1ô*=°>       5p  -  x  dp  =  °" 

La  question  que  nous  nous  proposions  est  ainsi  complètement 
résolue. 

Pour  revenir  au  cas  particulier  où  (T)  se  réduit  au  plan  de  l'in- 
fini, il  faut  faire 

h  =  o; 

alors  les  deux  dernières  formules  (38)  et  (3g)  donnent 

t  =  const. 

On  peut  prendre  t  =  i;  alors  les  équations  (38)  et  (3()),  où  x,  y,  z 
deviennent  les  coordonnées  ordinaires,  et  où  l'on  a  p.  =  —  A,  repro- 
duisent le  système  (7).  On  obtient  donc  la  proposition  suivante 
due  à  M.  Cosserat  (')  : 

Les  congruences  dont  les  développables  découpent  sur  la  sur- 
face moyenne  (S()  un  réseau  conjugué  ont  même  représentation 
sphéiique  de  leurs  développables  que  les  lignes  a  sy  m  p  touques 
d'une  autre  surface  (S)  qui  correspond  à  la  surface  moyenne 
avec  orthogonalité  des  éléments  linéaires. 

893.  On  peut,  sans  avoir  recours  à  une  congruence  auxiliaire, 
indiquer  d'autres  propriétés  caractéristiques  du  système  (33). 
Désignons  par  M{   et  par  A  deux  points   correspondants   sur   les 


(')  Pour  la  généralisation  que  nous  en  avons  donnée,  on  pourra  consulter  une 
Note  de  M.  Koenigs  :  Sur  les  systèmes  conjugués  à  invariants  égaux  {Comptes 
rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  CXilI,  p.  1022;  1891). 
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surfaces  (S,)  et  (A).  Soient  {fig.  ^)  M,  *,  M«  u  les  tangentes  au« 
courbes  de  paramètres  a  et  p  sur  (S,  );  A<\  A  u*  les  tangent. 
courbes  correspondantes  de  (A),  tangentes  nécessairemenl  p  i  .1 
lèles  aux  premières.  A  une  direction  arbitraire  M,  A  de  la  première 
surface  correspondra  non  plus  la  direction  parallèle   U'  de  la  se- 


1  ig.  - 


conde,  mais  la  conjuguée  har ique  \A   de  cette  direction  par 

rapport  aux  deux  tangentes  V  /'.  \  <>  :  de  sorte  que,  à  deux  direc- 
tions M,/i,  M,/.,  divisanl  barmoniquemenl  l'angle  des  tangentes 
M,/.  M,  «,  correspondent,  mais  en  sens  inverse,  deux  directions 
parallèles  de  la  seconde  surface. 

Analytiquement,  cette  propriété  correspond  à  la  transforma- 
tion suivante  que  Ton  peut  faire  subir  au  système  I  ;  >.  Ecrivons-le 
comme  il  suit 


d.r\ 


()r,  /     àa  da 


„6 


da 


da  , 


mT**-nm 


En  prenant  comme  nouvelles  variables  les  paramètres  des  deux 
familles  de  courbes  définies  par  la  double  équation  différentiel!.- 


n  dot.  =  ±  m  dp. 


on  lui  donnera  la  forme 


(40 


dp 


=  P 


da 

dpi 


dpi 


KàP 
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dont  l'interprétation  géométrique  fournit  la  proposition  déjà  ob- 
tenue. 

894%  Cette  proposition  comprend  comme  cas  particulier  la  sui- 
vante : 

Les  lignes  asymptotiques  de  V une  quelconque  des  surfaces 
(A)  et  (Si)  correspondent  à  un  système  conjugué  tracé  sur 
Vautre  surface, 

que  l'on  peut  vérifier  comme  il  suit.  Ecrivons  l'équation  différen- 
tielle des  lignes  asymptotiques.  Si  l'on  pose,  pour  abréger, 


(4'2)  L  = 


da     da     d2a  ] 
dâ     dp     dâ*  \* 


àa     àa     à'2  a 
~dôi     d$      ë/jP 


et,  si  l'on  tient  compte  du  système  (7),  on  trouvera  que  les  lignes 
asymptotiques  de  (A)  sont  définies  par  l'équation  différentielle 

(43)  L^+M45=o, 

et  celles  de  (S4)  par  la  suivante 

(44)  L(tf-M^  =  o, 

et  de  ce  résultat  analytique  découle  la  proposition  annoncée.  En 
effet,  sur  une  surface  quelconque  où  les  coordonnées  d'un  point 
seraient  des  fonctions  de  a  et  de  (3,  les  équations  (43)  et  (44)  dé- 
finissent deux  réseaux  de  courbes  telles  que  les  tangentes  aux 
courbes  du  premier  divisent  harmoniquement  l'angle  des  tangentes 
aux  courbes  du  second.  Nous  rencontrerons  souvent  cette  relation 
dans  la  suite  de  ce  Chapitre  et  nous  dirons  quWors  les  réseaux 
se  divisent  harmoniquement.  Par  exemple,  un  réseau  conjugué 
divise  harmoniquement  le  réseau  des  asymptotiques  et  vice  versa. 
Si  les  équations  précédentes  sont  privées  du  terme  en  cladfl,  c'est 
que  les  asymptotiques  divisent  harmoniquement  le  réseau  con- 
jugué formé  des  courbes  de  paramètres  a  et  [3. 

D'après  cela,  considérons  les  trois  réseaux  définis  par  les  équa- 
tions 

(I)  dad$  =  o, 

(II)  Ldal—  Md^=  o, 

(III)  L&2+M^2=  o. 

D.  —  IV.  5 
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Sur  chaque  surface  ces  trois  réseaux  se  divisenl  barmonique- 
menl.  Sur  la  surface  (S)  le  premier  esl  formé  des  lignes  asympto 
tiques,  les  deux  autres  soûl  conjugués.  Sur  la  surface  S,  le  sys- 
tème Il  donne  les  lignes  asymptotiques;  I  el  III  définissent  des 
réseaux  conjugués.  Enfin,  sur  la  surface  (A)  les  systèmes  I  el  El 
sont  conjugués,  le  système  III  est  composé  des  lignes  asympto- 
tiques. 

895.   Pour  obtenir  des   résultats  plus  complets   encore, 
sommes  conduil  à  adjoindre  aux  quatre  surfaces    S),    S,),    S), 
,  \M|,„x  nouvelles  surfaces  (2,)  el  l  ^ )  qu'on  définira  de  la  ma- 

nière  suivante. 

La  relation  entre  (S)  et  (S,  i  étanl  parfaitement  réciproque,  on 
peul  faire  correspondre  au  système  (5)  le  suivanl 

!,/.,-,  cxdy  l>\  dz, 
dyx=axdz  '!'/'■ 
d*i  =  l>\  '/•'-    "i  '/l  ■ 

que  l'on  en  déduira  parl'échange  de  a;,, 7,,  z{  en  ./-..»  ,  z.  D  aj 
cela,  si  Fou  introduit,  comme  au  n°  880,  les  aouvelles  variables 
définies  par  les  formules 

,    X,  =  xt  —  Crf-h  61  «i 

,  |6)  Yi  =  yl—aiz+ctx, 

(  Z,  —  z\—  bix-i  "î.i'- 

\,,  Y,,  Z,,  seront  les  coordonnées  d'un  point  P,  décrivant  une 
surface  (S,)  dont  la  relation  à  (S,)  sera  la  même  que  celle  de  S 
à  (S).  C'est-à-dire  que  (S,)  et  (S,)  seront  les  deux  surfaces  fo- 
cales de  la  congruence  engendrée  par  la  droite  qui  joint  leurs 
points  correspondants;  à  tout  système  conjugué  tracé  sur  (S,) 
correspondra  un  système  conjugué  sur  (S,);  et,  de  plus,  les  équa- 
tions (46)  nous  donneront  par  la  dififéren dation  les  suivantes 

i  rfX,^  zdbi  —ydcu 
/,.j\  l  dYi  =  x  dei  —  z  dalt 


dL  1  =  y  da\ — x  dbi, 
d:où  Ton  déduit 


(48) 


dXt  dat  -+-  dYi  dbi  ■+-  dZx  dc{  =  o. 
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Ainsi  la  surface  (S,  )  correspond  à  la  surface  (A,  )  avec  ortho- 
gonalité  des  éléments  linéaires.  Remarquons  que,  si  l'on  échange 
(S)  et  (S|),  il  faut,  pour  conserver  les  relations  géométriques, 
échanger  (S)  et  (S,  ),  (A)  et  ( A,  ). 

896.  Mais  les  surfaces  (A)  et  (A<)  sont  liées  par  une  relation 
géométrique  des  plus  remarquables.  Elles  sont  polaires  réci- 
proques Vune  de  l'autre  par  rapport  à  la  sphère  de  rayon 
J —  1  ayant  pour  centre  l'origine  des  coordonnées. 

Si  l'on  porte,  en  effet,  les  valeurs  de  dxi:  dy{,  dzK  tirées  des 
formules  (45)  dans  les  équations  (5)  en  tenant  compte  de  la  re- 
lation évidente 

a  dx  -f-  b  dy  -+-  c  dz  =  o , 
il  vient 

(4g)  aa%-h  bbi-h  cci-+- 1  =  o. 

D'autre  part,  si,  dans  la  relation 

ax  dx\  -+-  bi  dyx  -+-  cx  dzx  =  o, 

on  remplace  les  dérivées  de  x^  yx,  zx  par  leurs  valeurs  déduites 
du  système  (7),  il  vient 

,    db  de 


ai 

da 

da. 

-+-  61 

de 
C'da 

=  < 

, 

a\ 

da 

dj 

d 

où 

1 

on 

dé 

duit 

(5o) 

<z 

!  <fa  - 

-b, 

db 

+  c 

de 

Cette  relation  différentielle,  rapprochée  de  l'équation  ( 4q ), 
achève  de  démontrer  la  proposition  que  nous  avons  énoncée.  Re- 
marquons d'ailleurs  que,  les  deux  surfaces  (A)  et  (A,)  étant  po- 
laires réciproques  l'une  de  l'autre,  il  y  a  correspondance  entre 
leurs  lignes  asymptotiques  et  leurs  réseaux  conjugués. 

La  relation  entre  les  surfaces  (A)  et  (A,)  se  déduit  encore  très 
simplement  des  remarques  suivantes. 

En  vertu  de  la  relation  d'orthogonalité 

dx  dx\  -+-  dy  dyx  -t-  dz  dzx  =  o, 
il  existe  une  droite  (D)  dont  les  coordonnées  (n°  139)  sont 
dxi,     dyx,     dzi,     — dx,     — dy,     —  dz, 
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et  les   formules       !)    expriment  que  cette   droite  passe   par    le 
point  (a,  b}  c).  Cette  droite,  ayant  ses  cosinus  directeurs  propoi 
tionnels  à  dx\,  <l\{.  dzt,  est  nécessairement  tangente  ;'*   la  sur 
face  (A)  décrite  par  le  poinl  i  a,  b,  c  ■ 

Pour  le  même  motif,  la  droite  <  1),  |  dont  les  coordonnées  Boni 

'/./■.     t/\,    </z,     — 'l'\,         dy\%     —  dzt, 

est  tangente  à  la  surface     \,  l  lieu  du  point  (ai,  bt,  c{  .  Et,  commi 

les  deux  droites  (D),  (D,  i  sonl  polaires  réci] [ues  par  rapporl  à 

la  sphère  de  rayon  i  admettant    pour  centre  l'origine  des  coor- 
données, il  doit  en  être  de  même  des  surfaces  (A)  et  (V 

<S1)7.  Mous  avons  déjà  six  surfaces  >  .  ^,  .  1  .  1  .  \  .  \,  . 
Mais  nous  pouvons  continuer  I  application  <!«•  notre  méthode  de 
déduction  et  nous  allons  obtenir  six  nouvelles  suri 

La  relati lifférentielle  (i3)  peul  être  remplacée  par  le  sys 

lème  (12);  mai>  elle  peul  l'être  aussi  par  le  suivant 

.  da     z ,cn      \   ,/y. 

(5i)  ]  db       \   ■,/.      /.   ,1\. 

I   de      YtdX-  \,d\  . 

où  K3,  ^  3,  Z3  désignent  des  fonctions  auxiliaires,  el  qui  est  nou- 
veau.  Opérant  comme  au  u°885,  on  introduira  les  fonctions 

<  «3  =  a  —  Z3  Y  -h  y3Z, 

(5a)  \bs=b     x.y     x.\. 

Ci-    c  ■     V  \     -X3Y, 

(|iii  conduisent  à  la  nouvelle  relation 

^53)  t/a3  <r/\3  —  dbz  d\ .,-    dc3  d'Lz  —  0. 

tout  à  fait  semblable  à  celles,  (i3)  et  (4§),  qi'i  ont  été  déjà  déduites 
de  la  relation  fondamentale  (3).  Mais  ici  il  se  présente  une  cir- 
constance nouvelle  :  on  peut  obtenir  algébriquement  les  valeurs 
de  X3,  Y 3,  Z:î  et,  par  suite,  celles  de  c/3,  63,  c3. 
On  déduit,  en  effet,  du  système  (5i),  la  relation 

(  54  )  X3  da  -+-  Y3  db  —  Z3  de  =  o, 

et,  si  on  la  compare  à  l'équation  (5o),  on  voitque  X3,  \  3,  Z3  sonl 
proportionnels  à  a{,  &,,  c,. 
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D'autre  part,  de  même  que  la  comparaison  des  systèmes  (5) 
■et  (45)  nous  avait  montré  que  (A),  (A<)  sont  polaires  réciproques, 
de  même  la  comparaison  des  systèmes  tout  semblables  (12)  et  (5i) 
nous  montre  que  la  surface  (S3)  lieu  du  point  (X3,  Y3,  Z3)  et  la 
surface  (Sj)  sont  aussi  polaires  réciproques.  Ou  a  donc 

(55)  X3  37J-}- Y3ji-+-Z3^1-f- 1  =  0; 

et,  comme  X3,  Y3,  Z3  sont  proportionnels  à  «,,  b\,  ci:  on  a 

,...,     X3       Ys       Zs  1  1 

(  >t>)     — - 


«i         6j         Ci  a^!-!-  6]jKi  H-  Ci^i  «i  Xj  -h  61  Yj-i-  CiZt 

Portant  ces  valeurs  dans  les  formules  (02),  on  trouve  . 

,    -      x         «3  63  C3  T  T 


Xj        Yx        Zi  aiXi-v-  biyi-h  c^zx  04X1-1-  by  Yj-f-  C\ZX 

On  a  donc  deux  nouvelles  surfaces,  (S3),  déjà  définie,  et  (A3), 
lieu  du  point  (a3,  b3,  c3),  qui  se  correspondent  encore  avec  ortho- 
gonalité  des  éléments  linéaires,  en  vertu  de  la  formule  (53). 

Les  formules  analogues 

(58,        X'        Y.       &  > 


a  b         c  ax  -+-  6jk  tcî  aX  +  èY  +  cZ' 

,,   ,        a»       èj       a»  1  1 

(59)  rrr-    = 


X        Y         Z  ax~\-by-^-cz  #X-t-6Y-+-cZ 

définiront  de  même  deux  nouvelles  surfaces  (A2)  et  (S2),  donnant 
naissance  aux  systèmes 

j  r/«!  =  Z2  rfY,  -  Y,  dZu  t  da,  =  Zx  dY2  —  Yt  dZ,, 

(60)  <  dbl  =  X2dZl  —  Z^dX-i,  (61)     <   db*  =  Xj  rfZ2  —  Zx  <tfX2, 
(   rfCl  =  Y,  rfX,  —  X2  dYi ,  (   r/c2  =  Yj  <tfX2  -  Xt  ^Y2, 

1   a2=  ai  —  Z2Y!  +  Y2Z,, 

(61)  ■   b%=  bi  —  XoZj+ZoXi, 
|  c,  =  ci  —  Y2X1  +  X2Y1 

et  à  la  nouvelle  relation 

(  63  )  da2  dX2  +  rf62  rfY2  +  dc2  f/Z2  =  o. 

On  peut  continuer  encore  et  remplacer  cette   relation  par  le 
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s\  pleine 

1d\,  z.  db ,  —  y3  dc2, 
dY<>  —  x3  dc2  —  z3  du  1 , 
dZf  =  y3da2  —  x3  dh  , . 

qui  conduit  à  introduire  les  nouvelles  variables 

|  :r.       V       I,,;..  +  c2y3, 

(65)  <  }'i-~  Yj  —  c2x3  -t-atzt, 

I  z,.    Zt  —  aty»     >•■'  ■ 

et  donne  deux  nouvelles  surfaces,  (Sa),  lieudupoinl   ./•_,.  y..  :■_.■. 
et  (S3),  lieu  du  poinl  i./\, ,  > *8,  83).  La  différentiation  donne  encore 

Id.r  1        C]  <l\-  l)L  dz-,,, 

dy  .  ,i  .  dz  .  '■.  '/./■  . 
dzt      l>  ■  >lr,      a%  dy ... 

et,  delà,  on  déduit  la  nouvelle  relation 

(67)  d.r.,,/.r.         ,/i  .,,/(,         dz,  dz3~  O. 

.Mais  ici  il  f'aui  s'arrêter.  Le  cycle  est  fermé.  Si  l'on  calcule,  par 
un  procédé  analogue  à  ceux  qui  ont  été  employés,  les  valeurs  de 
x2,y2,z2}x3,y9,  s3,  on  a 

x2         y2        ss        x3        y3         ;  1 

(68)  —    - 


de  sorte  que  ces  équations  ne  changent  pas  si  Ton  échange  le> 
indices  2  et  3,  o  et  1.  Par  suite,  si  Ton  voulait  continuer  l'appli- 
cation de  notre  méthode  à  la  relation  (53),  on  retrouverait  les 
doux  surfaces  (S2)  et  (S3). 

On  vérifiera  aisément  les  relations 

!dx3  =  c3  dy2  —  b3  <lz_. 
dy3  =  a3  dz2  -  -  c3  d.r2. 
dz3  =  b3  dx2 —  a3  dy2. 

toutes  pareilles  au  système  (66). 

Ainsi  se  trouve  constitué  l'ensemble  des  douze  surfaces 

(S),  {Si),  (S),  (A),  C2,),  (At),  (23),  (As),  (S,),  (A.),  (S,),  (S,), 
que  nous  avions  annoncé.  On  peut  les  grouper  comme  il  suit  : 
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Couples  de  surfaces  qui  se  correspondent  point  par  point. 

i°  avec  orthogonalité      -i°  par  plans  4°  comme  focales 

des  tangents  3°  par  polaires  d'une  même 

éléments  linéaires.  parallèles.  réciproques.       congruence  rectiligne. 

(S),      (S,);  (A),      (SO;  (A),     (A,);  (S),       (2); 


(A),      (5);  (Al),      (S);  (S,),     (23) 

(A,),     (20;  (S),      (23);  (S),      (22) 

(A2),     (20;  (20,     (20J  (SO-      (S,) 


(So,    (20; 

(A),     (A3); 
(AO,     (As); 


(AO,     (S3);  (S,),     (A,).;  (S,),      (S);  (23),     (S3); 

(SO,     (S,);  (S3),     (AO;  (A,),     (A,);  (22),     (S,); 

Ce  Tableau  conduit  à  un  grand  nombre  de  conséquences.  Nous 
allons  le  compléter  par  le  suivant. 

Les  trois  réseaux  que  nous  avons  désignés  par  les  nos  I,  II,  III, 
qui  sont  harmoniques  et  qui  sont  formés  respectivement  des 
lignes  asymptotiques  de  (S),  de(S|)  et  de  (A),  se  retrouvent  sur  les 
douze  surfaces.  Nous  avons  vu  que  le  système  III  correspond  à  un 
réseau  conjugué  sur  (S)  et  sur  (S().  D'après  le  Tableau  précédent, 
il  correspondra  encore  à  un  réseau  conjugué  sur  les  polaires  réci- 
proques (22),  (S3)  de  ces  surfaces  aussi  bien  que  sur  (S),  (S,)  qui 
leur  correspondent  comme  focales  d'une  même  congruence  recti- 
ligne. Considérons  en  particulier  (2),  (23)  ou  (S,),  (22)  qui  se 
correspondent  par  plans  tangents  parallèles.  Nous  avons  vu 
(n°890)  que  les  réseaux  conjugués  communs  correspondent  aune 
équation  ponctuelle  dont  les  invariants  sont  égaux.  D'après  cela, 
le  système  III,  qui  correspond  sur  (22),  (23)  à  des  réseaux  con- 
jugués ayant  leurs  invariants  ponctuels  égaux,  donnera  nécessai- 
rement, sur  les  polaires  réciproques,  des  réseaux  conjugués  dont 
l'équation  tangentielle  aura  ses  invariants  égaux.  Ainsi  : 

Lorsque  deux  surfaces  se  correspondent  avec  orthogonalité 
des  éléments  linéaires,  nous  avons  vu  que  les  lignes  asympto- 
tiques de  chacune  correspondent  sur  Vautre  à  un  réseau  con- 
jugué dont  les  invariants  ponctuels  sont  égaux.  Nous  recon- 
naissons de  plus  que  le  système  conjugué  commun  aux 
deux  surfaces  a  ses  invariants  tangentiels  égaux  et  que  les 
trois   réseaux  sont    en  relation  harmonique. 

D'après  cela,  les  systèmes  I,  II,  III  correspondent,  sur  chacune 
de  nos  douze  surfaces,,  au  réseau  des  asymptotiques,  à  un  réseau 
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conjugué  ayant  ses  invariants  ponctuels  égaux,  à  un  réseau  con- 
jugué ayant  ses  invariants  tangentiels  égaux,  d'après  la  loi  indiquée 
dans  le  Tableau  suivant  : 


Réseau  des  asympto- 
tiques  pour 

Réseau  conjugué  à  in- 
variants ponctuels 
égaux  pour  

Réseau  conjugué  à  in- 
variants tangentiels 
égaux  pour 


LE    SYSTEME 


II 


III 


(S),  (S),  (S,),  (SJ 


(S,),  (A),  (S,),  (A,) 


(S,),  (S3),  (A,),  (A3) 


(S,),  (S,),  (S,),  (S,) 


(S),  (A,),  (S,),  (A,) 


(S),  (S,),  (A),  (A 


(A),  (  \,),  (A,),  (A 


(S),  (S,),   (S,),  (S,; 


(S),  (S,),  (S,),  (S,) 


On  voit  que  la  théorie  des  systèmes  conjugués  à  invariants 
égaux  se  confond  avec  celle  de  la  déformation  infiniment  petite. 
Nous  nous  contenterons  d'indiquer  ici  la  conséquence  suivante  des 
théorèmes  que  nous  venons  de  démontrer  : 

Lorsque,  sur  une  surface,  un  réseau  conjugué  a  ses  inva- 
riants ponctuels  (ou  tangentiels)  égaux,  le  réseau  conjugué  qui 
lui  est  harmonique  a  ses  invariants  tangentiels  (ou  ponctuels) 
égaux. 

Et  nous  réserverons  les  développements  géométriques  pour  le 
Chapitre  suivant. 
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CHAPITRE   IV. 

TRANSFORMATIONS    DIVERSES.     INVERSION    COMPOSÉE. 

Les  six  couples  de  surfaces  qui  se  correspondent  avec  orthogonalité  des  éléments 
linéaires.  —  Théorème  et  construction  de  Ribaucour.  —  Quand  on  sait  résoudre 
le  problème  de  la  déformation  infiniment  petite  pour  une  surface  donnée,  on 
sait  résoudre  ce  même  problème  pour  toutes  les  surfaces  homographiques  et 
corrélatives.  —  Démonstration  de  ce  théorème  général  pour  les  homographies 
qui  conservent  le  plan  de  l'infini;  pour  la  transformation  par  polaires  réci- 
proques relative  au  paraboloïde  défini  par  l'équation  z  = : — ■■  —  Ces  deux 

cas  particuliers  entraînent  le  théorème  général.  —  Définition  de  l'inversion  com- 
posée :  sa  propriété  fondamentale.  —  Quand  on  sait  résoudre  le  problème  de  la 
déformation  pour  une  surface  (S),  on  sait  aussi  le  résoudre  pour  toutes  celles 
qui  en  dérivent  par  l'inversion  composée.  —  L'inversion  composée  rattachée 
aux  notions  relatives  aux  formes  quadratiques  dont  les  coefficients  sont  con- 
stants. 


D'après  les  résultats  que  nous  avons  établis  au  Chapitre 
précédent,  on  voit  que,  si  l'on  connaît  deux  surfaces  (S),  (S|) 
qui  se  correspondent  point  par  point  avec  orthogonalité  des  élé- 
ments linéaires,  on  pourra  en  déduire,  par  de  simples  opérations 
algébriques,  cinq  autres  couples  qui  seront  formés  de  surfaces  se 
correspondant  l'une  à  l'autre  de  la  même  manière  que  les  deux 
premières. 

Si  nous  rangeons  ces  couples  dans  l'ordre  suivant 

(S),(St);  (S),(A);  (S,),  (A,); 

(S3),(S,);  (A,),  (S.);  (A,),  (SO;  (S),(S1), 

on  reconnaît  que  chacun  d'eux  se  déduit  de  celui  qui  précède 
toujours  par  la  même  opération,  celle  qui  nous  a  permis,  étant 
donné  le  couple  (S),  (S,),  d'en  déduire  le  suivant  (S),  (A).  Il 
semble,  à  la  vérité,  que,  la  relation  entre  deux  couples  consécutifs 
étant  parfaitement  réciproque,  cette  opération,  appliquée  sans 
modification  à  chaque  couple,  devrait  redonner  le  précédent;  mais, 
comme   elle    dépend  de  l'ordre    des   surfaces  qui   composent   le 
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couple,  il  suffît  de  changer  cet  ordre  pour  obtenir  le  couple  qui 
suit. 

On  peut  interpréter  géométriquement  les  formules  que  nous 
avons  données  et  qui  permettent  de  passer  de  chaque  couple  au 
suivant.  Mais  la  construction  à  laquelle  on  est  ainsi  conduit  prend 
un  énoncé  plus  simple,  si  l'on  substitue  aux  couples  de  surfaces 
qui  se  correspondent  avec  orthogonal i té  des  éléments  linéaires  les 
couples,  formés  de  surfaces  applicables,  qu'on  peut  leur  associer 
d'après  la  méthode  du  n°  854.  Pour  cela,  portons  à  partir  de 
chaque  point  M  de  la  surface  (S)  {fig-  83),  et  sur  la  directrice  de 

Fie.  83. 


la  déformation  relative  à  ce  point,  c'est-à-dire  sur  la  parallèle  au 
rayon  vecteur  correspondant  de  (St),  des  longueurs  M<z,  Ma', 
égales  et  de  sens  contraires,  proportionnelles  au  module  de  la 
déformation,  c'est-à-dire  égales  au  rayon  vecleur  de  (S()  mul- 
tiplié par  la  constante  A",  les  deux  surfaces  (U),  (U'),  lieux  des 
points  a  et  a'  seront  applicables  l'une  sur  l'autre.  Opérons  de 
même  pour  la  surface  (S),  au  point  P  qui  correspond  à  M;  c'est- 
à-dire  prenons,  sur  la  droite  parallèle  au  rayon  vecteur  corres- 
pondant de  (A),  des  segments  égaux  P6,  P6'  dont  la  longueur 
commune  soit  égale  à  ce  rayon  vecteur  multiplié  par  la  constante  À"'  : 
nous  obtiendrons  un  nouveau  couple  (V),  (V')  formé  des  sur- 
faces lieux  des  points  b  et  b'  qui  seront,  elles  aussi,  applicables 
l'une  sur  l'autre.  D'après  les  propriétés  démontrées  au  n°  8861e 
plan  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  aa'  sera  tangent  en  P  à  (S)  et 
le  plan  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  bb'  sera  tangent  en  M 
à  (S);  la  droite  MP,  tangente  commune  à  (S)  et  à  (S),  sera  per- 
pendiculaire à  la  fois  à  aa'  et  à  bb' .  Remarquons  d'ailleurs  que,  si  V7 
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désigne  l'angle  des  plans  tangents  en  M  et  en  P  aux  surfaces  (S) 
et  (S),  on  a,  d'après  les  équations  (i  i)  du  n°  885, 

(i)  M^PôsinY  =  AMP, 

k  étant  une  constante  égale  au  produit  de  k  et  de  k'. 

Nous  pouvons,  d'après  cela,  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Lorsqu'on  connaît  un  couple  de  surfaces  (U),  (U')  applica- 
bles V une  sur  l'autre,  on  peut  en  déduire  un  couple  nouveau 
par  la  construction  suivante  :  Le  plan  perpendiculaire  sur  le 
milieu  M  de  la  droite  aa!  qui  joint  les  points  correspondants 
a,  a'  des  deux  surfaces  enveloppe  une  surface  (S)  qu'il  touche 
en  un  certain  point  P;  et  la  droite  MP,  nécessairement  tan- 
gente en  P  ci  la  surface  (S),  est  aussi  tangente  en  M  à  la  sur- 
face (S)  lieu  du  point  M.  Si,  sur  la  parallèle  menée  par  le 
point  P  à  la  normale  de  (S)  en  M,  on  porte  de  part  et  d'autre 
deux  segments  égaux  Pb,  Pb'  dont  la  longueur  commune  soit 
définie  par  la  relation  (t),  les  deux  surfaces  (V),  (V),  lieux 
des  points  b  et  b',  sont  aussi  applicables  l'une  sur  l'autre  (1). 

La  relation  établie  par  cette  proposition  entre  les  deux  couples 
(U),  (U;)  et  (V),  (V)  est  parfaitement  réciproque,  de  telle  ma- 
nière que  la  construction  indiquée,  appliquée  au  couple  (V), 
(V),  redonnerait  le  couple  primitif.  Pour  obtenir  tous  ceux  que 
nous  ont  fournis  les  méthodes  du  Chapitre  précédent,  il  faudra 
continuer  à  appliquer  la  même  construction,  mais  en  remplaçant 
l'une  des  surfaces  (V),  (V)  par  sa  symétrique  relative  à  l'origine 
des  coordonnées. 

899.  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  les  couples  de  surfaces 
applicables,  qui  méritent  une  étude  spéciale.  Nous  bornant,  pour 
le  moment,  aux  surfaces  qui  se  correspondent  avec  orthogonalité 


(')  Cette  élégante  proposition  se  trouve  déjà  énoncée,  bien  que  d'une  manière 
incomplète,  dans  la  première  Communication  de  Ribaucour,  relative  au  sujet 
qui  nous  occupe  :  Sur  la  théorie  de  l'application  des  surfaces  les  unes  sur  les 
autres  {Bulletin  de  la  Société Philomathique,  i3  novembre  1869);  Ribaucour  l'a 
rappelée  sans  la  démontrer,  mais  en  donnant  son  énoncé  tout  à  fait  complet,  dans 
son  Étude  des  Élassoïdes. 
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des  éléments  linéaires,  nous  allons  étudier  les  cinq  couples  que 
les  méthodes  du  Chapitre  précédent  font  dériver  du  couple  pri- 
mitif (S),  (S,). 

Parmi  ces  cinq  couples,  l'un  d'eux  mérite  une  attention  parti- 
culière :  c'est  celui  qui  est  formé  des  surfaces  (22)  et  (A2).  En 
effet,  la  surface  (22)  ne  dépend  en  aucune  manière  efe(S(), 
puisqu'elle  est  simplement  la  polaire  réciproque  de  (S)  par  rap- 
port à  la  sphère  de  rayon  i  qui  a  l'origine  pour  centre.  Par  suite, 
on  déduira  de  toutes  les  surfaces  (St  )  qui  correspondent  aux 
différentes  déformations  infiniment  petites  de  (S)  toutes  les 
surfaces  (A2)  qui  définissent  de  même  les  déformations  infi- 
niment petites  de  (S2).  Ainsi 

Quand  on  sait  résoudre  le  problème  de  la  déformation  in- 
finiment petite  pour  une  surface  donner,  on  sait  résoudre  ce 
même  problème  pour  sa  polaire  réciproque  relative  à  une 
sphère. 

900.  Cette  proposition  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  suivante 
que  nous  allons  établir  dans  toute  sa  généralité  : 

Quand  on  sait  résoudre  le  problème  de  la  déformation  in- 
finiment petite  pour  une  surface  donnée,  on  sait  résoudre  ce 
même  problème  pour  toutes  les  suif  aces  nouvelles  qui  en  déri- 
vent par  V homographie  ou  la  corrélation  les  plus  générales. 

En  effet,  commençons  par  considérer  les  transformations  homo- 
graphiques  qui  conservent  le  plan  de  l'infini  et  qui  sont  définies 
par  des  formules  telles  que  les  suivantes  : 

(2) 
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il  est  clair  que,  si  l'on  définit  a?',,  y\,  z\  en  fonction  de  x{,  yK,  zx 
par  les  relations 

/    Xy  =  ax\  -+-  aïy\  ■+-  a2  z\  -+-  k, 
(3  )  yx  =  bx\  -r-  bxy\  -+-  b.2  z\  +  ku 

\    z\  =  cx\  -+-  C\y\  -+-  c%z\  -+-  k2, 
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on  aura  identiquement 

(  4  )  dx  dxx  -+-  dy  dyx  H-  dz  dzx  =  dx'  dx\  -h  dy'  dy\  -4-  dz'  dz\ . 

Par  suite,  à  toute  solution  de  l'équation 

(  f>  )  dx  dxt  -+-  dy  dy^  -+-  dz  dz^  =  o, 

les  formules  (2)  et  (3)  feront  correspondre  une  solution  de  l'équa- 
tion 

(  6  )  dx'  dx\  -4-  dy'  dy\  -+-  dz'  dz\  =  o , 

et  vice  versa.  C'est  la  démonstration  du  théorème  que  nous  avons 
en  vue  pour  le  cas  spécial  où  Von  soumet  la  surface  (S)  à 
toute  transformation  homo graphique  qui  conserve  le  plan  de 
V  infini. 

901.   Considérons  maintenant  le  système 

1     dz  =      p  dx  -f-  q  dy, 

(7)  l  dy1  =  —rldas  —  qdzl, 

\   dx\  —       i\  dy  —  p  dz{ , 

déjà  donné  au  n°  867,  et  qui  remplace  l'équation  à  vérifier  (5)  j 
p  et  q  y  désignent,  nous  l'avons  vu,  les  dérivées  de  z  considérée 
comme  fonction  de  x  et  de  y.  Employons  la  transformation  déjà 
mise  en  usage  au  n°  885,  et  introduisons  les  nouvelles  variables 

1    u=      px  -4-  qy  —  z, 

(8)  j    v=—  yi  —  i\x  —  qzu 
(  w  = — ■  r\y  -+-pzi  -+-  Xi. 

La  dilférentiation  nous   donnera,   en   tenant  compte   des  rela- 
tions (7), 

I   du  =       x  dp  -4-  y  dq , 

(9)  1   dv  = —  x  dr\  —  zxdq, 
\  dw  =  — y  drL  -4-  z^  dp, 

et  de  là  on  déduit 

(10)  du  dri  -4-  d\>  dp  -4-  dw  dq  =  o. 

C'est  dire  que  la  surface  lieu  du  point  (p,  q,  u)  et  la  surface  lieu 
du  point  (t>,  w,  r\)  se  correspondent  avec  orthogonalité  des  élé- 
ments linéaires. 
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Or,  /?,  q,  u  sont  les  coordonnées  du  pôle  du  plan  tangent  à  la 
surface  (S)  relativement  au  paraboloïde  défini  par  l'équation 

Donc,  quand  on  sait  résoudre  le  problème  de  la  déformation 
infiniment  petite  pour  une  surface  (S),  on  sait  aussi  résoudre 
le  même  problème  pour  la  polaire  réciproque  de  (S)  relative- 
ment au  paraboloïde  défini  par  l'équation  (i  i). 

Ce  cas  particulier,  ajouté  à  celui  que  nous  avons  déjà  étudié 
dans  le  numéro  précédent,  nous  suffit  pour  établir  le  théorème 
général  que  nous  avons  en  vue;  car  il  est  aisé  de  reconnaître  que 
toute  transformation  homographique  et  toute  transformation  corré- 
lative s'obtiennent  par  l'emploi  répété  des  deux  transformations 
particulières  que  nous  avons  considérées. 

Ainsi,  à  toute  solution  du  problème  des  éléments  rectangu- 
laires ou  de  la  déformation  infiniment  petite  obtenue  pour 
une  surface  (S),  on  peut  faire  correspondre,  par  voie  algé- 
brique, une  solution  pour  les  surfaces  qui  dérivent  de  (S)  à 
V aide  de  la  transformation  homo graphique  ou  corrélative  la 
plus  générale. 

Il  est  intéressant  de  voir  ainsi  s'introduire  les  propriétés  pro- 
jectives  dans  le  problème  delà  déformation  infiniment  petite,  alors 
que  le  problème  de  la  déformation  finie  paraît  dépendre  avant 
tout  des  relations  métriques. 

902.  Au  reste  si,  pour  arriver  à  la  transformation  hornogra- 
phique  la  plus  générale,  on  ne  veut  pas  employer  l'intermédiaire 
d'une  transformation  par  polaires  réciproques,  on  pourra  joindre 
à  l'homographie  que  nous  avons  étudiée  en  premier  lieu  celle  qui 
est  définie  par  les  formules  suivantes  : 

(»■)  «/=f,      y=%,      z'=\. 

On  verra  facilement  que,  si  l'on  pose 

(i3)         ^i=— >       7i=  —  '       *i  = z > 
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on  aura  la  relation 

(  1 4  )      dx' dx\  -+-  dy' dy\  -+-  dz' dz\  =  —  ( dx  dxy  -\-  dy  dy^-\-  dz  dzi), 

qui  établit  encore,  pour  ce  cas  spécial,  la  proposition  que  nous 
avons  en  vue.  La  transformation  définie  par  les  formules  (12)  et 
(i3)  est  un  cas  limite  de  celle  que  nous  allons  étudier,  ainsi  que 
nous  le  montrerons  au  n°  908.  Mais  c'est  un  résultat  bien  connu 
qu'en  combinant  les  homographies  définies  par  les  deux  systèmes 
(12)  et  (2)  on  arrivera  à  l'homographie  la  plus  générale. 

903.  Si  l'on  étudie  attentivement  le  second  Tableau  donné  plus 
haut  [p.  72]  on  y  verra  que  toujours  une  surface  déterminée  y  est 
accompagnée  d'une  même  surface.  Ainsi,  dans  chacune  des  places 
où  se  trouve  (S)  on  rencontre  (S2);  de  sorte  que  les  trois  réseaux 
de  courbes  désignés  respectivement  par  les  chiffres  romains  I,  II 
et  III  jouent  le  même  rôle  sur  (S)  et  sur  (S2).  Par  exemple,  comme 
les  lignes  asymptotiques  se  correspondent  sur  les  deux  surfaces,  on 
voit  qu'à  tout  réseau  conjugué  tracé  sur  (S)  correspond  un  réseau 
conjugué  tracé  sur(S2).  La  relation  est  de  même  nature  entre 
(S,)  et  (S3).  Etudions  la  transformation  par  laquelle  on  déduit 
directement  (S2),  (S3)  de  (S)  et  de  (S,). 

Elle  est  définie  par  les  formules 

/,5\  £2  _  y*  _  zi  ._  a?3  _  y3  _  ^3  _  -  1 


x\        yi        zt        x         y         z        xxi-^r  yyi-h  zzx 

elle  est  donc  purement  ponctuelle;  c'est-à-dire  qu'elle  fait  cor- 
respondre aux  deux  points  M  (57,  y,  z),  M,  (a;,,  j,,  z{  )  de  (S)  et 
de  (S)  )  deux  points  M2  (x2,  yi,  z2),  M3  (#3,  ys,  z3)  de  (S2)  et  de 
(S3)  dont  les  coordonnées  dépendent  seulement  de  celles  de  M  et 
de  M,.  Mais  elle  offre  un  autre  caractère  sur  lequel  il  importe 
d'insister  :  les  coordonnées  de  M2  dépendent,  à  la  fois,  de  celles 
de  M  et  de  celles  de  M,  ;  de  sorte  que  la  transformation  s'applique, 
non  à  des  points  isolés,  mais  à  des  couples  de  points.  On  peut 
bien  faire  correspondre  M2  à  M  et  M3  à  M{,  mais  M2  variera  si  M, 
varie,  alors  même  que  M  resterait  fixe. 

Comme  la   transformation    se    réduit   à   l'inversion    ordinaire, 
quand  les  deux  points  M  et  M,  coïncident,  nous  lui  donnerons  le 
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nom  d' inversion  composée.  Pour  l'étudier,  nous  écrirons  les  for- 
mules précédentes  sous  la  forme  un  peu  plus  générale 


06) 


y_ 
ri 


X 


y 


k* 


■yy\ 


qui   fait  correspondre  aux  points  M,   M,   des  points  (x',y.  s'   , 
(x\,  y\,  z\),  désignés  maintenant  par  M',  M'4. 
Des  formules  précédentes  on  déduit  la  suivante 


('7) 


v  xx+-y yx 


■yy\ 


d'où  il  résulte  immédiatement  que  la  transformation  esl  involu- 
tive.  Si  au  couple  M,  M,  correspond  le  couple  M',  M',,  récipro- 
quement à  M',  M',  correspondront  M.,  M,. 

C'est  ce  qui  résulte  aussi  de  la  construction  géométrique  sui- 
vante des  points  M',  M',.  Soit  O  l'origine  des  coordonnées  que 
nous  appellerons  aussi,  par  analogie,  le  pôle  de  l'inversion,  P  la 
projection  de  M|  sur  OM,  P,  la  projection  de  M  sur  OM,.  Le 
point  M'  sera  sur  le  rayon  OM,  à  une  dislance  du  point  O  définie 
par  la  relation 

(18)  OM'.OPj=/c2 

et,  de  même,  le  point  M',  sera  sur  OM  à  une  distance  délinie  par 
la  relation 


(19) 


OM^OP^  k*. 


En  d'autres  ternies,  M'  sera  le  pôle,  par  rapport  à  la  sphère  de 
rayon  k,  du  plan  mené  par  le  point  M  perpendiculairement  au 
rayon  vecteur  OM,  et  de  même  M',  sera  le  pôle  du  plan  mené  par 
M,  perpendiculairement  au  rayon  vecteur  OM. 

Voici  maintenant  quelle  est  la  propriété  fondamentale  de  la 
transformation.  Associons  au  couple  M,  M,  un  second  couple 
N,  N,  auquel  correspondront  les  deux  points  N',  N',  ;  on  aura  la 


relation  géométrique 


(•20)  M'N'  MJN;  cos(M'N',  M'iN',  )  = 


**  MN  Mi  N,  cos  (Mi\.  M,  N,) 


OM  ON  OMt  ONj  cosMOMi  cos  NON, 
Si  l'on   désigne,    en    effet,    par  c,  rn  Ç5  ;,,  r(l,  ^,  ;    ;',  y,',  Z  : 
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£',,  7)'  Z,\  les  coordonnées  des  points  N,  N,,  N',  N,  cette  relation 
géométrique  se  traduit  par  l'égalité 

(21)   !      _^  (^-Q(^i  —  €i)-t-(.K  —  ti(ri-^)  +  (^-Q(^-(i) 

dont  la  vérification  se  fait  presque  immédiatement.  Il  suit  de  là 
que,  si  les  deux  segments  MM(,  NN(  sont  tels  que  MN  soit  per- 
pendiculaire àMjN,,  il  en  sera  de  même  pour  les  segments  trans- 
formés. 

Si  l'on  suppose  que  le  segment  NN,  soit  infiniment  voisin  de 
MM^  ,  en  posant  £  =  x  +  dx,  .  .  . ,  !;,  =  x{  -+-  dx\ ,  .  .  . ,  l'égalité 
précédente  nous  donnera 

i   dx'  dx\  -+-  dy'  dy\  -+-  dz'  dz\ 


(xx1-+-yy1-hzz1)' 


(dx  dx\  -+-  dy  dji  -t-  dz  àzL), 


et  l'on  reconnaît  ainsi  que  l'inversion  composée  conserve  toute 
correspondance  entre  deux  surfaces  qui  a  lieu  avec  orthogonalité 
des  éléments  linéaires  infiniment  petits. 

904.  Les  résultats  que  nous  avons  établis  relativement  aux 
douze  surfaces  nous  révèlent  encore  une  propriété  remarquable  de 
l'inversion  composée.  D'après  la  troisième  colonne  du  Tableau  de 
la  page  7 1  on  voit  que  la  surface  (S2)  est  la  polaire  réciproque  de 
la  surface  (S).  Or  nous  avons  établi  (n°  886)  que  l'on  saura  ré- 
soudre par  des  quadratures  le  problème  de  la  déformation  infini- 
ment petite  pour  (S)  dès  qu'on  saura  résoudre  ce  problème  pour 
(S)  ;  (S2)  étant  la  polaire  réciproque  de  (S),  on  peut  donc  énoncer 
la  proposition  suivante  : 

Dès  qu'on  sait  résoudre  le  problème  de  la  déformation  in- 
finiment petite  pour  une  surface  (S),  on  sait  aussi  le  résoudre 
par  de  simples  quadratures  pour  la  surface  (S2)  qui  en  dé- 
rive si  on  applique  V inversion  composée  au  couple  formé  de  (S) 
et  de  toute  surface  (S4)  qui  lui  correspond  avec  orthogonalité 
des  éléments  linéaires  infiniment  petits. 

90o.  Revenant  à  l'ensemble  de  nos  douze  surfaces,  nous  vojons 
D.  -  IV.  6 
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qu'il  résulte  des  propositions  précédentes  que  l'on  saura  résoudre 
le  problème  de  la  déformation  infiniment  petite  pour  les  quatre 
surfaces  (S),  (S),  (S2);  (S2),  dont  les  lignes  asymptotiques  sont 
formées  par  le  réseau  I,  dès  qu'on  saura  le  résoudre  pour  l'une 
d'elles.  La  première  de  ces  surfaces  est  définie  par  les  formules 
(i),  [p.  49])  ou  Qi>  ^25  93  sont  tr°is  solutions  particulières  de 
l'équation  (2)  [p.  49]-  Pour  obtenir  la  seconde  (2),  il  faudrait, 
nous  l'avons  vu  au  n°  886,   remplacer  9,,   92,   93  respectivement 

par  —  5  — ,  —5  et  l'équation  à  invariants  égaux  correspondant  à 
1        w     co     10  '  °  1 

cette  surface  admettrait  la  solution  -•  Un  calcul  facile  montrera 

10 

de  même  que,  pour  obtenir  la  polaire  réciproque  (22)  de  (S),  il 

faudrait  remplacer  9(,  92,  93  par 


(23)6;=- 


-,  8i  = 


.,  e; 


6^+827+63^.'  "2     6^+027+832'  ~'6     61^+827+83^' 

et  l'équation  correspondante  admettra  la  solution 

(    ,  ,  _       xxy-^yyl  +  zzl 

Enfin,   pour  la  surface  (S2),   les  nouvelles  valeurs  de  9(,  9;.,   83 
seraient 

/n'\   fi"  X(0  a»  Yb>  Zw 

(23)8!= >    6,  = ,    63= ; 

r^1  +  77i+5^1  a?a?1+771+«^1  a;«i-i-77i  -1-  .z.zi 

et  l'équation  correspondante  admettrait  la  solution 

,  -,                                    »           6^  +  627  +  63^ 
(26)  w,  = 

("es  résultats  sont  résumés  dans  le  Tableau  suivant  : 


SURFACES. 

6,. 

8,. 

93. 

6). 

(S) 

(S) 

(sj 

(S,) 

37, 

(1) 
X 

92 

10 

y 

83 

G) 

-S 

10 
1 

(0 
3737,  +  77,  +  55, 

8,37  +  8,7  +  935 
Xw 

9,37  +  627+935 
Yw 

9,37+927  +  935 
Z  co 

9,37+  9,7  +  935 

9,37+ 9^7 +  935 

3737, +77, +  ^5, 

3737, +  77,+  SZ, 

3737, +  77,+  55, 

^ + rr«  +  -s*. 
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Les  quatre  équations  à  invariants  égaux  qui  correspondent  aux 
quatre  surfaces  peuvent  être  intégrées  dès  que  l'on  a  intégré 
l'une  d'elles.  C'est  ce  qui  résulte  de  l'Analyse  précédente  et  ce 
que  l'on  pourrait  déduire  aussi  du  théorème  de  M.  Moutard. 
Mais,  tandis  que  toute  déformation  infiniment  petite  de  (S)  donne 
sans  aucune  quadrature,  comme  nous  l'avons  vu,  une  déformation 
infiniment  petite  de  la  polaire  réciproque  (S2),  il  faudra,  au  con- 
traire, effectuer  des  quadratures  pour  trouver  une  déformation 
infiniment  petite  de  l'une  ou  l'autre  des  deux  surfaces  (S),  (S2), 
polaires  réciproques  l'une  de  l'autre. 

906.  A  la  transformation  homographique,  à  la  transformation 
par  polaires  réciproques,  à  l'inversion  composée  on  peut  joindre 
encore  une  dernière  transformation,  celle  qui  est  définie  en  pre- 
nant pour  x,  y,  z,  xKly{,  z{  des  fonctions  linéaires  à  coefficients 
constants  de  nouvelles  variables  x',  y',  z\  x\,  y\,  z\,  assujetties 
à  la  condition  de  reproduire,  à  un  facteur  constant  près,  la  forme 

quadratique 

dx  dxi  -t-  dy  dy\  -+-  dz  dz  j , 

c'est-à-dire  à  donner 

dx  dxy  -+-  dy  dyy  -+■  dz  dzy  =  h{  dx'  dx\  -+-  dy'  dy\  -+-  dz'  dz\  ). 

Le  lecteur,  familiarisé  avec  cette  théorie,  reconnaîtra  sans  peine 
que  pour  obtenir,  de  la  manière  la  plus  générale,  de  telles  trans- 
formations il  suffira  de  soumettre  9,,  92,  63 7  w  à  la  transformation 
linéaire  et  homogène  la  plus  générale,  c'est-à-dire  de  poser 

i6'j  =  Ai  Oi  h-  /ci02+  /163+  mx  10, 
0'2  =  A 2 0 1  -h  A-262+  Z2G3  +  m2a), 
1  6'3  =  h3 8,  4-  k3  02 4-  h 83  +  rn3  w, 
[  ts>'  =  // 4  0 1  -f-  /ii  02-h  ^.63+  m^to; 


(27) 


ki,  ki,  li,  mi  désignant  des  constantes  quelconques.  La  surface 
(S')  qui  correspond  ainsi  à  (S)  aura  sa  déformation  infiniment 
petite  dépendante  de  la  même  équation  aux  dérivées  partielles 
que  la  surface  (S).  Cette  transformation  générale,  dont  nous  ne 
dirons  qu'un  mot,  comprend  évidemment,  comme  cas  particulier, 
celle  que  nous  avons  considérée  au  n°  900.  Remarquons  d'ailleurs 
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qu'elle  correspond  purement  et  simplement,  d'après  les  équa- 
tions (6)  du  n°  883,  à  une  transformation  homographique  aussi 
générale  que  possible  de  la  surface  (A). 

907.  Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  toutes  ces  transfor- 
mations ;  il  nous  paraît  bon  cependant  de  montrer  quelle  est  la 
véritable  origine  de  l'inversion  composée,  et  comment  elle  peut 
être  rattachée  à  quelques  notions  très  familières  aux  géomètres, 
relatives  aux  formes  quadratiques  dont  les  coefficients  sont  con- 
stants. 

Étant  données  deux  surfaces  (S),  (Sf),  lieux  des  points 
M(x5<7,  z),  M,  (#,, y,,  zK  ),  posons 

!{;  =  X  A-  0?i,  (    çx=  X —  XU 

T\=y+yu  (29)  J  iït=y—  yu 

On  aura  identiquement 

( 30 )  4 ( dx  dxx  -+■  dy  dy\  -+-  dz  dz x  )  =  d%~  -+-  drf  -+■  dÇ-  —  d\\  —  dr{[  —  d-_ \  ; 

de  sorte  que,  si  les  surfaces  (S),  (S,)  se  correspondent  point  par 
point  avec  orthogonalité  des  éléments  linéaires,  les  deux  surfaces 
(U),  (U,),  lieux  des  points  «(£,•/),  Ç),  a'(ç,  ,r(l,  Ç,),  sont  applicables 
l'une  sur  l'autre.  Cela  posé,  considérons  la  forme  quadratique 

( 3 1)  F  =  d¥  -+-  drf  +  dX?  -  d\\  —  dt\ \  —  dQ, 

qui  peut  être  mise  sous  la  forme  d'une  somme  de  six  carrés  : 

(3a)  F  =  rfÇ*-hrfïi«+dÇ«-b-X^i)'+(A'i]1)«-H(rfiÇ1)». 

Si  l'on  considère,  dans  l'espace  à  six  dimensions,  le  point  u. 
dont  les  coordonnées  rectangulaires  sont 

S,  f\,  Z,  i\u  "U>  iï>u 

il  sera  représenté  dans  l'espace  ordinaire,  soit  par  le  couple  des 
points  M,  M|,  soit  par  celui  des  points  a,  a'.  Or  la  forme  F  se  re- 
produit lorsqu'on  effectue,  dans  l'espace  à  six  dimensions,  un 
déplacement  quelconque,  c'est-à-dire  lorsqu'on  soumet  £,  7j,  Ç, 
*£i>  ï"ri4}  iK\  aune  substitution  linéaire  orthogonale  quelconque. 
Elle  se  reproduit  même  à  un  facteur  constant  près  si  l'on  combine 
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ce  déplacement  avec  une  transformation  homothétique  arbitraire. 
Cela  donne,  dans  l'espace  à  trois  dimensions,  la  transformation 
du  numéro  précédent  et  l'on  voit  que  la  forme  F  ne  cessera  pas 
d'être  nulle,  après  cette  transformation,  si  elle  l'était  auparavant. 
Ainsi  se  trouvent  établis  les  résultats  des  noS  900  et  906. 

Mais  la  forme  F  se  reproduit  aussi,  à  un  facteur  près,  lorsqu'on 
soumet  les  mêmes  variables  £,  7),  ...  à  une  inversion;  c'est-à-dire 
lorsqu'on  effectue  une  substitution  de  la  forme 

(33)  i:=^=^=+ti=+^=+^= i*! 

{    J    ï     r,      c    -^     -Tj,     -ç,     Ê2+v-+-<;2-£?-7)?-q 

Si  donc  elle  était  déjà  nulle,  elle  ne  cessera  pas  de  l'être.  Par 
suite,  la  transformation  définie  par  les  formules  précédentes 
transforme  un  couple  de  surfaces  applicables  en  un  autre  couple 
de  même  nature. 

Si  l'on  prend  partout  le  signe  —  et  si  l'on  introduit  les  va- 
riables x,  y,  z,  xK ,  yK ,  Z\ ,  les  formules  précédentes  deviennent 

/  34  )       f!  =  y  _  f!  =  ^î  =  zi  =  îV  _         *2 

xi        ji        zx         x  y  z         xxl-Aryyl-^zzi 

Ce  sont  celles  que  nous  avons  données  au  n°  903  et  qui  conser- 
vent la  propriété  de  deux  surfaces  de  se  correspondre  avec  ortho- 
gonalité  des  éléments  linéaires. 

908.  En  terminant  ce  Chapitre,  nous  montrerons  que  les  for- 
mules précédentes  comprennent,  comme  cas-limite,  celles  qui  ont 
été  données  au  n°  902. 

Remarquons  d'abord  que,  dans  la  forme 

dx  dxx  -t-  dy  dyx  -+-  dz  dzy, 

i                                                        x-+-  a  -, ,  . 

on  peut  toujours  remplacer  xK  par  ax{  et  x  par  >  a  dési- 
gnant une  constante.  Si  l'on  remplace  en  outre  x'  par  x' — a  et 
A-2  par  —  a,  les  formules  se  présentent  sous  la  forme  suivante 

x' — a        y'        z'         x\a         y\        z\  — a 

axi         y  y        Zi        x  -+-  a        y         z        xy{x  -+-  cc)-\-yyi-\-  zz\ 

Faisant  croître  a  indéfiniment,  on  trouvera 

y.=z-=y=ï±=œ>l=-±, 

7\       z\       y         z  xx 
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puis 

a*xi  \       xxl-+-yyl-hzzl 

x  =  lim    a  — 


Xi  (a?  -f-  a)  -+- yyx  h-  zzx 

On  a  ainsi 

xx x  -+-  VY\  ■+■  zzi  ,              i 

?  =  — -,  x.  — , 

Xi  xx 

\y'=——>  y\  =  ——> 

Xi  Xi 


Xi  Xi 

Aux  notations  près,  c'est  le  résultat  signalé  au  n°  902. 
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CHAPITRE   Y. 

APPLICATIONS      DIVERSES. 

Étude  du  cas  particulier  où  la  surface  (S,),  qui  correspond  à  (S)  avec  orthogo- 
nalité  des  éléments  linéaires,  se  réduit  à  un  plan.  —  Ce  que  devieunent  alors  les 
douze  surfaces.  —  Application  à  la  question  suivante  :  déterminer  toutes  les  con- 
gruences  rectilignes  pour  lesquelles  la  surface  moyenne  est  un  plan.  —  On  déter- 
mine, parmi  ces  congruences  rectilignes,  celles  qui  sont  formées  des  normales  à 
une  surface.  —  Étude  du  problème  plus  étendu  :  déterminer  toutes  les  surfaces 
pour  lesquelles  les  développables  formées  par  les  normales  découpent,  sur  la  dé- 
veloppée moyenne,  un  réseau  conjugué.  —  La  solution  de  ce  problème  se  ramène 
à  la  détermination  de  la  déformation  infiniment  petite  des  surfaces  minima.  — 
Cette  détermination  se  ramène  d'ailleurs  à  l'intégration  d'une  équation  linéaire 
harmonique.  —  C'est  de  la  même  équation  aux  dérivées  partielles  que  dépend  la 
détermination  des  surfaces  ayant  même  représentation  sphérique  de  leurs  lignes 
de  courbure  que  la  surface  minima  adjointe  à  la  proposée.  —  Comment  on  re- 
trouve les  surfaces  minima  dans  l'étude  de  la  déformation  infiniment  petite 
de  la  sphère.  —  Développement  des  calculs.  —  Déformation  infiniment  petite 
d'une  surface  à  courbure  constante  négative.  —  L'une  des  douze  surfaces  de- 
vient alors  une  de  ces  surfaces,  considérées  en  premier  lieu  par  M.  Voss,  et  sur 
lesquelles  il  y  a  un  réseau  conjugué  exclusivement  composé  de  lignes  géodé- 
siques.  —  Étude  des  développantes  de  ces  surfaces.  —  Elles  constituent  l'une 
des  nappes  d'une  congruence  recliligne  pour  laquelle  les  développables  corres- 
pondent aux  lignes  de  courbure  sur  les  deux  nappes  de  la  surface  focale.  — 
Démonstration  géométrique  des  théorèmes  de  M.  Guichard,  relatifs  à  ces  sur- 
faces. —  Le  Chapitre  se  termine  par  la  démonstration  d'un  lemme  dont  il  a 
été  fait  usage  dans  la  démonstration  précédente,  et  qui  est  susceptible  de  nom- 
breuses applications  à  la  théorie  des  congruences  rectilignes. 


909.  Nous  avons  déjà  signalé  plus  haut  une  solution  évidente 
du  problème  des  éléments  rectangulaires  :  c'est  celle  où,  la  sur- 
face (S)  étant  quelconque,  la  surface  (S4)  est  un  plan.  Il  est  in- 
téressant de  rechercher  ce  que  deviennent,  dans  ce  cas  spécial, 
les  douze  surfaces  définies  au  Chapitre  précédent.  On  a  alors 

/  xx  =  «o-l-  ciy  —  bxz, 

(1)  \  yi  =  b0+  a,z  —  c^, 

\  z{=  c0-f-  bYx  —  axy\ 
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«G?  b0,  co',  #i)  b\->  c'i  désignant  six  constantes  quelconques. 
D'après  nos  tableaux  et  nos  formules,  on  reconnaît  sans  peine 
que  les  quatre  surfaces  (S,),  (A),  (S3),  (A2)  se  réduisent  à  des 
plans,  tandis  que  leurs  polaires  réciproques,  les  surfaces  (S,), 
(A,),  (S3),  (A3),  se  réduisent  à  des  points.  Il  reste  donc  à  exa- 
miner seulement  les  trois  surfaces  (S),  (S2),  (S2)  qui,  avec  (S), 
complètent  le  système  cherché.  Or,  la  surface  (£j  est,  en  général, 
l'enveloppe  du  plan  défini  par  l'équation 

(2)  xl(X  —  x)-hjri(Y—y)-hzi'(kZ  —  z)  =  o, 

qui  devient  ici 

a0(X  —  at)  +  bQ(Y  —  y)  +  c0(Z  —  s) 

+  a,(zY-/Z)+  b{(xZ—  z\)  —  rt(  y\  —  xY)  =  o. 

Le  lecteur  reconnaît  l'équation  du  plan  formé  par  toutes  les 
droites  qui  appartiennent  à  un  complexe  linéaire,  et  passent  par 
le  point  (x,  y,  z).  La  surface  (2)  est  donc  la  polaire  réciproque 
de  (S)  par  rapport  au  complexe  linéaire  défini  par  les  six  con- 
stantes «0,  b0}  c0,  —  a, ,  —  bi}  —  <?i .  C'est  un  résultat  qu'il  était 
aisé  de  prévoir.  Nous  savons,  en  effet,  que,  dans  le  cas  qui  nous 
occupe,  il  ne  s'agit  pas  (n°  806)  d'une  véritable  déformation  de  la 
surface  (S),  mais  d'un  simple  déplacement  d'ensemble  de  cette 
surface.  Pour  chacun  de  ses  points,  la  directrice  de  la  déforma- 
tion devient  la  direction  de  la  vitesse  du  point,  dans  ce  déplace- 
ment; et  le  plan  perpendiculaire  à  cette  directrice,  plan  qui  enve- 
loppe la  surface  (S),  n'est  autre  que  le  plan  du  complexe  linéaire 
engendré  par  toutes  les  droites  qui,  dans  le  déplacement  consi- 
déré, sont  normales  à  la  vitesse  d'un  de  leurs  points.  Ainsi  se 
trouve  confirmée  la  relation  établie  par  le  calcul  entre  (S)  et  (2). 

Quant  aux  surfaces  (S2)  et  (S2),  elles  sont,  d'après  le  Tableau 
delà  page  71,  les  polaires  réciproques  de  (S)  et  de  (S)  par  rapport 
à  la  sphère  de  rayon  i  ayant  l'origine  pour  centre.  Cela  suffit  à 
les  définir  et  à  montrer  qu'elles  sont,  entre  elles,  dans  la  même 
relation  dualistique  que  (S)  et  (S),  pourvu  que  l'on  substitue  au 
complexe  linéaire  défini  plus  haut  son  polaire  réciproque  par  rap- 
port à  la  sphère  de  rayon  i.  Les  surfaces  (S)  et  (S2)  sont  évi- 
demment en  relation  homographique  puisqu'elles  sont  les  polaires 
réciproques  d'une  même  surface  (S)  l'une  par  rapport  à  un  corn- 
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plexe  linéaire,  1'aulre  relativement  à  une  sphère.  La  même  re- 
marque s'applique  aux  surfaces  (S),  (S2),  qui  sont  les  polaires 
réciproques  de  (S). 

Cette  solution  tout  exceptionnelle  du  problème  proposé  s'ob- 
tient en  prenant  pour  <±>  dans  les  formules  (G)  [p.  25]  une  combi- 
naison linéaire  à  coefficients  constants  des  solutions  particulières 
0, ,  82,  93,  à  savoir 

(3)  w  =—  ai%i  —  &,02—  Ci03. 

Si  le  lecteur  voulait  en  déduire  des  couples  de  surfaces  appli- 
cables conformément  à  la  méthode  du  n°  8o4,  il  reconnaîtrait  aisé- 
ment qu'on  obtient  seulement  ainsi  deux  positions  différentes 
d'une  même  surface  ou  deux  surfaces  symétriques.  On  peut 
rattacher  cette  remarque  à  un  beau  théorème  de  Ghasles  relatif  au 
solide  milieu  dans  le  déplacement  fini  d'une  figure  invariable 
quelconque.  Dans  un  article  publié  en  1 83 1  ('),  l'illustre  géomètre 
énonce  la  proposition  suivante  : 

Quand  on  a  dans  V espace  deux  corps  parfaitement  égaux, 
et  placés  d'une  manière  quelconque,  si  l'on  Joint  par  des 
droites  les  points  du  premier  aux  points  homologues  du  se- 
cond, les  points  milieux  de  ces  droites  formeront  un  second 
corps  solide  qui  sera  tel  qu'on  pourra  lui  donner  un  mouve- 
ment infiniment  petit  dans  lequel  tous  ses  points  se  dirigeraient 
suivant  ces  mêmes  droites  (-). 

Il  suffit  évidemment  d'appliquer  cette  proposition  au  cas  où  les 
deux  corps  égaux  se  réduiraient  à  des  surfaces  égales  pour  re- 
trouver le  cas  particulier  de  la  déformation  infiniment  petite  étu- 
diée au  commencement  de  ce  numéro. 


(')  Chasles,  Note  sur  les  propriétés  générales  du  système  de  deux  corps 
semblables  entre  eux,  et  placés  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace  et 
sur  le  déplacement  fini  ou  infiniment  petit  d'un  corps  solide  libre;  communi- 
quée à  la  Société  Philomatbique,  séance  du  5  février  1 83 1  {Bulletin  de  Férussac, 
t.  XIV,  p.  32i-3a6). 

(2)  Si  les  deux  corps  dont  il  est  question  dans  le  théorème  de  Chasles,  au  lieu 
d'être  parfaitement  égaux,  étaient  symétriques,  le  solide  milieu  se  réduirait  à  un 
plan. 
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910.  Ce  cas  particulier  que  nous  venons  de  considérer  inter- 
vient de  la  manière  la  plus  simple  dans  la  solution  de  la  question 
suivante  : 

Déterminer  toutes  les  congruences  rectilignes pour  lesquelles 
la  surface  moyenne  est  un  plan. 

Si,  en  effet,  la  surface  moyenne  est  un  plan,  le  réseau  inter- 
cepté sur  ce  plan  par  les  développables  de  la  congruence  est  né- 
cessairement conjugué,  comme  tous  les  réseaux  plans,  et  il  n'y  a 
plus  qu'à  appliquer  la  proposition  générale  des  n0s  891  et  892  en 
supposant  seulement  que  la  surface  (S()  se  réduise  à  un  plan  (P). 

A  cet  effet,  on  prendra  arbitrairement  la  surface  (S),  et  l'on 
adjoindra  au  plan  (P)  une  droite  fixe  (d)  perpendiculaire  à  ce 
plan.  On  fera  tourner  la  surface  (S)  de  900  autour  de  (d)  ;  puis  on 
projettera  tous  ses  points  sur  le  plan  (P)-  A  chaque  point  M  de  la 
surface  primitive  (S)  correspondra  ainsi  un  point  M'  du  plan(P). 
La  correspondance  établie  par  cette  construction  sera  évidem- 
ment telle  qu'à  tout  élément  linéaire  de  (S)  corresponde  un  élé- 
ment linéaire  orthogonal  de  (P),  et  l'on  reconnaîtra  sans  peine 
qu'elle  devient  la  plus  générale  de  toutes  celles  qui  satisfont  à 
cette  condition,  si,  dans  la  construction,  on  substitue  à  (S)  une 
de  ses  homothétiques  par  rapport  au  pied  de  la  droite  (d)  sur  le 
plan  (P). 

Si  l'on  applique  maintenant  à  l'ensemble  des  deux  surfaces  (S) 
et  (P)  la  proposition  du  n°  892,  on  voit  que,  pour  obtenir  la  con- 
gruence cherchée,  il  suffira  de  mener  par  chaque  point  M'  du 
plan  (P)  une  droite  qui  soit  parallèle  à  la  normale  menée  en  M  à 
la  surface  (S).  On  peut  ajouter  que,  d'après  la  proposition  gé- 
nérale indiquée  au  n°  891,  les  plans  focaux  de  cette  droite  de  la 
congruence  seront  perpendiculaires  aux  tangentes  asymptotiques 
relatives  au  point  correspondant  de  la  surface  (S)  (■  ). 

911.  Cette  solution  générale  du  problème  posé  nous  conduit 


(')  Cette  construction  a  été  donnée  par  M.  C.  Guichard  dans  une  Note  :  Sur 
les  congruences  dont  la  surface  moyenne  est  un  plan,  insérée  en  1892  au 
tome  CXIV  des  Comptes  rendus,  p.  729.  M.  Guichard  dit  aussi  quelques  mots 
du  cas  où  les  droites  de  la  congruence  sont  les  normales  d'une  surface. 
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à  examiner  le  cas  particulier  où  l'on  exige,  non  seulement  que  la 
surface  moyenne  soit  un  plan,  mais  aussi  que  la  congruence  soit 
formée  des  normales  à  une  surface.  D'après  la  construction  pré- 
cédente des  plans  focaux,  il  sera  nécessaire  et  suffisant  qu'en 
chaque  point  de  (S)  les  tangentes  asymptotiques  soient  rectan- 
gulaires, c'est-à-dire  que  (S)  soit  une  surface  minima. 

Ainsi,  pour  obtenir  toutes  les  congruences  de  normales  dans 
lesquelles  la  surface  moyenne  est  un  plan,  il  suffira  d'établir, 
comme  on  l'a  indiqué  plus  haut,  une  correspondance  avec  or- 
thogonalité  des  éléments  entre  une  surface  minima  quel- 
conque et  un  plan,  puis  de  mener,  par  chaque  point  du  plan, 
une  droite  parallèle  à  la  normale  au  point  correspondant  de 
la  surface  minima. 

912.  Plus  généralement,  proposons-nous  le  problème  suivant: 
Déterminer  toutes  les  surfaces  pour  lesquelles  les  développa- 
bles  formées  par  les  normales  découpent  sur  la  développée 
moyenne  un  réseau  conjugué.  Nous  donnons  ici  le  nom  de  dé- 
veloppée moyenne  à  la  surface  décrite  par  le  milieu  du  segment 
formé  sur  chaque  normale  par  les  deux  centres  de  courbure.  Nous 
allons  voir  que  la  solution  de  cette  question  est  liée  à  l'étude  de 
la  déformation  infiniment  petite  des  surfaces  minima. 

Reportons-nous,  en  effet,  à  la  construction  donnée  au  n°  891, 
et  qui  nous  fait  connaître  toutes  les  congruences  pour  lesquelles 
les  développables  découpent  sur  la  surface  moyenne  un  réseau 
conjugué.  Pour  que  ces  congruences  soient  formées  de  normales, 
c'est-à-dire  pour  que  les  plans  focaux  de  chaque  droite  soient  rec- 
tangulaires, il  sera  nécessaire  et  suffisant  qu'en  chaque  point  de 
(S)  les  tangentes  asymptotiques  soient  rectangulaires,  c'est- 
à-dire  que  (S)  soit  une  surface  minima.  Ainsi  : 

Pour  obtenir  la  congruence  de  normales  la  plus  générale 
dans  laquelle  les  développables  découpent  sur  la  surface 
moyenne  un  réseau  conjugué,  il  suffira  de  déterminer  la  sur- 
face la  plus  générale  (Sj)  qui  correspond  avec  orthogonalité 
des  éléments  linéaires  à  une  surf  ace  minima  quelconque  ;  puis 
de  mener  par  chaque  point  de  (S,)  une  parallèle  à  la  nor- 
male au  point  correspondant  de  (S). 
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913.  Cela  nous  amène  à  dire  quelques  mots  du  problème  de 
la  déformation  infiniment  petite  des  surfaces  minima. 

En  nous  reportant  au  n°  205,  nous  reconnaîtrons  aisément  que, 
si  l'on  prend  les  équations  qui  définissent  une  surface  minima 
sous  la  forme  suivante  : 


ru*-i   .  ./-V2-I  , 

j       u>     du—    lJ       v,     dv, 


(4) 


y 


I 


U2-+-i 


U' 
lu 


du 


if  y,  *,, 


U,  V  désignant  des  fonctions  de  u  et  de  v  respectivement,  l'équa- 
tion différentielle  des  lignes  asymptotiques  prendra  la  forme 

(5)  du?  —  dvi  =  o. 

Les  cosinus  directeurs  de  la  normale  seront  ici 

U-4-V  ,       .V  —  U  „       i  — uv 

(  "  )  C  =    ppr-,  ■)  C    =   l   rfT  j  C    =    r-r;  • 

v    '  i  +  UV  i  -+-  UV  [+UV 

Si,  au  lieu  d'introduire  les  paramètres 

(7)  a—u-hv,  p  =  U  —  V 

des  deux  familles  de  lignes  asymptotiques,  on  conserve  les  va- 
riables u  et  p,  les  trois  fonctions  Ql5  92,  93  considérées  au  n°  870 
auront  les  expressions  suivantes 


(8) 


U-+-V 


e,  =  i 


.V  — u 


uv 


v/U'V  /U'V  s/U'V 

et  elles  satisferont  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 


(9) 


<?3  9 

du- 


v/u7 


v/V' 


L  /u' 


v/V   J 


qui  remplacera  l'équation  (19)  du  n°  870,  et  qui  est  celle  qu'il 
faudra  intégrer  si  l'on  veut  résoudre  le  problème  de  la  déforma- 
tion infiniment  petite  de  la  surface  minima.  Or,  cette  équation 
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appartient  au  type  de  celles  que  nous  avons  nommées  harmoni- 
ques [II,  p.   ii)3].  Ainsi  : 

La  détermination  de  la  déformation  infiniment  petite  d'une 
surface  minima  quelconque  se  ramène  à  Vintégration  de 
l'équation  linéaire  harmonique  la  plus  générale. 

L'étude  des  équations  harmoniques  a  été  faite  au  Livre  IV, 
Ghap.  IX.  Nous  n'j  reviendrons  pas  ici. 

Revenant  au  problème  du  numéro  précédent,  nous  nous  con- 
tenterons seulement  d'indiquer  comment  on  détermine  les  sur- 
faces normales  aux  droites  de  chacune  des  congruences  obtenues. 

Si  l'on  pose 

(10)  84  =  , 

on  aura 

(.1)  et  =  e*  +  el  +  el, 

et  l'on  reconnaîtra  aisément  que  94  est  encore  une  solution  par- 
ticulière de  l'équation  (9).  Cela  posé,  la  surface  normale  aux 
droites  de  la  congruence  sera  définie  par  les  formules 

,  81  ,  02  „  „  O3  „ 

(12)  x'=Xi+  g-Ç,         j=jki-H^£,  x=Xi+^\, 

où  l'on  a 

(i3)  ?=/     o- «4^-  )  dv -\-  (<o- lii-r-idu; 

J  \     du  ou  j  \     dv  àv  / 

les  coordonnées  xu  y{,  s,  de  la  surface  (S,)  étant  définies  par 
les  formules  analogues 

4  '  )  J   \     au  du  J  \  2  dv  dv  J        ' 

f  r/   dw       de3\  .  ^  /fl  ^        ^o3\  , 

\  J   \     du  du  J  \      dv  dv  J 

Si  l'on  veut  que  la  surface  moyenne  (S,  )  se  réduise  à  un  plan,  on 
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pourra  prendre 

(i5)  u)  =  A03) 

h  désignant  une  constante  quelconque. 

914.  Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  il  y  a  lieu  de  signaler  une 
propriété  intéressante  du  groupe  des  douze  surfaces.  D'après  la 
proposition  générale  qui  a  été  établie  au  n"  895,  la  surface  que 
nous  avons  désignée  par  (A,)  est  la  polaire  réciproque  de  la  sur- 
face (A)  par  rapport  à  la  sphère  de  rayon  i  admettant  pour  centre 
l'origine  des  coordonnées;  et  elle  est,  par  suite,  l'enveloppe  du 
plan  dont  l'équation  est 

(16)  0,X-f-02V-+-  83Z-H  w  =  o. 

Elle  correspond  à  la  surface  minima  (S)  avec  parallélisme  des 
plans  tangents,  et  nous  savons,  de  plus,  que  les  lignes  asympto- 
tiques  de  (S)  correspondent  à  un  réseau  conjugué  de  (A,) 
(n°  897).  Cela  posé,  introduisons  la  surface  minima  (S')  qui  est 
l'adjointe  de  (S)  (n°  210).  D'après  les  relations  établies  entre 
(S)  et  (S'),  nous  voyons  que  la  correspondance  entre  (S')  et(At) 
aura  lieu  avec  parallélisme  des  plans  tangents  et,  de  plus,  que  les 
lignes  de  courbure  de  (S')  [correspondant,  nous  l'avons  vu,  aux 
lignes  asymptotiques  de  (S)]  correspondront  à  un  réseau  con- 
jugué de  (A,).  Nous  concluons  de  là  que  le  réseau  conjugué 
commun  à  (S')  et  à  (A,  )  sera  formé  des  lignes  de  courbure  de 
ces  deux  surfaces,  et  qu'elles  auront  l'une  et  Vautre  la  même 
représentation  sphérique  de  leurs  lignes  de  courbure.  Ainsi  : 

Chaque  solution  du  problème  de  la  déformation  infiniment 
petite  d'une  surface  minima  fait  connaître  une  surface  ayant 
même  représentation  sphérique  que  la  su/face  minima  ad- 
jointe et  vice  versa. 

Ces  deux  problèmes  :  déformation  infiniment  petite  d'une  sur- 
face minima,  détermination  des  surfaces  ayant  même  représenta- 
tion sphérique  de  leurs  lignes  de  courbure  que  l'adjointe  à  la  sur- 
face minima,  se  ramènent  l'un  à  l'autre,  et  dépendent  de  la  même 
équation  linéaire  harmonique.  Le  lecteur  établira  aisément  ce  ré- 
sultat par  l'analyse  en  remarquant  que  a.=  u-\-velfi  =  u  —  v 
sont  les  paramètres  des  lignes  de  courbure  de  l'adjointe,  et  appli- 


APPLICATIONS    DIVERSES.  93 

quant  à  ce  cas  particulier  la  solution  du  problème  de  la  repré- 
sentation sphérique  indiquée  au  n°  162. 

915.  On  retrouve  encore  les  surfaces  minima  en  étudiant  une 
autre  application  particulière  de  nos  propositions  générales. 

Supposons  que  la  surface  (S)  soit  une  sphère  définie  par  l'é- 
quation 

(17)  a?2-!-js-+-5s=  t, 

et  reportons-nous  à  nos  Tableaux  [p.  71]. 

La  surface  (22)  polaire  réciproque  de  (S)  sera  aussi  une  sphère, 
identique  à  la  première;  et  les  deux  points  homologues  de  (S)  et 
de  (S2)  seront  diamétralement  opposés. 

Les  surfaces  (S()  et(A2)  qui  correspondent  aux  deux  sphères 
avec  orlhogonalité  des  éléments  linéaires  seront  (n°  863)  les  sur- 
faces moyennes  de  deux  cong menées  isotropes. 

Pour  indiquer  ce  que  sont  les  huit  autres  surfaces,  remarquons 
que,  le  système  I  étant  formé  des  lignes  de  longueur  nulle  de 
(S)  et  de  (S2),  les  réseaux  II  et  III  qui  lui  sont  harmoniques  sont 
formés  nécessairement,  sur  chacune  de  ces  sphères,  de  lignes 
orthogonales.  Ces  deux  réseaux  auront  leurs  invariants  ponctuels 
(ou  tangentiels,  ce  qui  est  la  même  chose  dans  le  cas  de  la  sphère 
et  de  toute  surface  du  second  degré)  égaux;  et,  comme  ils  sont 
harmoniques  l'un  à  l'autre,  les  courbes  appartenant  à  l'un  d'eux 
bissecteront  en  chaque  point  l'angle  formé  parles  courbes  appar- 
tenant à  l'autre. 

Comme  la  sphère  (S)  et  la  surface  (A<)  se  correspondent  par 
plans  tangents  parallèles,  le  système  II,  qui  est  conjugué  sur  ces 
deux  surfaces,  sera  nécessairement  formé,  sur  (A,),  des  lignes  de 
courbure  ;  et  comme,  sur  (A<  )  et  sur  (S),  les  tangentes  aux  courbes 
du  système  I  sont  parallèles  aux  points  correspondants  des  deux 
surfaces  ('),  il  en  résulte  que,  sur  (A,),  le  système  I  sera  néces- 


(')  En  général,  si  l'on  choisit  parmi  les  douze  surfaces  deux  quelconques  de 
celles  qui  se  coi-respondent  par  plans  tangents  parallèles,  nous  avons  vu  au 
n°  893  qu'en  des  points  correspondants  de  ces  deux  surfaces  les  courbes  de  l'un 
quelconque  des  réseaux  I,  II,  III  ont  leurs  tangentes  parallèles.  Seulement, 
tandis  que,  pour  l'un  d'eux  qui  est  le  réseau  conjugué  commun,  les  courbes  cor- 
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sairement  formé  des  lignes  de  longueur  nulle.  Ce  s\slème  étant 
conjugué,  (A,)  sera  une  surface  minima;  et  la  relation  entre 
(A,)  et  (S)  sera  telle  que  les  lignes  de  longueur  nulle  se  corres- 
pondront sur  les  deux  surfaces,  les  lignes  asjmptotiques  de  (At) 
correspondant  à  un  système  rectangulaire  de  (S).  Nous  retrou- 
vons les  propriétés  essentielles  relatives  à  la  représentation  sphé- 
rique  des  surfaces  minima. 

Le  raisonnement  précédent  s'applique  à  (2,),  qui  dérive  de(S2) 
comme  (A|  )  de  (S).  Les  deux  surfaces  minima  (A,),  (S,)  se  cor- 
respondent avec  parallélisme  des  plans  tangents,  similitude  des 
éléments  infiniment  petits;  les  lignes  asjmptotiques  de  l'une  cor- 
respondent aux  lignes  de  courbure  de  l'autre.  Cela  résulte  des 
Tableaux  de  la  page  71.  Nous  verrons  plus  loin  que  ce  sont  deux 
surfaces  adjointes  l'une  à  l'autre. 

La  définition  des  autres  surfaces  ne  présente  plus  aucune  diffi- 
culté. 

La  surface  (S),  associée  à  (S),  et  la  surface  (Sg),  associée  à  (22). 
constituent  les  deux  nappes  des  surfaces  focales  de  deux  con- 
gruences  pour  lesquelles  les  lignes  asjmptotiques  se  correspon- 
dent sur  les  deux  nappes.  Par  exemple,  les  lignes  asjmptotiques 
de  (S)  correspondent  aux  génératrices  rectilignes  de  la  sphère  (S). 

Les  surfaces  (A)  et  (S3  )  sont,  d'après  les  Tableaux,  des  polaires 
réciproques  de  surfaces  minima.  Enfin,  les  surfaces  (23)  et  (A3) 
sont  les  polaires  réciproques  des  surfaces  moyennes  de  deux  con- 
gruences  isotropes. 

Sur  toutes  ces  surfaces,  on  saura  déterminer  les  réseaux  1,  II. 
III  par  de  simples  quadratures. 

Si  l'on  associe  la  surface  moyenne  (S|)  à  la  surface  minima 
(S,),  on  voit  qu'elles  sont  les  deux  nappes  de  la  surface  focale 
d'une  congruence  à  lignes  asymptotiques  correspondantes.  Ainsi, 
les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  moyenne  (S,)  corres- 
pondent à  celles  de  la  surface  minima  (S,). 

Il  ne  reste  plus  qu'à  donner  les  résultats  des  calculs. 


respondantes  admettent  des  tangentes  parallèles;  pour  les  deux  autres,  qui  sont 
formés  des  lignes  asymptotiques  sur  l'une  ou  sur  l'autre  des  deux  surfaces,  ce 
sont  les  tangentes  aux  courbes  non  correspondantes  qui  sont  parallèles  (nos  893 
et  894). 
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916.  Les  coordonnées  x,y,  z  d'un  point  de  la  sphère  (S)  se- 
ront définies  en  fonction  des  paramètres  a  et  (3  des  lignes  asym- 
plotiques,  c'est-à-dire  des  lignes  de  longueur  nulle,  par  les  for- 
mules si  souvent  employées 

(18)  x  =  —= — lj  j^=jJ— 


t.p  H- 1  ^  ap  -hl  ap  -h  ï 

Les  quantités  8t,  92>  83  qui  figurent  dans  le  Chapitre  précédent 
et  sont  reliées  aux  cosinus  directeurs  de  la  normale  par  les  for- 
mules (17)  du  Chapitre  II,  où  \  est  déterminé  par  l'équation  (2-) 
du  même  Chapitre,  auront  ici  pour  expressions 

(19)  §l  =  x\fl,         02=jk/ï",         03  =  z\/t\ 

Elles  satisferont,  comme  x,y,  z,  à  l'équation  du  second  ordre 

(20) 


dadp        (1-f-ap/2 

Si  on  les  porte  dans  les  formules  de  M.  Lelieuvre,  elles  donne- 
ront naissance  aux  identités 


ày  .dx 

àx        ~  àx  doc 


J  àx  da. 


dz 

yà~§  ~ 

Jy 

.dx 

~-l~dy 

dx 

dz 
'XdJ~ 

-ldJ' 

.  dx  dz  .ày 

(21)        <     Z- X   —    = l  —  >  (22) 

;  da  dy.  àx  K      ' 

\       ày  àx  .àz  f       dy  dx 

\       àx       ^   àx  dx  \       dp       J  dp  dp 

auxquelles  on  peut  joindre  les  suivantes,  qui  s'en  déduisent  im- 
médiatement par  différentiation, 


(23) 


Remarquons  encore  que  x^  y,  z  sont  des  solutions  particulières 
D.  —  IV.  7 


dy  dz 

ày  àz 

~  dp  àx  ~ 

ilx 

dx   dp 

(i  +  «P)2 

dz  dx 

àz   àx 

liy 

dx  dp 

dp  da 

(ï  +  aP)» 

dx  dy 

àx  ày 
"dp  àx  = 

2  iz 

dx  dp 

(n-«P)2 
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des  deux  équations 

v     ,y  da2         1  4- au  da 

ce  qui  permet  de  simplifier  les  calculs. 

917.  Pour  trouver  la  surface  (S,)  qui  correspond  à  la  sphère 
(S)  avec  ortliogonalité  des  éléments  linéaires,  il  faut  d'abord  in- 
tégrer l'équation  aux  dérivées  partielles  (20).  L'intégrale  générale 
de  cette  équation  est 

B  o  (  a.  )  -+•  a  tb  (  S  )         ,,    . 
(26)  0  =  2  '    '     1^ao' ?'<  «)  -  f(P), 

<p(a)  et  ^((3)  désignant  deux  fonctions  arbitraires.  Mais,  afin  que 
la  surface  (S|  )  soit  réelle  lorsque  o  et  ^  sont  des  fonctions  imagi- 
naires conjuguées,  nous  prendrons  pour  la  solution  u  du  Cha- 
pitre II,  l'expression  suivante 

(  27  )  10  =  0  y/7. 

Remarquons  les  deux  relations  identiques 

auxquelles  satisfait  B. 

Les  coordonnées  xs,y^  zs  de  (S()  sont  alors  définies  par  des 
quadratures  telles  que  la  suivante 

(30)  -.=;/(.£-•£)*-(.  £-•£)* 

quadratures  que  l'on  effectue  sans  difficulté. 
Si  l'on  pose 

(30  g  =  a.3cp(«)-a^(3)_ 

t  sera  encore  une  solution  de  l'équation  (20),  solution   que  l'on 
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déduirait  de  9   en  y  remplaçant  respectivement  <p(a),  '}((3)  par 
i o (a)  et  —  t  (]; ( P).  On  trouvera 

.    dx  .  ,  dx        ....         ..  ii((2  —  ii) 

X\  =   GX  -i-  2lO ■ïl'il  -T7r   =   l(<b  CS    )X  -\ — ~—  , 

1  07.  dp  '  1  -+-  ap 

.    dy           .    ùv              ,                         a-h<\> 
102)      <  yx=  av  -\-2iv-c- '2iy-rx  =  i{<i>  —  9  )y  -+- 2-*- n  > 

.    dz  . .  dz         ....         ,.  .Ses  —  ad/ 

;2  =  az  -+-  110  - 2iii  -^  —  i(<b  — o  )z  -\-  21  — 0    • 

'  da  T  dp  T  1  +  ap 

On  a  vu  que  (S,)  est  la  surface  moyenne  d'une  congruence 
isotrope  (n°  863).  Les  pians  focaux  de  cette  congruence  seraient 
définis  ici  par  les  équations 

(   (i  —  a2  )Xi  -+-  i(i  -+-  a2) y,  -+-  2x^1  =       /W'es(a), 

(33)  1  ' 

(  (1  -  p2K,  -  i(i  +  p2)ri  +  2p«,  =  -  4i'<KP): 

Après  (S(),  toutes  les  autres  surfaces  s'obtiennent  sans  aucune 
quadrature.  Les  coordonnées  «,  b,  c  d'un  point  de  (A)  ont  pour 
expressions 

(34)  a=f,         b  =  £,         c  =  f- 

La  polaire  réciproque  (A,)  de  (A)  est  définie  par  les  formules 

(r  +  a3)2  /d6   dx        d6   to\ 

•2  \d(3  da         da  d$  J 

,   .  .  (i-h.aS)2  /dO   dr        d6   dy\ 

<  b^-*y — —-  (dp  ^ + t.  i  y 

(i  +  ap_)2  /d6   d£       dO   dj; 
Cl  _  _  j  -  _         ^  _  -+-  _  _ 

ou,  en  développant  les  calculs, 

I  y%  1  B2 

ai  =  ^— =-  9"+  xcp'—  cp  H -Î-  f  +  Pf—  (J;, 

(35')         {   ,         ./r-t-a2    „  r        \       ./1  +  P2.,,      01, 

x   bt=  il  ©"  —  aes  +  es     —  t L  A/—  Pf  4-  <p    , 


1  =  «cp"  —  es'  -1-  pi"  —  il'. 
On  trouvera  de  même,  pour  les  coordonnées  d'un  point  de  (5T 
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les  expressions 

20  ôx        ■>.']/  àx 
0    da         8    ^P 

10  dz        v'I  dz 
T"  c)a  H"  T  dp' 

et  pour  celles  du  point  (X1?  Y,,  Z|  )  de  (S(  ) 

(1  -+-  ajj)2  /c*7   c'.r        t>-  dx 
x,  =  a*  +  — (  -^  ^    -  -  ^ 

/o^  Y  ffV    ,     (l  +  «p)2/d(T    <fr  &rfr\ 

(1  -4-  afi)2  (da  dz        da  dz 


Zl  -  ff*  +  '  dï  Ox    '    0*  M 


ou  encore 


.1  —  *2    „       ■     ,       •         .i—3- 
a 1  =  —  t o  —  1  ao  -1-  t î>  -+-  / — 

2  '  '  '2 

<  Y1=iî!±i .'-»'  +  • +  ^±^ *'-?*'+ *, 

2  '  '  2  ' 

Z,  =  i( —  atp"+  o'-h  p'V'—  <|/), 

ces  valeurs  se  déduisant  de  celles  de  ai}  bt ,  cK  où  l'on  remplacera  h 
par  —  o-,  c'est-à-dire  <p  et  <J/  par  —  îo  et  «il. 

On  trouve  ensuite,  pour  les  autres  surfaces,   les  formules  sui- 
vantes 


VA  A  dX  I     ÔX 

'  da  '  dp 


X,  = 


c2  =—  Z0=  —  ~ô  —  2Cp   —   —  2'}^, 

v  «1  /  X, 

A3   =—  _-  ,  «3=  — 


Ai  J~       Ai 

-l1'  (A3)           <63=--)-, 

" 1  i                          ''  1 

7                 Cl  f  „                 Zl 

L-i—  —  —,  c3  =—  -,- 

«  1  \                  «  i 


a?3  = 

a 

73  = 

y 

<3 

Z 

*3    = 

■> 

APPLICATIONS    DIVERSES. 

et 

Xi  i  io  dx       i  i<\i  dx 

\^>i)     '  y 2  — —  — y  — ; — s tq >  (&3J 

i  z^  i  icp  d;;        2  i<j;  dz 

t  a     da  iT     d^ 

où  Ton  a  posé 

(38)  «i^i-f-  bY yi^r-  CiZi  =  hx—  /(a cpcp" —  cp'2)  —  i(2fy<\>"—  <\>'%). 
Signalons  encore  les  identités 

(39)  ax  -+-  by  -+-  c  z  =  -»  a^i  +  JK/i -+"  -&&1  =  ff> 

qui  permettent  de  simplifier  les  calculs. 

918.  Nous  terminerons  ce  Chapitre,  consacré  à  des  applica- 
tions, en  indiquant  plusieurs  propositions  intéressantes  relatives 
au  cas  où  la  surface  fondamentale  (S)  a  sa  courbure  constante  et 
négative.  Nous  supposerons,  comme  toujours,  que  cette  courbure 
totale  ait  la  valeur  —  1.  En  changeant  un  peu  les  notations  et  dé- 
signant par  0  la  fonction  que  nous  appelions  to  au  n°  879,  nous 
aurons  l'équation  aux  dérivées  partielles 

d2Q  1 

(40)  — — p   =  -  S1112Û, 

da  dp        1 

a  et  (3  désignant  toujours  les  paramètres  des  lignes  asympto- 
tiques.  Avec  ces  notations,  l'élément  linéaire  de  la  surface  serait 
défini  par  la  formule 

(41)  ds-  —  da?  -h  d$*  -+-  2  cos  1  ù  dx  dfi , 

déjà  rappelée  au  même  endroit. 

Les  cosinus  directeurs  9,,  Q2,  93  de  la  normale  satisferont  main- 
tenant (n°  879)  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

d26 

(42)  5^p=ecosaQ; 

et  si  0  désigne  la  solution  la  plus  générale  de  cette  dernière  équa- 
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tion,  c'est  celle  solulion  qu'il  faudra  substituer  à  co  dans  les  for- 
mules (C)  [p.  25]  pour  obtenir  la  surface  la  plus  générale  qui 
correspond  à  (S)  avec  orthogonalité  des  éléments  linéaires. 

Considérons  ici  encore  la  surface  (Ai)  qui  correspond  à  (S) 
avec  parallélisme  des  plans  tangents  aux  points  homologues.  Cette 
surface  est,  nous  l'avons  déjà  remarqué,  lenvcloppe  du  plan  dé- 
fini par  l'équation 

(43)  0,  \  -i-  02Y-+-03Z  -h  0  =  o, 

tout  à  fait  semblable  à  celle  qui  a  été  indiquée  au  n°  91  ï. 

Nous  avons  vu  d'une  manière  générale  (n°  897)  que  les  lignes 
qui,  sur  (A,);  correspondent  aux  lignes  asymploliques  de  (S)  for- 
ment dans  tous  les  cas  un  réseau  conjugué  de  (A|).  Nous  allons 
démontrer  qu'ici  ce  réseau  est  entièrement  formé  de  lignes 
géodésiques. 

En  effet,  pour  obtenir  le  point  de  (A,  ),  il  faut  adjoindre  à  l'équa- 
tion précédente  ses  deux  dérivées  par  rapport  à  a  et  à  [3 


de,  _.     c)o,  Ar     d03  _ 

00 

'X+^Yh Z  - 

_  — 

Ox             Ox             Ox 

Ox 

o, 
]    ox  ox  ox  ox 

)<»;__     <?e2  v  ^  <*e3  7  ^  d% 

On  peut  joindre  à  ces  équations  les   suivantes,  bien  souvent 
rappelées, 


(45) 


(S  •«£=•■    S9^- 

i  n  d%i  dX  _  n  odi  ox  _ 


où  V  désigne  le  signe  de  Lamé.  Différentions  la  dernière  par  rap- 
port à  [3;  nous  aurons 

t)0t  O^X        n  di^l    dX 


Ox    c)3-  +  O 


0x0$    rj3 


La  deuxième  somme  est  nulle;  on  le  reconnaît  immédiatement 
en  remplaçant  les  dérivées  secondes  de  9,,  92,  Q3  par  leurs  valeurs 
déduites  de  l'équation  (42)-   Il  reste  donc  la  relation 

(46)  b^w=0- 
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Cette  relation,  rapprochée  de  la  dernière  des  équations  (45), 
montre  que  la  droite  dont  les  paramètres  directeurs  sont 

d%i       dfk       dQ-i 
doc  dx         dz 

est  normale  à  deux  tangentes  consécutives  de  la  courbe  de  para- 
mètre a  tracée  sur  (A,).  C'est  donc  la  normale  au  plan  oscil- 
lateur de  cette  courbe. 
Mais,  comme  on  a 

(47)  e»  +  eî  +  e»  =  i, 


et,  par  suite, 


oa  oa  c'a 


on  reconnaît  immédiatement,  dans  le  cas  spécial  qui  nous  occupe, 
que  cette  normale  est  parallèle  au  plan  tangent  de  (A().  Donc 
toute  courbe  de  paramètre  a,  tracée  sur  (A,  ),  est  une  ligne  géo- 
dé  sique  de  (A|  ). 

Comme  rien  ne  distingue  les  paramètres  a  et  [3,  la  démonstra- 
tion s'applique  aussi  aux  courbes  de  paramètre  (3. 

919.  Les  surfaces  qui  jouissent  de  cette  propriété  d'admettre 
un  réseau  conjugué  formé  de  lignes  géodésiques  ont  été  consi- 
dérées en  premier  lieu  par  M.  Voss  (').  On  pourra  consulter 
aussi  sur  ce  sujet  un  important  Mémoire  de  M.  Guichard  que 
nous  avons  déjà  cité  [p.  4o]  et  sur  lequel  nous  reviendrons  plus 
loin  [p.  io5]. 

Réciproquement,  proposons-nous  de  déterminer  toutes  les  sur- 
faces (V)  jouissant  de  la  propriété  précédente.  Désignons  main- 
tenant par  a,  (3  les  paramètres  du  système  conjugué  formé  de 
lignes  géodésiques  et  supposons  que  9|,  92,  83  soient  les  cosinus 
directeurs  de  la  normale  à  la  surface.  Alors  on  aura 

(48)  0^+6l+e^  =  T, 


('  )  A.  Voss,  Ueber  diejenigen Flàchen,  auf  denen  zivei  Schaaren  geodâtischer 
Linien  ein  conjugirtes  System  bilden  (Sitzungsberichte  der  K.  Akademie  zu 
Miinchen,  mars  (888). 
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et  la  surface  cherchée  sera  l'enveloppe  d'an  plan  défini  par  une 
équation  de  la  forme 

(49)  91x-He2Y-f-eaZH-e  =  o, 

où  Q,  0,,  (L,  G;,   sont  des  solutions  particulières    d'une   certaine 
équation  aux  dérivées  partielles 

(5o)  _,_A— -f-B-js  +  C0  =  o, 

A,  B,  G  désignant  des  fonctions  de  a  et  de  j3.  On  aura  toujours  les 
relations 


(5i) 


(ô0'-^=o'      ù^^=0'      ù.7^=0' 


qui  s'appliquent  dans  tous  les  cas. 

Pour  exprimer  que  la  ligne  de  paramètre  a  est  géodésique,  il 
faut  écrire  que  la  droite  définie  par  les  paramètres  directeurs 

dOi        00,        d%z 

ôy.  d'j.         ùx 

droite  qui  est  parallèle  au  plan  tangent  et  qui  est  normale  à  la 
tangente  de  la  courbe,  est  aussi  normale  à  la  tangente  consécutive, 
c'est-à-dire  que  l'on  a 

(52)  b^w=0- 

D'après  cela,  différentions  la  dernière  des  relations  (5i)  par 
rapport  à  (3,  on  voit  que  la  relation  précédente  pourra  être  rem- 
placée par  la  suivante 


S 


dad'à    d'à  _°' 


ou,  en  remplaçant  - — r^  et  les  deux  dérivées  analogues  par  leurs 

'  l  doc  dp  or 

valeurs  déduites  de  l'équation  (5o)  et  tenant  compte  des  relations 

précédentes 

n  det  dX 
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Le  coefficient  de  B  ne  saurait  être  nul,  puisque  les  courbes  de  pa- 
ramètre a  ne  sont  pas  des  lignes  asjmptotiques.  On  a  donc 

B  =  o. 

En  considérant  de  même  les  courbes  de  paramètre  (3,  on  trou- 
verait 

A  =  o. 

Donc  8,,  92j  83  satisfont  à  une  équation  de  la  forme 

<53>  £T3P  =  *9> 

ce  qui  caractérise  les  cosinus  directeurs  d'une  surface  à  courbure 
constante;  et  l'on  retrouve  la  génération  de  la  surface  qui  nous  a 
servi  de  point  de  départ. 

920.  Dans  le  Mémoire  auquel  nous  avons  fait  allusion  plus 
haut  ('),  M.  Guichard  a  ajouté  aux  résultats  précédents  une  pro- 
position élégante  et  nouvelle  que  l'on  peut  énoncer  comme  il 
suit: 

Désignons  toujours  les  surfaces  précédentes  par  la  lettre  (V), 
et  considérons  les  développantes  (G)  des  surfaces  (V),  c'est- 
à-dire  les  surfaces  normales  aux  tangentes  de  l'une  ou  l'autre  des 
deux  familles  de  lignes  géodésiques  composant  le  réseau  con- 
jugué de  (V).  Si,  par  chaque  point  d'une  surface  (G),  on  mène 
la  parallèle  à  la  normale  au  point  correspondant  de  la  surface  (V) 
d'où  elle  est  déduite,  cette  parallèle,  qui  sera  nécessairement  tan- 
gente à  (G),  engendrera  une  congruence  jouissant  des  propriétés 
suivantes  : 

i°  Si  nous  appelons  (G)  et  (G')  les  deux  nappes  de  la  surface 
focale,  les  développables  de  la  congruence  correspondront  à  une 
ligne  de  courbure  de  (G)  et  à  une  ligne  de  courbure  de  (G');  par 
suite,  les  lignes  de  courbure  se  correspondront  sur  (G)  et  sur  (G'), 
de  telle  manière  que  l'arête  de  rebroussement  de  l'une  des  déve- 


(')  C.  Guichard,  Recherches  sur  les  surfaces  à  courbure  totale  constante  et 
sur  certaines  surfaces  qui  s'y  rattachent  {Annales  de  V École  Normale  supé- 
rieure, 3e  série,  t.  VII,  p.  233,  août  1890). 
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loppables  de  la  congruencc  soit  toujours  une  ligne  de  courbure 
de  la  surface  qui  la  contient. 

2°  Les  lignes  de  courbure  de  (G)  et  de  (G')  ou,  ce  qui  esl  la 
même  chose,  les  développablés  de  la  congruence  correspon<l<ni 
aux  géodésiques  du  système  conjugué  tracé  sur  la  surface  (V). 

3°  Les  surfaces  (G)  obtenues,  comme  nous  l'avons  indiqué,  au 
moyen  des  surfaces  (V)  sont  les  plus  générales  qui  jouissent  de 
la  première  propriété;  de  sorte  qu'il  revient  au  même  de  chercher 
les  surfaces  (G)  ou  les  surfaces  (V).  On  passe  des  unes  aux  autres 
par  de  simples  constructions  géométriques. 

M.  Guichard  a  établi  ces  propositions  par  le  calcul;  il  sera  j •  1 1 1 ^ 
instructif  de  les  démontrer  par  la  Géométrie,  et  de  les  rattacher 
à  un  théorème  général  dont  nous  aurons  à  faire  usage  plus  loin. 

Voici  quel  est  ce  théorème  : 

Quand  les  développablés  se  correspondent  sur  les  con- 
gruences  engendrées  par  deux  droites  parallèles  (d),  (d{  )  :  i°  les 
plans  focaux  de  (d)  sont  parallèles  à  ceux  de  (d{  )  ;  i°  les  droites 
(o),  (o()  qui  joignent  les  points  focaux  correspondants  de 
[d)  et  de  (rf, )  se  coupent  en  un  point  qui  est  celui  où  le  plan 
des  deux  droites  (d),  (dt)  touche  la  surface  (0)  qu'il  enve- 
loppe; 3°  les  deux  droites  (S),  (o,)  sont  conjuguées  par  rap- 
port à  la  surface  (0);  et  les  courbes  conjuguées  qu'elles  enve- 
loppent correspondent  aux  deux  familles  de  développablés 
des  congruences  considérées. 

Admettons  cette  proposition  que  nous  démontrerons  plus  loin 
et  appliquons-la  de  la  manière  suivante  : 

Soient  (G,)  et  (G2)  deux  surfaces  admettant  (V)  pour  déve- 
loppée et  dont  les  normales  soient  tangentes  respectivement  aux 
géodésiques  des  deux  familles  conjuguées  tracées  sur  (V).  Soient 
M,,  M2  les  deux  points  de  (G))  et  de  (Go)  qui  correspondent  au 
même  point  M  de  (V)  et  soient  (dt),  (d2)  les  normales  en  M(, 
Mo  au  plan  MM,M2,  normales  qui  sont  respectivement  des  tan- 
gentes principales  de  (Gt)  et  de  (G2).  Il  est  clair  que  les  déve- 
loppablés engendrées  par  les  droites  parallèles  (dt)  et  (c/2)  se 
correspondent,  puisqu'elles  correspondent,  les  unes  et  les  autres, 
au  système  conjugué  tracé  sur(V);    soient  (G)),  (Gl)  les  deux 
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nappes  focales  de  la  congruence  engendrée  par  (f/()et(G2),  (G,) 
les  deux  nappes  focales  de  la  congruence  engendrée  par  (d2)- 

D'après  ]e  théorème  précédent,  (G,),  (G^)  se  correspondent 
par  parallélisme  des  plans  tangents.  Or  le  système  conjugué  com- 
mun à  ces  deux  surfaces,  système  évidemment  formé  des  courbes 
qui  correspondent  aux  développables  des  congruences  engendrées 
par  les  droites  (c/t  )  et  (d2),  est  formé  sur  (G))  des  lignes  de  cour- 
bure; il  en  sera  donc  de  même  sur  (G^),  puisque,  sur  ces  deux 
surfaces,  les  courbes  du  système  conjugué  commun  ont,  à  chaque 
instant,  leurs  tangentes  parallèles. 

Donc,  sur  les  deux  nappes  focales  (  G',),  (G2)  de  la  congruence 
engendrée  par  (d2),  les  lignes  de  courbure  se  correspondent  et 
correspondent  aux  développables  de  la  congruence. 

La  démonstration  s'étend  évidemment  à  la  congruence  en- 
gendrée par  la  droite  (d{  ). 

921.  Réciproquement,  considérons  une  congruence  engendrée 
par  une  droite  (d),  et  pour  laquelle  les  lignes  de  courbure  des 
deux  nappes  focales  correspondent  aux  développables  de  la  con- 
gruence. Soient  (G(),  (G2)  les  deux  nappes  décrites  par  les  points 
focaux  de  (d).  Désignons  par  (V()  et  (V2)  celles  des  deux  nappes 
des  développées  des  surfaces  précédentes  pour  lesquelles  le  plan 
tangent  est  normal  à  (d).  Le  système  conjugué  commun  à  (V() 
et  (V2)  est  évidemment  celui  qui  correspond  sur  ces  deux  nappes 
aux  lignes  de  courbure  de  (G(  )  ou  de  (G2),  c'est-à-dire  aux  déve- 
loppables de  la  congruence.  Or,  ce  système  est  formé,  nous  le 
savons  (n°  426),  de  deux  familles  de  courbes  se  correspondant 
avec  parallélisme  des  tangentes;  nous  savons  aussi  que,  des  deux 
courbes  correspondantes  à  une  même  ligne  de  courbure  de  (Gt) 
ou  de  (G2),  l'une  au  moins  est  une  développée  de  ligne  de 
courbure  et,  par  suite,  une  géodésique  de  la  surface  sur  laquelle 
elle  est  tracée.  Il  en  sera  donc  de  même  de  l'autre,  puisque  les 
tangentes  aux  points  correspondants  et,  par  suite,  les  plans  oscil- 
lateurs des  deux  courbes  sont  parallèles.  Donc  les  deux  surfaces 
(Vf)  et  (V2)  admettront,  l'une  et  l'autre,  un  réseau  conjugué 
formé  de  lignes  géodésiques,  et  ainsi  nos  propositions  se  trouvent 
complètement  démontrées. 


io8 
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Elles  donnent  naissance  à  plusieurs  conséquences,  tant  analy- 
tiques que  géométriques.  11  nous  suffira  d'avoir  montré  comment 
on  peut  les  rattacher  à  l'étude  de  la  déformation  infiniment  petite 
des  surfaces  à  courbure  constante. 

Nous  terminerons  ce  Chapitre  en  donnant  la  démonstration  du 
théorème  sur  lequel  nous  nous  sommes  appuyé  plus  haut,  et 
même  d'une  proposition  plus  générale. 

922.  Etant  donnée  une  surface  (S),  soient  (C),  (C)  deux  con- 
gruences  rectilignes  distinctes  dont  les  développables  se  corres- 
pondent et  interceptent  sur  (S)  un  même  système  conjugué. 
L'ensemble  des  deux  congruences  et  de  la  surface  (S)  donne  lieu 
aux  remarques  suivantes. 

Fi  g.  84. 


Désignons  par  (S),  (Si)  les  deux  nappes  focales  de  la  congruence 
(C),  par  (S'),  (S',)  celles  de  la  congruence  (C).  Soient  pi  un  point 
quelconque  de  (S)  {fig-  84)  '-,  f^a,  pi.(3  les  deux  courbes  du  système 
conjugué  qui  se  croisent  en  [x;  p.MM,  la  droite  de  la  congruence 
(C),  dont  les  points  focaux  seront  M,  M(  ;  jjiM'M',  la  droite  de  la 
congruence  (C),  dont  les  points  focaux  seront  M',  M'{. 

Les  nappes  (S),  (S'),  (S|),  (S\)  seront  décrites  par  les  points 
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M,  M',  M,,  M',.  On  peut  toujours  supposer  que  les  nappes  (S), 
(S')  soient  celles  dont  les  plans  tangents  en  M,  M'  se  coupent  sui- 
vant la  tangente  p.  t  à  la  courbe  p.a  et  alors  les  plans  tangents  en  M, , 
M\  aux  nappes  (S,),  (S',)  se  couperont  suivant  la  tangente  pu  à 
la  courbe  [x(3.  Cela  posé,  nous  allons  démontrer  que  le  plan  des 
deux  droites  [jlM,  u.M'  touche  sonenveloppe  (E)  au  point  de  ren- 
contre O  des  deux  droites  MM',  MjM^;  que  ces  deux  droites 
sont  des  tangentes  conjuguées  de  (E)  ;  et  enfin  que  les  courbes 
de  (E)  auxquelles  elles  sont  tangentes  correspondent  aux  dé- 
veloppables  de  V une  ou  l'autre  des  deux  congruences  (C)  ou 
(C). 

En  effet,  lorsque  le  point  u.  se  déplace  suivant  la  courbe  p.  [3,  les 
points  focaux  M,  M'  décrivent  des  courbes  respectivement  tan- 
gentes aux  droites  pM,  p.M'.  Les  deux  plans  tangents  en  M,  M' 
à  (S)  et  à  (S')  et  les  deux  plans  tangents  qui  leur  sont  consécutifs 
ont  un  point  commun.  En  effet,  l'intersection  des  deux  premiers 
est  la  droite  jjU,  l'intersection  des  deux  suivants  est  la  droite  con- 
sécutive k  u.t  quand  on  se  déplace  sur  la  courbe  fx[3.  Or,  ces  deux 
droites  se  coupent  nécessairement  puisque  les  courbes  u.a,  uij3 
sont  conjuguées  d'après  l'hypothèse;  et  leur  point  commun  sera 
le  point  focal  t,  distinct  de  u,  de  la  droite  pt  dans  la  congruence 
engendrée  par  cette  droite.  Donc  les  quatre  plans  considérés  ont 
en  commun  le  point  t.  Prenons-les  dans  un  ordre  différent  :  les 
deux  plans  tangents  consécutifs  à  la  nappe  (S)  se  couperont  sui- 
vant la  conjuguée  de  Mjjl  qui  sera  Mt  d'après  ce  qui  précède;  et 
de  même,  pour  la  nappe  (S'),  la  conjuguée  de  M' p.  sera  M' t.  Les 
deux  nappes  (S),  (S')  se  trouvent  donc  dans  la  relation  définie 
aux  nos  423,  424  [II,  p.  229  et  suiv.].  Les  tangentes  du  système 
conjugué  commun  à  ces  deux  nappes  concourent,  les  deux  pre- 
mières en  u,  les  deux  autres  en  t;  et,  par  suite,  les  développables 
de  la  congruence  (D)  engendrée  par  la  droite  MM'  correspondent 
à  celles  de  (C)  ou  de  (O).  Il  en  est  de  même  pour  la  congruence 
(D,  )  engendrée  par  M,  M'( . 

Considérons  maintenant  le  plan  p.MM'  des  deux  droites.  Quand 
le  point  [A  décrit  la  courbe  pi [3,  sa  caractéristique  est  évidemment 
la  droite  MM'.  De  même,  quand  le  point  u.  décrit  la  courbe  ixa,  la 
caractéristique  du  plan  est  M(M'r  Donc  il  touche  son  enveloppe 
(E)  au  point  de  rencontre  O  des  deux  droites. 
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D'aulrc  part,  quand  le  point  ij.  décrit  la  courbe  ul{3,  le  plan  focal 
de  MM.'  se  confondant  avec  le  plan  p.MM',  le  déplacement  du 
point  O  a  lieu  nécessairement  dans  ce  plan.  Mais  le  plan  focal 
de  M,  M',  étant  distinct  de  piMM',  l<;  déplacement  du  point  O.  qui 
se  fait  aussi  dans  ce  second  plan  focal,  ne  peut  avoir  lieu  que  sui- 
vant son  intersection  OM,M'(  avec  le  précédent.  Donc,  les  droites 
OM,  OM,  sont  conjuguées  par  rapport  à  (E)  et  les  courbes  aux- 
quelles elles  sont  tangentes  correspondent  bien,  comme  il  a  été 
annoncé,  aux  développables  de  l'une  ou  l'autre  des  congruences 
(C)ou  (O). 

923.  Si  l'on  suppose  maintenant  que  la  surface  (2)  se  réduit 
au  plan  de  l'infini,  les  deux  droites  correspondantes  des  con- 
gruences  (C)  et  (C)  deviennent  parallèles.  De  plus,  tout  réseau 
plan  étant  nécessairement  conjugué,  la  double  condition  que  nous 
avons  imposée  aux  développables  de  (C)  et  de  (C)  de  se  corres- 
pondre et  de  couper  la  surface  (2)  suivant  les  courbes  d'un  réseau 
conjugué  se  réduit  à  l'unique  condition  que  ces  développables  se 
correspondent  dans  les  deux  congruences.  Les  nappes  (S),  (S') 
ont  leurs  plans  tangents  parallèles  ainsi  que  les  nappes  (Sj),  (S'() 
et  nous  retrouvons  le  théorème  dont  nous  avons  fait  usage  plus 
haut  (n°  920).  Nous  donnerons  plus  loin,  n"s  941  à  9ii,  une  dé- 
monstration directe  et  des  compléments  de  ce  théorème. 

924.  Revenons  à  la  proposition  générale.  Si  nous  la  transfor- 
mons par  polaires  réciproques,  elle  se  change  dans  la  suivante  : 

Si  les  développables  de  deux  congruences  se  correspondent 
de  telle  manière  que  les  droites  qui  joignent  les  points  focaux 
correspondants  soient  deux  tangentes  conjuguées  d'une  même 
surface  (2')  les  plans  focaux  correspondants  se  coupent  suivant 
deux  tangentes  conjuguées  d'une  autre  su/face  (E'), 

qui  n'est  autre  que  la  réciproque  de  la  proposition  primitive. 
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ROULEMENT    DE    DEUX    SURFACES    l'uNE     SUR    L'AUTRE. 

Rappel  des  formules  données  au  Livre  VII,  Chapitre  III.  —  Relations  entre  les 
quantités  D,  D',  D"  de  Gauss  et  les  rotations  p,  g,  r,  px,  qt,  /-,.  —  Roulement 
d'une  surface  (0)  sur  une  surface  applicable  (0,).  —  Formules  données  au 
Livre  I;  formules  complémentaires.  —  Comment  on  peut  rattacher  à  la  consi- 
dération du  roulement  une  nouvelle  méthode  de  recherche  des  surfaces  appli- 
cables sur  une  surface  donnée.  —  Tout  mouvement  particulier  contenu  dans  le 
déplacement  général  se  ramène  au  roulement  d'une  surface  réglée  sur  une  sur- 
face de  même  nature  et  applicable  sur  la  première.  —  Premier  cas  où  ces  sur- 
faces réglées  sont  développables.  —  Extension  de  la  notion  de  réciprocité  relative 
aux  tangentes  conjuguées.  —  Second  mouvement  particulier  dans  lequel  les  sur- 
faces réglées  sont  développables.  —  Système  conjugué  commun  à  (0)  et  à  (0f) 
considéré  par  Ribaucour.  —  Théorèmes  de  M.  Kcenigs  relatifs  à  ce  système 
conjugué  commun.  —  La  théorie  des  systèmes  cycliques  et  le  théorème  fonda- 
mental du  n°  761  rattachés  à  la  considération  du  déplacement  étudié  dans  ce 
Chapitre.  —  Propriété  relative  aux  congruences  engendrées  par  des  droites  pa- 
rallèles et  pour  lesquelles  les  développables  se  correspondent.  —  Propriétés 
diverses  des  différents  systèmes  cycliques  que  l'on  peut  rattacher  au  même  dé- 
placement. —  Comment  la  connaissance  d'un  couple  de  surfaces  applicables 
peut  conduire  à  une  infinité  de  couples  de  surfaces  admettant  la  même  repré- 
sentation sphérique. 


925.  Les  propositions  que  nous  avons  développées  dans  les 
Chapitres  précédents  nous  font  connaître  un  nombre  illimité  de 
couples  de  surfaces  (0),  (9()  applicables  l'une  sur  l'antre.  Or,  si 
l'on  considère  une  de  ces  surfaces,  (0,)  par  exemple,  comme  fixe, 
on  peut  toujours  amener  la  seconde  (0)  à  être  en  contact  avec  la 
première,  de  telle  manière  que  les  deux  surfaces  se  touchent  par 
deux  points  homologues,  et  que  les  courbes  homologues  des  deux 
surfaces  qui  passent  en  leur  point  de  contact  y  admettent  la  même 
tangente.  On  obtiendra  ainsi  une  série  de  positions  de  la  surface 
(0),  qui  dépendront  de  deux  paramètres  ;  et  l'on  aura  ce  cas  parti- 
culier du  déplacement  à  deux  variables  dont  il  a  été  question  aux 
nos  58  et  suiv.  [I,  p.  69  et  suiv. ].  Le  moment  est  venu  d'étudier 
ce  déplacement  d'une  manière  plus  complète.   Nous  rappellerons 
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d'abord  quelques  résultats  déjà  établis  au  Livre  VII,  Chap.   III 
[III,  p.  il\i  et  suiv.]. 

Nous  avons  vu  que,  si  x,  y:  Z  et  c,  c',  c"  désignent  respective- 
ment les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  d'une  surface  (H  ) 
et  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  en  ce  point,  ces  quantités, 
considérées  comme  fonctions  des  coordonnées  curvilignes  u  et  i-1, 
satisfont  à  des  équations  de  la  forme  suivante 


(0 


et  à  celles  qu'on  obtiendrait  en  y  remplaçant  x  et  c  par  y  et  <:' 
ou  par  z  et  c".  Dans  ces  équations  A,  A,,  B,  13,,  C,  G(  dépendent 
exclusivement  de  l'élément  linéaire  et  sont  déterminés  parles  équa- 
tions suivantes  [III,  p.  25 1] 

AH2  =  —  -. IM      ■ 

2     OU  \0ll  2    Ûi 

.  _„,       GdE        F  dG 
2)  {   BH2=  - —, 

1      Ov  2     OU 

„  fd¥        i  ùG\        F  0G 

CH2=G(5 — r, 

Ov        i  Ou  )        i    ov 

F  dE       „/èF        i   0E 


d-x 

D           .  dx 

O.r 

ôô*   = 

TjC-f- A—  -H  A] 
Jl             Ou 

ôv~' 

d*x 
Ou  Ov 

D'                 13   0X            M 

H               Ou 

Ox 

—  j 
ov 

0-x 

Tf  c-t-C  —  -h  C, 
Il               Ou 

<)./■ 

0v~î  ~ 

*T' 

2    y«  \0u        a  w 

/ox  Je  „>  F  dE        E  OG 

\  \0Ç>         2  y«  /        2     cw 

Quant  à  D,  D',  D",  ce  sont  les  déterminants  définis  par  les  for- 
mules (6)  [III,  p.  a44]  et  qui  donnent  naissance  à  l'identité 

( 4 )  C  de  dx  =  —  ^  (D  </«2  +2D'  efa  efr  -+-  D"  dv*). 

926.  Les  relations  différentielles  entre  D,  D',  D"  sont  établies 
par  les  formules  (24)  et  (25)  [III,  p.  248].  On  pourrait  les  dé- 
duire aussi  du  système  (1).  Car,  si  l'on  retranche  la  seconde  équa- 
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tion  de  ce  système,  différentiée  par  rapport  à  u:  de  la  première 
différentiée  par  rapport  à  p,  si  l'on  remplace  les  dérivées  de  c  par 
leurs  expressions  (8)  [III,  p.  244]  et  les  dérivées  secondes  de  x  par 
leurs  valeurs  déduites  des  formules  (1)  elles-mêmes,  on  trouvera 

doc     ôoo 
une  expression  linéaire  par  rapport  à  c,  t->  — -  dans  laquelle  les 

coefficients  de  ces  trois  quantités  devront  évidemment  être  nuls. 
En  particulier,  si  on  égale  à  zéro  le  coefficient  de  c,  on  aura  la 
première  des  relations  suivantes 

d   /D\         à   /D'\    ,         D"  D'  D 

\   ^Uj-^Uj+^H  +(A-bi)ïr-Bïî  =  o, 

1    d   /D'\         d   /D'\    uR  D"  D'       rD 

d'où  la  seconde  se  déduit  par  une  permutation  facile.  En  dévelop- 
pant on  reconnaîtra  aisément  que  ces  formules  sont  identiques  à 
celles  qui  ont  été  données  plus  haut  [III,  p.  248]. 

927.  Nous  avons  déjà  remarqué  (n°  700)  que  ces  équations, 
jointes  à  la  formule  finie  (21)  [III,  p.  246]  peuvent  remplacer  les 
formules  de  M.  Codazzi.  Au  reste,  si  l'on  veut  établir  la  relation 
entre  le  système  précédent  et  celui  qui  est  développé  au  Livre  V, 
Chap.  II,  et  qui  repose  sur  la  considération  du  déplacement  du 
trièdre  (T),  il  suffira  de  remarquer  que  l'on  a 

( 6 )  d x  =  a ( ij  du  -h  qidv)  -\-  b(rt  du  -+-  rndv), 

(  7  )  de  =  a{q  du  -+-  q \  dv )  —  b(p  du  ■+- py  dv  ) 

et,  par  suite, 

(8)  ^dc  d.c  =  (q -du-+-  g  1  dv)(^  du-\-\^dv)  —  {p  du-hpldv)(ri  du-\-rndv). 

En  comparant  à  l'équation  (4)  donnée  plus  haut,  on  voit  que 
l'on  doit  avoir,  conformément  aux  formules  (43)  [II,  p.  378], 

/    D-HQ^-gr?), 

(9)  U=n(prll-qïl)=U(plrl-qit), 
I  D*=H(/>1Tj1-gr1Ç1) 

et  de  là  on  déduit,  comme  il  fallait  s'y  attendre, 

(10)     Diy— D'^H'Ojt  —  ?i>i)(fri-^i)= (j>qi—qpi)(hi— r&y. 

D.  -  IV.  8 
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Le  rapprochement  des  formules  précédenles  (4),  (8)  et  de 
l'équation  (17)  [IF,  p.  354]  nous  montre  que  l'on  aura 

ds~  1 

(11)  —  =  —  S  de  dx  =  -n-  ( D  du?  +  2  DV/m  </c  -+-  D" dv*), 

p,i  désignant  la  courbure  de  la  section  normale  dont  la  direction 
est  définie  par  les  différentielles  du,  dv. 

928.  Cela  étant,  revenons  au  mouvement  de  la  surface  (0),  qui, 
d'après  les  propriétés  déjà  données  au  n°  60,  peut  être  défini  un 
roulement  de  (0)  sur  (0,  ).  Nous  avons  vu  que  tout  déplacement 
élémentaire  de  (0)  est  une  rotation  autour  d'un  axe  passant  par  le 
point  de  contact,  situé  dans  le  plan  tangent  commun  à  (0)  et 
à  (0|);  et  nous  avons  obtenu  les  formules  suivantes. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  du  centre  instan- 
tané, c'est-à-dire  du  point  de  contact  de  (0)  et  de  (0^.  rapportées 
à  des  axes  invariablement  liés  à  (0).  Désignons  par  P,  Q,  R,  P, , 
Q,,  R<  les  six  rotations  relatives  à  ce  mouvement.  INous  sa- 
vons (n°  59)  qu'en  introduisant  seulement  trois  fonctions  auxi- 
liaires X,  tj.,  u.| ,  on  peut  les  exprimer  par  les  formules  suivantes 

dx         dx 

Pj  =  —  fi,  —  -+-  A  —  , 
Ou  Ov 

Ou  Ov 

D  dz       .  dz 

Ou  Ov 


P  = 

.  dx           dx 

—  / hîl-r 

du           dv 

Q  = 

.  dy           dy 
du           dv 

R  = 

,    dz           dz 

—  À  -  -  +  î*  — 

du           dv 

(ia)         Q=-U+Hf.  ('3) 


Quant  aux  translations  ç,  r,,  Ç,  ç,,  r,,,  £,,  elles  sont  définies  par 
les  formules 

(    $  +  Qz-Ry  =  o,  l    E,+  Q,*-  R!r  =  o, 

(i4)       |  7)  -+-  Rj  —  P^  =  o,  (i5)     /  rn  -t-  Rjr —  Pj^  =  o, 

(    C  +  PJ  —  Q^  =  o,  (    ^i  +  Pir— Qi^  =  0, 

par  lesquelles  on  exprime  que  la  vitesse  du  centre  instantané  con- 
sidéré comme  appartenant  à  la  surface  mobile  est  nulle  dans  tout 
déplacement  élémentaire. 

Nous  avons  indiqué  au  n°  60  que  ces  formules  conduisent  à  une 
nouvelle  méthode  de  recherche  des  surfaces  applicables  sur  une 
surface  donnée.  11  est  clair  en  effet  que,  si  l'on  donne  la  surface  (0), 
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la  détermination  des  fonctions  A,  p.,  u,  entraînera  la  connaissance 
de  la  surface  (0,  ).  Tout  se  ramène  donc  à  la  détermination  de  ces 
trois  fonctions. 

Si  l'on  porte  les  valeurs  des  rotations  dans  les  trois  équations 

dv         du 

i^_^  =  Rp,_PR„ 

les  seules  qui  restent  à  vérifier,  d'après  l'analyse  du  n°  o9,  on  trouve 

0  [     dx       .  dx  \        d  f    dx       .  dx  \ 

v  /  ;  c'a  V     c'a  cV  /       ce  \'   dv  du)        '  ' 

et  deux  équations  analogues  en  y  et  z.  Développons  et  remplaçons 
les  dérivées  secondes  de  x  par  leurs  valeurs  (i)  ;  puis  égalons  à  zéro 

les  coefficients  de  c,  —  >  -£•  On  aura  les  trois  équations 

'  ou     ou  * 

D  ^  —  1  D' À  +  D"  [j.  —  H 2  (  ua,  —  X* )  = o, 

,  -f-i h  A  u,  —  2  B),  +Ca         =  o, 

(18)  <    c»u         dv  ' 


: h  À!  [J-i  —  2  b  ,  À   -+-  Ci  [J.  =  O, 

\,     dv         du 

dont  l'intégration  ferait  connaître  les  valeurs  les  plus  générales 
de  X,  p.,  ;j.,. 

929.  On  peut  les  ramener  à  une  forme  beaucoup  plus  élégante. 
Pour  faire  disparaître  dans  la  première  les  termes  du  premier 
degré,  posons 

D-D,  D"-D't'  D'-D', 

(19)  K=-hî-»  H.=  — HT"'  X  =  — HT^' 

D,,  D',,  D'^  étant  les  inconnues  que  nous  substituons  à  A,  \x,  p.(. 
Après  substitution  et  quelques  réductions,  on  trouve,  en  tenant 
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compte  du  système  (5),  les  équations  suivantes 
I)',2  — D,D';=  D'2— DD", 

(20)     {  dv  \  H  /        r)u  \  Il  /  H  '  II  II 


(.irj-^lirj^^ir +(B-Ci)h" -ch  =°' 


à   l  D',  \        d 


toutes  pareilles  à  celles  du  système  (5)$  en  sorte  que  D,,  D'(,  D'j 
satisfont  aux  mêmes  équations  que  D,  D',  D".  Nous  allons  montrer 
en  effet  que  ce  sont  les  valeurs  prises  par  D,  D',  D"  lorsqu'à  la 
surface  (0)  on  substitue  la  surface  (0,  ). 

930.  Considérons  le  Irièdrc  (T)  que  nous  avons  rattaché  à 
chaque  point  de  (0)  pour  obtenir  les  formules  de  M.  Codazzi  et 
dont  les  rotations  sont  définies  par  les  composantes/),  q,  r,  ©i, 
qt,  r,  relatives  aux  axes  de  ce  trièdre.  Pour  avoir  les  compo- 
santes P',  Q',  R',  P', ,  Q',,  R',  de  ces  rotations  par  rapport  aux  axes 
choisis  dans  ce  Chapitre,  axes  qui  sont  invariablement  liés  à  (0), 
mais  quelconques,  il  faudra  employer  les  formules 

(   P'=  ap  -+-  bq  -T-C7',  i   P'j  =   api  ■+•  bq ,  -h  crt, 

(ai)     j  Q'=a'p  -hb'q  -+-c'r,  (22)     J  Q',  =  a'px  -4-  b'qt  ■+-  d  ru 

(   R'  =  a" p  -+-  b" q  -+-  c" r;  (    R\  =  «"/>i  ~+"  b"  qx  +  0" rt. 

Bornons-nous  aux  deux  premières  et  remplaçons-y  a  et  b  par 
leurs  valeurs  déduites  des  équations 

/on  àx  f        t  d.r 

du  dv 

En  tenant  compte  de  ce  que  l'on  a,  en  grandeur  et  en  signe, 

(H)  H  =  ^-7,5, 

et  utilisant  les  relations  (g),  on  trouvera 

D'   dx         D    dx  _  D"  dr        D'  dx 

H2  ou        H2  dp  H2  du        H2  ài> 

On  aura  des  formules  analogues  pour  Q',  Q',,  R',  R\ . 
Considérant  maintenant  le  trièdre  (T)  comme  attaché  non  plus 
à  la  surface  (0),  mais  à  la  surface  (0,  ),  on  trouverait  de  même  pour 
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ses  rotations  P",  P[,  ...   les  valeurs 

,   „,      _.      D'.   dx        Dj   dx  _„       D'(   dx       D'.   dx 

Dt,  D'4,  D[  désignant  les  valeurs  que  prennent  D,  D',  D;/  quand 
on  passe  à  la  surface  (0(  ).  Quant  à  ;*  et  /•, ,  leurs  valeurs  sont  les 
mêmes,  comme  on  sait,  dans  les  deux  cas,  puisqu'elles  dépendent 
exclusivement  de  l'élément  linéaire  et  de  la  manière  dont  le 
trièdre  (T)  est  attaché  à  la  surface. 

Cela  posé,  supposons  que  u  et  v  prennent  des  accroissements  in- 
finiment petits  quelconques  et  que  (T)  prenne  la  position  (T') 
dans  la  surface  (0)  et  la  position  (T")  dans  la  surface  (0f).  Le 
roulement  de  (0)  sera  celui  qui  amènera  le  trièdre  de  sa  position 
(T')  en  (T').  Or  ce  mouvement  infiniment  petit  peut  être  décom- 
posé en  deux  :  l'un,  qui  amènera  le  trièdre  de  (T')  en  (T)  et  donnera 
naissance  aux  rotations  —  V du  —  P',  dv,  ...  ;  l'autre,  qui  amènera 
le  trièdre  de  (T)  en  (T")  et  donnera  naissance  aux  rotations 
P  du  +  P"  dv,  ....  Il  suit  de  là  que  l'on  doit  avoir 

P  du  ■+-  P!  dv  =  P"  du  -+-  P';  dv  —  P'  du  —  P\  dv, 


P"-P',        p1=P';_p;, 


d'— d; 

dx        D  —  Dt  dx 

H2 

du             H2  dv 

d"— D;; 

H* 

dx        D' —  D\  dx 
du             H2   dv 

et  par  suite 
c'est-à-dire 

(27)  P=_ 

(28)  P1  =  - 

et  les  expressions  analogues  pour  Q,  Q,,  Pi,  R,. 

On  retrouve  ainsi  les  formules  (12)  et  (i3),  mais  avec  les  va- 
leurs (19)  de),,  [x,  p.,  ;  et  la  proposition  que  nous  avions  en  vue  est 
entièrement  démontrée. 

931.  Puisque  la  rotation  infiniment  petite  relative  à  chaque  dé- 
placement a  son  axe  dans  le  plan  tangent,  il  est  clair  que  l'on 
peut  poser 

P  du  -+-  Pi  dv  =  ^—ou-\-  —  Sp, 
du  dv 

(28)  {  Qdu-^-Qidv—  -¥-Bu-\-~$v, 

du  dv 

R  du  -+-  Rj  dv  =  — —  Sï^  -j — ^  ov. 
du  dv 
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ou  cl  oç  seront  les  différentielles  de  u  et  de  r,  lorsqu  od  se  dé- 
place suivant  l'axe  de  cette  rotation;  ils  le  définiroiil  même  en 
grandeur  puisque,  d'après  les  formules  précédentes,  ils  représen- 
tent les  accroissements  de  u  et  de  v  lorsqu'on  passe  de  l'origine 
de  cet  axe  infiniment  petit  à  son  exl  rémité. 

Or,  si  l'on  remplace  Pet  I',,  par  exemple,  par  leurs  valeurs 
déduites  des  formules  (12)  et  (i3),  il  vient 

i)  V  ox 

—  (  —  X  du  —  u,  dv  —  ou)  H — -  (  m.  il  u  -+-  X  dv  —  ov  1  =  o, 

et,  comme  cette  relation  doit  être  vérifiée  quand  on  \  remplace  x 
par  y  et  s,  il  vient  nécessairement 

(  ou  =  —  X  du  —  M.,  dv, 

I     OV  =  ij.  ci  II    +-  A  0H>. 

Ces  formules  contiennent  toutes  les  relations  entre  le  déplace- 
ment du  centre  instantané  et  la  rotation  qui  lui  correspond.  En 
particulier,  si  on  les  divise  l'une  par  l'autre,  on  obtient  l'équation 

(3o)  ;j.  du  ou  -+-  \(clu  ÔY  —  e/r  8w  1  +  fAirfP  ÔY  =  o, 

.  .  tilt      ou 

qui  ne  contient  que  les  quotients  -3—  j  —  et  se  rapporte,  par  suite, 

uniquement  aux  directions  de  l'axe  instantané  et  du  mouvement 
du  centre  instantané.  Comme  l'équation  précédente  ne  change 
pas  lorsqu'on  échange  les  caractérisliques  t/,  0,  on  voit  que  la 
relation  entre  ces  deux  directions  est  réciproque.  Ainsi  se 
trouve  établie  la  proposition  annoncée  au  n°  60. 

932.  Imaginons  maintenant  que  le  centre  instantané  décrive 
une  courbe  (C)  de  (0).  Cette  courbe  roulera  sur  la  courbe  homo- 
logue (C,)  de  (©1),  et,  si  l'on  considère  les  deux  surfaces  réglées 
lieux  des  positions  successives  de  l'axe  instantané  dans  le  sys- 
tème mobile  et  dans  l'espace,  ces  deux  surfaces  (R)  et  (R<),  res- 
pectivement circonscrites  à  (6)  et  à  (0,  )  suivant  les  courbes  (C) 
et  (Cf  ),  rouleront  l'une  sur  l'autre  dans  le  déplacement  consi- 
déré. Elles  seront  donc  nécessairement  applicables  l'une  sur 
l'autre. 

Ainsi,  la  connaissance  de  tout  couple  de  surfaces  applicables 
l'une  sur  l'autre  entraîne  celle  d'une  infinité  de  pareils  couples 
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formés  avec  deux  surfaces  gauches,  et  cela   sans  aucune  intégra- 
tion. Examinons  maintenant  les  cas  particuliers. 

933.  Il  peut  se  faire  que  la  direction  de  l'axe  instantané  coïn- 
cide avec  celle  du  déplacement  du   centre  instantané.  On  aura 

alors 

du  ce  —  dv  ou  =  o, 

et  l'équation  (3o)  nous  donnera 

( 3 1)  [j.  du-  ■+■  1 1  du  dv  -+-  ;j.!  dv-  =  o. 

Il  y  a  deux  familles  de  lignes  (C)  satisfaisant  à  cette  équation 
différentielle.  Si  le  centre  instantané  décrit  une  de  ces  courbes, 
le  mouvement  se  réduira  au  roulement  d'une  surface  dévelop- 
pable  sur  une  autre  développable;  les  deux  arêtes  de  rebrousse- 
ment  seront  tangentes  à  chaque  instant.  Par  cela  seul  qu'il  y  a 
roulement  autour  de  la  tangente  commune,  on  peut  affirmer  que 
les  deux  arêtes  de  rebroussement  auront,  à  chaque  instant,  même 
plan  oscillateur  et  même  rayon  de  courbure. 

On  peut  donc  dire  que  l'équation  (3i)  définit  deux  direc- 
tions pour  lesquelles  deux  courbes  correspondantes  tracées  sur 
les  deux  surfaces  ((■)),  (©i)  ont  même  courbure  ou  mieux,  comme 
les  courbures  géodésiques  sont  toujours  égales,  ont  même  cour- 
bure normale.  C'est  ce  que  l'on  peut  vérifier  de  la  manière  sui- 
vante : 

Considérons  deux  sections  normales  correspondantes,  dans(@) 
et  dans  (0,  );  et  soient  p/n  p'n  les  rayons  de  courbure  de  ces  deux 
sections.  En  appliquant  successivement  la  formule  (i  i)  aux  deux 
surfaces,  on  aura 


ds*         i 
ds* 


-  =  -  ( D  du*  -+- 1 D'  du  dv  -+-  D"  dv*  ), 

o,,        H 


jj  (  D ,  du *  -+-  2  D  ;  du  dv  -H  D  \  dv*), 


et  par  suite,  en  vertu  des  équations  (19), 

( 3a)  ds*  (  -, -)  =  H(  u  du*  4-  1 1  du  dv  -+-  at  dv*  ). 

\P»        P«/ 

Cette  formule  met  en  évidence    la   proposition   annoncée   en 
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montrant  que  les  courbes  définies  par  l'équation  différentielle  (3i) 
sur  les  deux  surfaces  (0),  (@i)  ont  leurs  courbures  normales 
égales  et  de  même  signe.  Dès  à  présent,  on  peut  en  déduire 
cette  conséquence  que  ces  lignes  ne  peuvent  se  confondre  avec 
les  lignes  asjmptotiques  de  l'une  ou  de  l'autre  des  surfaces  (0), 
(0j)  que  si  ces  deux  surfaces  sont  symétriques  l'une  de  l'autre. 
Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  en  effet,  il  faut  que  D,,  D',,  D',  soient 
proportionnels  à  D,  D',  D"  et  cette  condition  de  proportionnalité 
jointe  à  la  première  des  équations  (20)  entraîne  les  relations 

DJ  =  —  D,         D',=  — D',        D'|  =  — D", 

qui  caractérisent  deux  surfaces  symétriques.  Ce  cas  particulier 
nous  a  servi  de  guide  dans  l'analyse  précédente. 

934.  Il  est  un  autre  cas  particulier  des  plus  intéressants  dans 
lequel  les  deux  surfaces  réglées  (R)  et  (Ri)  qui  roulent  l'une  sur 
l'autre  se  réduisent  à  des  surfaces  développables.  Il  a  été  signalé 
pour  la  première  fois  en  1 89 1  par  Ribaucour  ('). 

Supposons  que  le  centre  instantané  se  déplace  suivant  une 
courbe  (Ct)  de  la  surface  (0j).  Pour  que  l'axe  de  la  rotation  in- 
stantanée décrive  une  surface  développable,  il  faut  évidemment 
qu'il  coïncide  soit  avec  la  tangente  à  la  courbe  (C()  soit  avec  la 
conjuguée.  Nous  venons  d'étudier  la  première  hypothèse,  exami- 
nons maintenant  la  seconde.  Pour  qu'elle  se  réalise,  il  faudra  que 
les  déplacements  définis  par  les  caractéristiques  d  et  0  soient  à  la 
fois  réciproques  dans  le  sens  indiqué  plus  haut  et  conjugués  par 
rapport  à  (0,  ).  Mais,  si  la  surface  réglée  circonscrite  à(0f)  se  ré- 
duit à  une  développable,  elle  ne  peut  rouler  que  sur  une  dévelop- 
pable et,  par  suite,  les  deux  déplacements  sont  conjugués  à  la 
fois  par  rapport  à  (0)  et  à  (0i).  C'est  d'ailleurs  ce  que  montre 
immédiatement  l'analyse;  les  trois  équations 

D  du  ou  -+-  D'(du  Sp  -+-  dv  <5u)  -+-  D"  dv  8p  =  o, 

Di  du  Sa-i-Dj  (du  8p  -+-  dv  ou)  -t-D'i  dv  St>  =  o, 

[a.  du  ou  -+-     a  (du  ov  -+-  dv  ou)  4-  fi.!  dv  ov  =  o, 


(')  Ribaucour  (A.),  Sur  les  systèmes  cycliques  (Comptes  rendus  de  l'Aca- 
démie des  Sciences,  t.  CXIII,  p.  324;  24  août  1891). 
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se  réduisant  nécessairement  à  deux  en  vertu  des  relations  (i g). 
D'après  ces  relations,   ces  courbes  du  système  conjugué  com- 
mun à  (0)  et  à  (0|  )  se  détermineront  par  l'équation  différentielle 

I  du-     du  dv     (f/p2 
(33)  |     D"      —  D'       D 

I    D';      —  D'j      Dj 

Elles  ne  seront  indéterminées  que  dans  le  cas  où  les  deux  sur- 
faces seront  symétriques  l'une  de  l'autre.  La  double  famille  qu'elles 
foi^ment  ne  se  réduira  à  une  famille  unique  que  si  les  deux  sur- 
faces (0),  (0,)  sont  réglées  l'une  et  l'autre,  leurs  génératrices  rec- 
tilignes  étant  des  lignes  correspondantes.  Toutes  ces  propriétés 
peuvent  être  prévues  et  démontrées  a  priori.  Quand  une  corres- 
pondance, point  par  point,  est  établie  entre  deux  surfaces  d'ail- 
leurs quelconques  (S)  et  (S4),  il  existe,  en  général,  un  système 
conjugué  de  (S),  et  un  seul,  qui  correspond  à  un  système  conjugué 
de  (S,).  En  effet,  à  tout  réseau  conjugué  de  (S)  correspond  sur 
(S4  )  un  système  de  courbes  qui  divisentharmoniquement  le  réseau 
des  lignes  correspondantes  aux  asymptotiques  de  (S).  Si  l'on  veut 
qu'elles  soient,  en  outre,  conjuguées  sur  (S),  leurs  tangentes  en 
chaque  point  seront  pleinement  définies  par  la  condition  de  di- 
viser harmoniquement  deux  angles,  en  général  distincts.  Si  les 
lignes  asymptotiques  de  (S)  ne  correspondent  pas  à  celles  de  (S4  ), 
il  y  aura  un  réseau  répondant  à  la  question  et  composé  de  deux 
familles  distinctes,  réelles  ou  imaginaires.  Si  une  famille  de 
lignes  asymptotiques  de  (S)  correspond  à  des  lignes  asympto- 
tiques de(Sj),  le  réseau  conjugué  se  réduira  à  une  famille  double, 
formée  des  asymptotiques  qui  se  correspondent.  Enfin,  si  à  toutes 
les  lignes  asymptotiques  de  (S)  correspondent  les  lignes  asympto- 
tiques de  (S,),  tout  réseau  conjugué  de  l'une  des  surfaces  aura 
pour  homologue  un  réseau  conjugué  de  la  seconde  (  '  ). 

Dans  le  cas  particulier  où  les  surfaces  correspondantes  sont 


(')  Dans  cet  ordre  d'idées,  le  lecteur  démontrera  facilement  la  proposition 
suivante  :  Quand  on  connaît  les  lignes  asymptotiques  d'une  surface  (S),  on  peut 
la  faire  correspondre,  point  par  point,  à  un  plan  de  telle  manière  que  tout  réseau 
orthogonal  du  plan  ait  pour  homologue  un  réseau  conjugué  de  la  surface;  et  cela, 
sans  aucune  intégration. 
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applicables  l'une  sur  l'autre,  nous  avons  vu  au  n°  723  qu'en  dehors 
des  cas  spéciaux  signalés  plus  haut  les  lignes  a sympto tiques  ne 
sont  jamais  des  courbes  correspondantes.  Donc  le  système  con- 
jugué existera  toujours  et  se  composera  de  deux  familles  distinctes, 
réelles  ou  imaginaires.  Ces  deux  familles  auront  même  cette  pro- 
priété particulière  que  les  tangentes  aux  deux  courbes  qui  passent 
au  même  point  feront  le  même  angle  sur  les  deux  surfaces. 

Cela  posé,  soient  (C),  (Cf)  deux  courbes  correspondantes 
appartenant  à  l'une  ou  à  l'autre  famille  et  tracées  sur  les  deux  sur- 
faces. Les  deux  développables  circonscrites  suivant  ces  courbes 
aux  deux  surfaces  seront  évidemment  applicables  l'une  sur  l'autre  ; 
car  elles  ne  sont  autres  que  les  deux  surfaces  réglées  (R)  et  (Ri) 
considérées  au  n°  932.  On  peut  d'ailleurs  le  reconnaître  directe- 
ment; le  lecteur  établira  sans  peine  que,  pour  les  deux  dévelop- 
pables, le  segment  de  la  génératrice  rectiligne  intercepté  entre  la 
courbe  de  contact  et  l'arête  de  rebroussement  a  la  même  valeur, 
et  de  là  il  déduira  que  les  deux  arêtes  de  rebroussement  des  dé- 
veloppables ont  même  arc  et  même  rayon  de  courbure  aux  points 
correspondants,  ce  qui  suffît  à  établir  le  résultat  annoncé. 

935.  Au  sujet  de  ce  système  conjugué  commun  à  deux  surfaces, 
M.  Kœnigs  a  fait  une  remarque  très  intéressante  que  nous  allons 
rappeler. 

Si  l'on  prend  comme  variables  les  paramètres  u  et  v  des  deux 
familles  conjuguées  qui  le  composent,  on  sait  que  les  trois  coor- 
données cartésiennes  des  points  de  chaque  surface  satisfont  à  une 
équation  linéaire  telle  que  la  suivante 

(34)  -5 — r  -f-a--  +  B—  =  o. 

au  aç  du        '   av 

Il  devrait  donc  y  avoir  deux  équations  distinctes  de  cette  forme, 
l'une  pour  (0),  l'autre  pour  (0,).  En  réalité,  il  n'y  en  a  qu'une; 
et  si  l'on  suppose  d'ailleurs  les  deux  surfaces  dans  une  position 
relative  quelconque,  mais  fixe,  les  six  coordonnées  x,  y,  z;  x{, 
y ii  zx  de  deux  points  correspondants  satisfont  à  une  même  équa- 
tion linéaire  de  la  forme  précédente.  Telle  est  la  proposition  de 
M.  Kœnigs. 

La  démonstration  en  est  d'ailleurs  presque  immédiate.  Elle  ré- 
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suite  de  ce  que,  dans  l'équation  précédente,  a  et  j3  sont  reliés  aux 
coefficients  E,  F,  G  de  l'élément  linéaire  par  les  formules 

(35)  I^_haE+BF=o.  -  f +  aF  +  BG  =  o, 
10V  i  ou 

dont  nous  avons  déjà  fait  usage. 

M.  Kœnigs  a  ajouté  que  la  même  équation  (34)  admet  aussi  la 
solution 

(36)  fi,  =  xi+j*+z*-xl  -y\  -  z\. 

Il  suffit,  en  effet,  de  substituer  cette  solution  et  de  tenir  compte 
de  ce  que  £C,_y,  z,  x,,  y{,  z{  sont  des  solutions  particulières  pour 
obtenir  la  condition 


Sdx  d.r  Q  t 

dû  7h>  _     u" 


H  dx  dx  Ç\dxx  dxt 


qui  est  évidemment  vérifiée.  Nous  verrons  plus  loin  le  parti  qu'on 
peut  tirer  de  ces  différentes  propriétés. 

936.  L'emploi  du  déplacement  à  deux  variables  que  nous  ve- 
nons d'étudier  nous  permet  de  présenter  sous  une  autre  forme 
le  théorème  fondamental  que  nous  avons  démontré  au  n°  761, 
relativement  aux  systèmes  cycliques.  Considérons  d'une  manière 
générale  une  droite  (cl)  invariablement  liée  à(0)  et  entraînée  dans 
le  mouvement  de  cette  surface,  et  soit  m  son  point  d'intersection 
avec  le  plan  de  contact  de  (0)  et  de  (0,  ).  Le  point  m  décrira  une 
certaine  surface  dont  le  plan  tangent  en  m  sera  celui  qui  projette 
la  droite  (cl)  sur  le  plan  de  contact.  En  effet,  tous  les  déplace- 
ments élémentaires  étant  des  rotations  autour  de  droites  situées 
dans  le  plan  de  contact,  la  vitesse  d'entraînement  du  point  m 
dans  ces  déplacements  sera  toujours  la  normale  à  ce  plan  ;  quant 
à  sa  vitesse  relative,  elle  sera  dirigée  évidemment  suivant  la 
droite  (d).  Le  plan  tangent  cherché  devra  être  normal  au  plan  de 
contact  et  passer  par  la  droite  (d). 

Cela  posé,  considérons  une  sphère  (S)  de  rayon  nul,  ayant  son 
centre  en  un  point  M  invariablement  lié  à(0).  Elle  coupera  le  plan 
de  contact  suivant  un  cercle  (C)  dont  les  positions  successives  en- 
gendreront une  congruence.  Soit  (d)  une  génératrice  rectiligne 
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déterminée  de  (S)  ;  elle  coupera  le  cercle  en  un  point  variable  m  ; 
et,  d'après  la  construction  du  plan  tangent  que  nous  venons  d'in- 
diquer, la  surface  (S)  décrite  par  le  point  m  sera  normale  au 
cercle.  C'est  le  résultat  déjà  démontré  au  n°  762. 

937.  A  la  famille  des  surfaces  (S)  normales  aux  cercles,  on  doit 
associer  deux  autres  familles  d'enveloppes  de  sphères  formant 
avec  la  première  un  système  triple  orthogonal  (n°  477).  Les  posi- 
tions successives  du  cercle  (C)  qui  engendrent  ces  deux  familles 
de  surfaces  correspondent  aux  deux  séries  de  roulements  dans 
lesquels  le  centre  instantané  décrit  une  des  courbes  du  système 
conjugué  commun  à  (0)  et  à  (0|).  Il  suffira,  pour  le  démontrer, 
d'établir  que  les  développables  de  la  congruence  engendrée  par 
l'axe  du  cercle  (C)  dans  ses  différentes  positions  correspondent  à 
ces  mêmes  courbes  conjuguées  (n°  472). 

Abaissons  du  point  M  invariablement  lié  à  (0)  une  perpendicu- 
laire sur  le  plan  de  contact  de  (0)  et  de  (0j).  Les  différentes  posi- 
tions de  cette  perpendiculaire  seront  les  axes  des  positions 
successives  du  cercle  (C).  Si  l'on  se  déplace  sur  la  surface  (0(), 
deux  positions  consécutives  de  la  perpendiculaire  seront  perpen- 
diculaires à  la  caractéristique  du  plan  tangent  à  (®i),  c'est-à-dire  à 
la  tangente  conjuguée  de  la  direction  du  déplacement.  Pour  que 
la  perpendiculaire  engendre  un  élément  de  surface  développable, 
il  sera  donc  nécessaire  et  suffisant  que  le  déplacement  du  point  M 
soit,  lui  aussi,  perpendiculaire  à  cette  conjuguée.  C'est  ce  qui  aura 
lieu  si  cette  tangente  conjuguée  est  l'axe  de  rotation  du  déplace- 
ment, c'est-à-dire  si  ce  déplacement  a  lieu  suivant  une  des 
courbes  du  système  conjugué  commun  à  (0)  et  à(01).  Nous  obte- 
nons ainsi  les  deux  séries  de  développables  de  la  congruence  et 
notre  proposition  est  établie. 

Au  reste,  l'analyse  en  fournit  aussi  une  démonstration  des  plus 
simples. 

938.  Nous  avons  vu  (n°  758)  [III,  p.  348]  que  si,  de  chaque 
point  d'une  surface  comme  centre,  on  décrit  une  sphère  de  rayon 
variable,  les  points  de  contact  de  cette  sphère  avec  son  enveloppe 
demeurent  invariables  quand  la  surface  se  déforme  en  demeurant 
applicable  sur  elle-même.  Par  suite,  si,  du  point  de  contact  de  (0) 
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et  de  (0,)  pris  comme  centre,  on  décrit  une  sphère  dont  le  rayon 
varie  suivant  une  loi  quelconque,  les  points  où  cette  sphère  touche 
son  enveloppe  sont  les  mêmes,  qu'on  la  considère,  soit  comme 
appartenant  à  (©),  soit  comme  appartenant  à  (©<).  En  d'autres 
termes,  on  obtiendra  deux  enveloppes  de  sphères,  l'une  dans 
l'espace,  l'autre  dans  le  système  mobile.  Ces  deux  enveloppes 
glisseront  l'une  sur  l'autre  et  seront  toujours  tangentes  en  deux 
points  placés  symétriquement  par  rapport  au  plan  de  contact  de  (0) 
et  de  (8,). 

Considérons,  en  particulier,  une  sphère  définie  dans  le  système 
fixe  par  l'équation 

(37)  X2  +  Y*+Z2—  ixx\  —  27jY  —  a^Z  +  8  =  0, 

où  xt,yn,  zt  sont  les  coordonnées  du  centre  instantané  par  rap- 
port à  des  axes  fixes  et  où  9  est  une  solution  quelconque  de  l'é- 
quation (34)  relative  au  système  conjugué  commun.  La  sphère 
touche  son  enveloppe  en  deux  points  P,  P'  qui  sont  les  mêmes 
quand  on  la  considère  comme  faisant  partie,  soit  du  système  fixe, 
soit  du  système  mobile;  mais  la  corde  de  contact  PP'  engendre 
deux  congruences  distinctes,  suivant  qu'on  la  rattache  à  l'une  ou  à 
l'autre  des  surfaces  (0),  (©))•  Bien  que  distinctes,  ces  congruences 
ont  à  chaque  instant  les  mêmes  plans  focaux;  car  ces  plans  focaux 
doivent  être  (n°  473)  perpendiculaires  aux  tangentes  du  système 
conjugué  commun.  On  peut  donc  dire  que  les  développables  de 
la  congruence  engendrée  parles  droites  PP'  se  conservent  lorsque 
la  surface  (0)  se  déforme  en  entraînant  ces  droites  de  manière  à 
venir  coïncider  avec  (©i),  et  elles  correspondent  aux  courbes  du 
système  conjugué  commun  à  (0)  et  à  (©i).  Ajoutons  toutefois  que, 
si  les  plans  focaux  des  droites  de  ces  congruences  demeurent  in- 
variables, il  n'en  est  pas  de  même  de  leurs  points  focaux. 

Appliquons  la  remarque  générale  précédente  au  cas  où  l'on 
choisit  pour  0  une  solution  particulière  déjà  indiquée  plus  haut. 
Si  x,  y,  z  désignent  les  coordonnées  du  centre  instantané  par 
rapport  à  des  axes  invariablement  liés  à  (0),  nous  avons  vu  que 
l'équation  (34)  admet  la  solution 

Oi  =  x\  ■+■  y\  +  z\  —  x*  —y-  —  --• 

Comme  la  sphère  représentée  par  l'équation  (3j)  a,  dans  ce  cas, 
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pour  rayon 


s/%\  -t-jKi  -+-z{  —  0!      ou     \A?2-hj2-1-  ~2, 
son  équation  par  rapport  aux  axes  mobiles  sera  évidemment 

(X-2-)2+(Y-7)2-+-(Z  —  ^)2=^2  +  J2  +  ^2 

ou  encore 

X2  +  Y2+Z2—  aXar—  2Yjk  —  2Zz  =  o, 

et  elle  passera  par  un  point  fixe  du  système  mobile,  à  savoir  l'ori- 
gine des  coordonnées;  de  sorte  que  sa  corde  de  contact  sera  la 
perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  le  plan  de  contact  de  (0) 
et  de  (©i);  elle  sera  l'axe  du  cercle  appartenant  au  système  cy- 
clique déterminé  par  la  sphère  de  rayon  nul  ayant  son  cenlre  en  ce 
point.  Par  suite,  dans  ce  cas  particulier  comme  dans  celui  où  Q  est 
une  solution  quelconque  de  l'équation  (34),  les  développables  de 
la  congruence  engendrée  par  cet  axe  correspondront  aux  courbes 
du  système  conjugué  commun  à  (0)  et  à  (0|). 

939.  D'après  cela,  si  M  désigne  un  point  du  système  mobile  in- 
variablement lié  à  (0),  le  système  cyclique  dérivé  de  ce  point  se 
définira  comme  il  suit. 

Les  différents  cercles  (C)  du  système  seront  les  intersections 
du  point-sphère  M  avec  les  positions  successives  du  plan  de  con- 
tact de  (0)  et  de  (0,). 

Les  différentes  surfaces  (S)  normales  aux  positions  successives 
du  cercle  (G)  seront  engendrées  par  le  point  d'intersection,  avec 
ce  plan  de  contact,  d'une  génératrice  rectiligne  déterminée,  mais 
quelconque,  du  point-sphère  M.  Chacune  de  ces  surfaces  consti- 
tuera l'unique  nappe  focale  située  à  distance  finie  de  la  congruence 
engendrée  par  cette  génératrice  isotrope. 

Enfin  les  deux  familles  de  surfaces  (E),  (E;)  qui  complètent 
avec  la  famille  (S)  le  système  triple  orthogonal  se  définiront  de  la 
manière  suivante  :  Quand  le  point  de  contact  de  (0)  et  de  (0,) 
décrira  une  des  courbes  du  système  conjugué  commun,  l'axe  du 
cercle  (C)  engendrera  une  surface  développable  (A)  ;  les  différentes 
positions  de  ce  cercle  engendreront  une  des  surfaces  (E)  ou  (E'), 
qui  sera  une  enveloppe  de  sphère  et  sera  touchée,  en  tous  les 
points  du  cercle  (C),  par  la  sphère  qui  contient  ce  cercle  et  a  son 
centre  au  point  de  contact  de  l'axe  du  cercle  et  de  l'arête  de  re- 
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broussement  de  la  développable  (A),  c'est-à-dire  à  l'un  des  points 

focaux  de  cet  axe. 

À  chaque  cercle  (G)  correspondent  évidemment  deux  sphères 

qui  le  contiennent  et  qui  ont  pour  centres  les  deux  points  focaux  F 

et  F'  {fig.  86)  de  Faxe  de  ce  cercle.  Comme  le  rayon  du  cercle 

(C)  est  égal  à  f.MP,  P  désignant  le  point  où  l'axe  du  cercle  coupe 

le  plan  de  contact,  les  angles  <p  et  cp'  sous  lesquels  les  deux  sphères 

coupent  le  plan  de  contact  sont  évidemment  déterminés  par  les 

formules 

.MP  ,      . MP 

tanS?  =  iFP>  tang<f  =  *p7p' 

et,  comme  elles  sont  orthogonales,  on  aura  nécessairement 

mp*=fp.f7p. 

En  d'autres  termes,  les  foyers  F,  F'  divisent  harmoniquement  le 
segment  formé  parle  point  M  et  son  symétrique  relativement  au 
plan  de  contact. 

Le  lecteur  pourra  vérifier  cette  relation  en  étudiant  directement 
la  congruence  rectiligne  formée  par  l'axe  du  cercle  (G);  il  re- 
connaîtra également  ce  fait  important  que  l'angle  cp  sous  lequel  le 
plan  de  contact  est  coupé  par  une  des  sphères  demeure  le  même 
pour  chaque  position  de  (0)  et  de  (0,)  lorsqu'on  substitue  au 
point  M  tout  autre  point  M,  invariablement  lié,  lui  aussi,  à  (0). 
Nous  préférons  établir  ce  dernier  résultat  par  la  méthode  suivante. 

940.  Soient  M,  M,  deux  points  du  système  mobile  invariable- 
ment liés  à  (0).  Les  perpendiculaires  abaissées  de  ces  points  sur  le 
plan  de  contact  de  (0)  et  de  (0<)  engendrent  deux  congruences 
distinctes  dont  les  développables  se  correspondent,  puisqu'elles 
correspondent  au  même  système  conjugué  de  (0).  Envisageons 
d'une  manière  générale  les  congruences  engendrées  par  deux 
droites  parallèles  et  pour  lesquelles  les  développables  se  corres- 
pondent. Voici  les  propriétés  générales  que  nous  avons  déjà  si- 
gnalées à  leur  égard  (n°  920)  et  que  nous  compléterons  en  les 
démontrant  de  nouveau  par  une  voie  directe  ((). 

(l)  Ribaucour  y  avait  été  conduit  de  son  côté  et  les  a  énoncées  dans  une  Note 
Sur  les  systèmes  cycliques  insérée  le  17  août  1891  au  Tome  GXIII  des  Comptes 
rendus  de  l'Académie  des  Sciences  (p.  3o4  et  324). 
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941.  Soient  (d)  et  {ci')  (fig.  85)  les  deux  droites  parallèles; 
F,  F,  les  points  focaux  de  la  première;  F',  F',  les  points  focaux 
correspondants  de  la  seconde.  Quand  les  droites  varient,  ces  points 
focaux  décrivent  les  nappes  focales  des  deux  congruences,  nappes 
que  nous  désignerons  respectivement  par  les  lettres  (F),  (F'), 


Fie.  85. 


(F,),  (F,).  Cela  posé,  quand  la  droite  (d)  engendre  une  déve- 
loppable,  elle  demeure  tangente,  par  exemple,  à  la  courbe  décrite 
par  le  point  F  et  alors  la  droite  (d1)  demeure  tangente  à  la  courbe 
décrite  par  le  point  F'.  Les  deux  courbes  décrites  par  F  et  par  F' 
ayant  leurs  tangentes  parallèles  ont,  par  suite,  leurs  plans  oscu- 
lateurs  parallèles;  et  comme  ces  plans  oscillateurs  (n°  348)  sont 
les  plans  tangents  aux  nappes  (Ft  ),  (F'(  ),  il  en  résulte  que  ces  deux 
nappes  se  correspondent  par  parallélisme  des  plans  tangents.  En 
considérant  l'autre  série  de  développables  on  démontrera  de  même 
que  les  plans  tangents  aux  points  correspondants  de  (F)  et  de  (F') 
sont  parallèles.  D'après  les  propositions  énoncées  au  n°  319,  les 
développables  engendrées  par  (d)  et  par  (d')  correspondent  à  un 
système  conjugué  tracé  sur  les  quatre  nappes,  et,  d'après  d'autres 
propositions  données  au  n°426,  on  sait  que,  lorsque  deux  surfaces 
se  correspondent  par  plans  tangents  parallèles,  les  courbes  du 
système  conjugué  commun  ont,  sur  les  deux  surfaces,  leurs  tan- 
gentes parallèles.  De  plus,  lorsqu'on  se  déplace  suivant  l'une  des 
courbes  du  système  conjugué  commun,  la  droite  qui  joint  les 
points  correspondants  des  deux  surfaces  engendre  aussi  une  déve- 
loppable.  Nous  voyons  donc  qu'ici  les  droites  FF',  F,  F',  engendre- 
ront des  développables  en  même  temps  que  les  droites  (d)  et  (d1). 
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Considérons  d'abord  les  développables  pour  lesquelles  les  arêtes 
de  rebroussement  sont  décrites  par  les  points  F  et  F';  la  caracté- 
ristique du  plan  des  deux  droites  sera  alors  la  ligne  FF'.  Dans 
l'autre  série  de  développables  ce  serait  la  droite  F,  F', .  Donc  la 
surface  enveloppée  par  le  plan  des  deux  droites  touche  ce  plan 
au  point  P  de  rencontre  de  FF'  et  de  F,  F', .  D'autre  part,  comme 
les  deux  tangentes  PFF',  PF1F'1  décrivent  en  même  temps  des  dé- 
veloppables, il  est  nécessaire  qu'elles  soient  conjuguées  et  que, 
dans  la  première  série,  lorsque  F,  F'  décrivent  des  courbes  tan- 
gentes aux  deux  droites,  le  point  P  décrive  une  courbe  tangente 
àPF,F;.  Ainsi  : 

Si  deux  droites  parallèles  engendrent  des  congruences  dont 
les  développables  se  correspondent,  le  plan  de  ces  droites 
touche  une  certaine  surface  (S)  et  les  points  focaux  des  deux 
droites  sont  sur  deux  tangentes  conjuguées  de  (S);  de  telle 
sorte  que  les  congruences  formées  de  ces  droites  correspondent 
aux  deux  familles  de  courbes  de  (S)  admettant  les  deux  tan- 
gentes conjuguées. 

Lorsque  le  point  P  décrira  une  de  ces  courbes  conjuguées,  les 
deux  droites  (d),  (dfs)  seront  tangentes  aux  deux  courbes  qui  sont 
décrites  par  les  points  où  elles  sont  coupées  par  la  tangente  con- 
juguée de  la  direction  suivie  par  le  point  P. 

942.   On  peut  ajouter  encore  la  propriété  suivante  : 
Définissons  un  rayon  R  par  l'égalité 

PF  R 


PF'       R-+-h 

où  h  désigne  une  constante  quelconque.  Décrivons,  du  point  P 
comme  centre,  des  sphères  (S),  (S')  de  rayons  R  etR  +  h.  La  po- 
laire de  (d)  par  rapport  à  (S)  sera  la  corde  de  contact  de  cette 
sphère  avec  son  enveloppe  ;  et  de  même  la  polaire  de  {d')  par 
rapport  à  (S'). 

En  effet,  menons  par  la  droite  (d)  un  plan  (P)  tangent  à  (S).  En 

vertu  de  la  relation  précédente,  le  plan  parallèle  (P')  mené  par  (d') 

sera  tangent  à  (S')  et  il  sera  à  la  distance  h  du  premier.  Gomme  les 

deux  plans  ainsi  construits  ont  leur  distance  invariable,  ils  enve- 

D.  -  IV.  9 
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lopperont  évidemment  deux  surfaces  parallèles;  et,  pour  tout  dé- 
placement, leurs  caractéristiques,  nécessairement  parallèles,  seront 
perpendiculaires  à  la  normale  commune  des  deux  enveloppes.  En 
d'autres  termes,  toute  droite  rencontrant  ces  deux  caractéristiques 
rencontrera  aussi  la  normale  commune  aux  deux  surfaces  pa- 
rallèles. 

Or  quand  les  droites  (cl)  et  (cl')  décrivent  des  développables, 
celles  par  exemple  pour  lesquelles  les  arêtes  de  rebroussement  sont 
décrites  parles  points  F  et  F',  la  caractéristique  du  plan  (P)  passera 
évidemment  en  F  et  celle  du  plan  (P;)  en  F'.  Donc  la  droite  FF' 
rencontrera  la  normale  commune  aux  deux  enveloppes.  Gomme 
on  peut  répéter  le  même  raisonnement  pour  la  droite  FjF'^  on 
voit  que  la  normale  commune  ira  passer  eu  P  au  point  de  ren- 
contre de  FF'  et  de  Fi  F\ .  Par  suite,  les  points  de  contact  des  plans 
(P)  et  (P7)  avec  leurs  enveloppes  sont  sur  la  perpendiculaire 
commune  abaissée  de  P  sur  ces  deux  plans;  ce  sont  précisément 
les  points  de  contact  des  sphères  (S),  (S')  avec  ces  plans;  de 
sorte  que  les  enveloppes  de  ces  deux  sphères  sont  identiques  aux 
enveloppes  des  plans.  Cela  établit  la  proposition  annoncée. 

Nous  avions  vu  au  n°  474  que  si,  des  différents  points  d'une 
surface  comme  centre,  on  décrit  une  sphère  de  rajon  variable  R, 
les  points  focaux  de  la  polaire  de  la  corde  de  contact  de  la  sphère 
avec  son  enveloppe  sont  sur  deux  tangentes  conjuguées  de  la  sur- 
face; et  il  résulte  de  l'analyse  développée  dans  ce  numéro  que 
deux,  sphères  dont  les  rayons  diffèrent  d'une  constante  donnent 
dans  le  plan  tangent  deux  polaires  parallèles  appartenant  à  des 
congruences  dont  les  développables  se  correspondent.  Les  consi- 
dérations géométriques  que  nous  venons  d'exposer  prouvent  que 
l'on  obtiendra  par  cette  construction  tous  les  systèmes  de  deux 
droites  parallèles  engendrant  des  congruences  dont  les  dé- 
veloppables se  correspondent. 

943.  Pour  compléter  l'étude  de  ce  sujet,  nous  établirons  la 
réciproque  de  la  proposition  démontrée  au  n°  474,  en  prouvant 
que  si  une  droite  (d)  (fig.  85),  située  dans  le  plan  tangent  d'une 
surface  (S)  et  définie  pour  chaque  position  de  ce  plan,  engendre, 
lorsqu'il  varie,  une  congruence  telle  que  ses  points  focaux  F,  F, 
soient  toujours  situés  sur  deux  tangentes  conjuguées  PF,  PF<  de 
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(S),  elle  peut  toujours  être  considérée  comme  la  polaire  de  la 
corde  de  contact  (pour  abréger  nous  dirons  polaire)  d'une  sphère 
variable  ayant  son  centre  sur  la  surface  (S).  Le  rayon  de  cette 
sphère  sera  déterminé  à  un  facteur  constant  près. 

Supposons,  en  effet,  que  la  droite  FF|  se  déplace  de  manière  à 
engendrer  la  développable  pour  laquelle  le  point  focal  est  F;  la 
caractéristique  du  plan  tangent  sera  évidemment  PF  et,  par  suite, 
le  point  P  se  déplacera  suivant  PF)  ;  les  droites  PF,  PF,  engen- 
dreront des  éléments  de  surfaces  développables.  En  répétant  ce 
raisonnement  pour  le  second  point  F|  on  établira  que  les  déve- 
loppables de  la  congruence  engendrée  par  FF,  correspondent  sur 
(S)  aux  courbes  du  réseau  conjugué  admettant  en  P  les  tangentes 
PF,  PF,  ;  et,  par  conséquent,  que  la  surface  décrite  par  le  point 
F  sera  coupée  suivant  deux  familles  de  courbes  conjuguées  par 
les  développables  de  la  congruence  engendrée  par  PF.  Si  donc  x, 
y,  z  désignent  les  coordonnées  cartésiennes  du  point  P,  si  p,  p, 
sont  les  paramètres  des  deux  familles  conjuguées  tracées  sur  (S) 
(p  restant  constant  sur  les  courbes  qui  admettent  la  tangente  PF,), 
les  coordonnées  cartésiennes  du  point  F  seront  (n°  418) 


6    dx 
Wàp' 

y  - 

e     dy 

~  W  dp' 

e  dz 

Z~  ~àQ    dp 

dp- 

dp 

dp" 

8  étant  une  certaine  solution  de  l'équation  linéaire  du  second 
ordre  à  laquelle  satisfont  x,  y,  z  considérées  comme  fonctions 
de  p,  p,. 

En  faisant  varier  p,  et  différentiant  les  expressions  précédentes 
des  coordonnées  de  F,  on  aura  les  paramètres  directeurs  de  FF,, 
qu'on  pourra  mettre  sous  la  forme 

dx  dx  dy  dy  dz  dz 

dp  dpi  dp  dpi  dp  dpi 

"êjë       ~Wy       "de       ~W'        u¥       àT' 

dp  dpi  dp  dpi  dp  dpi 

et  la  symétrie  parfaite  de  ces  expressions  conduit  à  adopter  pour 
les  coordonnées  du  point  Fi  les  valeurs  suivantes 

6      dx  r G_   dy  _      6       dz 

X ~~  ~W  àp~v'         y~  ~uT  dp~i'  Z~  jNT  d~p~x  ' 

dpi  dpi  dpi 

qui  sont  les  seules  satisfaisant  à  la  question. 
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Or  il  suffit  de  comparer  ces  expressions  des  coordonnées  des 
points  focaux  F,  F,  à  celles  que  nous  avons  données  au  n°  474 
pour  reconnaître  que  la  droite  (d)  sera  la  polaire  de  toutes  les 
sphères  dont  le  rayon  R  satisfait  à  la  condition 

dR  _  dO 
TT  ~  T 

et  de  celles-là  seulement.  On  tire  de  là 

a  désignant  une  constante  quelconque,  et  notre  proposition  se 
trouve  ainsi  entièrement  établie. 

944.  Cette  proposition  nous  montre  que  les  différentes  droites 
(d)  situées  dans  les  plans  tangents  d'une  surface  (S)  peuvent  en- 
gendrer deux  espèces  bien  distinctes  de  congruences  :  les  unes, 
pour  lesquelles  les  points  focaux  de  la  droite  ne  sont  pas  sur  deux 
tangentes  conjuguées  de  (S);  les  autres,  au  contraire,  pour  les- 
quelles les  tangentes  contenant  ces  points  focaux  sont  conjuguées. 
Pour  ces  dernières  seulement,  la  droite  de  la  congruence  peut 
être  définie  comme  la  polaire  d'une  sphère  variable  ayant  son 
centre  sur  la  surface  donnée.  Ces  congruences  sont  aussi  les  seules 
pour  lesquelles  il  existe  dans  le  plan  tangent  de  (S)  des  droites  [d') 
parallèles  à  [d)  et  qui  engendrent  des  congruences  dont  les  déve- 
loppables  correspondent  à  leurs  développables.  Si  l'on  désigne 
par  d  et  d' les  distances  des  droites  (d)  et  (d')  au  point  P,  on  doit 
avoir,  d'après  une  propriété  établie  plus  haut, 

h 
d  _  PF  _  r_+a.  _  «e  +i_         a 

d  ~  FF  ~~       R       ~       a%~~  ~~  l  +  T  ' 

On  voit  donc  que  la  droite  (d')  dépendra  de  la  seule  constante 

-;  par  suite,  dans  chaque  plan  tangent  de  (S),  il  y  aura  un  seul 

faisceau  de  droites  (d1)  parallèles  à.  (d);  et  les  distances  mutuelles 
de  ces  droites  conserveront  un  rapport  invariable  lorsque  le  plan 
langent  variera. 

Si  des  droites  (d)  sont  les  polaires  d'une  famille  de  sphères 
ayant  leur  centre  sur  (S),  cette  propriété  se  conserve,  d'après  le 
théorème  établi  au  n°  758  et  déjà  rappelé  au  n°  938,  lorsque  la  sur- 
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face  se  déforme  en  entraînant  les  sphères,  les  plans  tangents  et 
les  droites  (d).  Par  conséquent,  la  distinction  que  nous  avons 
établie  entre  les  congruences  engendrées  par  les  droites  situées 
dans  les  plans  tangents  de  (2)  subsiste  après  une  déformation 
quelconque  de  cette  surface  :  si  les  droites  (d)  étaient  les  polaires 
d'une  famille  de  sphères,  elle  conserveront  cette  propriété  après 
la  déformation;  elles  ne  pourront  l'acquérir  si  elles  ne  la  possé- 
daient pas.  Nous  pouvons  conclure  de  là  que  : 

Si  deux  droites  parallèles  situées  dans  les  plans  tangents 
de  (2)  engendrent  des  congruences  pour  lesquelles  les  déve- 
loppables  se  correspondent,  elles  conserveront  cette  propriété 
lorsque  (2)  se  déformera  en  les  entraînant. 

Nous  ferons  usage  plus  loin  de  cette  proposition. 

94o.  Revenons  aux  systèmes  cycliques  et  aux  deux  congruences 
engendrées  par  les  perpendiculaires  abaissées  de  deux  points  M,  M, 
sur  le  plan  tangent  commun  à  (0)  et  à  (@i).  Le  plan  de  ces  deux  per- 
pendiculaires est  le  plan  projetant  delà  droite  MMt .  Donc  (n°936) 
il  touchera  son  enveloppe  au  point  m  où  cette  droite  prolongée  va 
rencontrer  le  plan  de  contact  {fi g.  86). 

Donc,  d'après  la  proposition  du  n°  941,  les  points  focaux  F,  F' 

et  Fl5  F\  {fîg.  86)  des  droites  MP  et  M,  P,   sout  situés  deux  à 

deux  sur  des  droites  concourantes  en  m;  et  ces  deux  droites  /??F, 

m¥!  sont  même  des  tangentes  conjuguées  de  la  surface  lieu  du 

point  m.  Soit  (C)  le  cercle  relatif  au  point  M,  (Ci)  le  cercle  relatif 

au  point  M|.  Les  sphères  qui  contiennent  ces  deux  cercles  et  qui 

ont  pour  centre,  la  première  le  point  F,  la  seconde  le  point  F,, 

coupent  le  plan  de  contact  sous  des  angles  cp,  cp,  déterminés  par 

les  formules 

.MP  .  M,P, 

tang?=*pp>         tang(f1  =  i-F— — . 

Les  deux  points  F,  F,  étant  en  ligne  droite  avec  m,  on  aura  évi- 
demment 

tango  =  tangcpi. 

Donc,  pour  tous  les  systèmes  cycliques  correspondants  à  la 
triple  infinité  de  points  que  l'on  peut  rattacher  à  (©),  les  enve- 
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loppesde  sphères  engendrées  par  les  différents,  cercles  lorsque 
le  centre  instantané  décrit  une  des  courbes  du  système  con- 
jugué commun,  coupent  toutes  sous  le  même  angle  le  plan  de 
contact  de  (0)  et  de  (0|). 


Ajoutons  la  remarque  suivante  :  les  rayons  des  deux  cercles  (C), 
(C|)  peuvent  être  pris  égaux  en  grandeur  et  en  signe  aux  or- 
données PM,  P1M(,  multipliées  l'une  et  l'autre  par  i.  Avec  ce 
signe  donné  aux  rayons,  m  est  le  centre  de  similitude  des  deux 
cercles.  L'un  quelconque  des  deux  plans  isotropes  que  l'on  peut 
mener  par  la  droite  MM(  touchera  les  deux  points  sphères  M  et  M, 
suivant  deux  droites  isotropes  invariablement  liées  au  système 
mobile  et  coupera  le  plan  de  contact  suivant  une  des  tangentes 
communes  menées  de  m  aux  deux  cercles.  Donc  les  deux  points 
de  contact  de  chacune  de  ces  tangentes  décriront  deux  surfaces 
normales  aux  deux  cercles,  et  ces  surfaces  seront  parallèles 
puisque  la  distance  des  deux  points  de  contact  sur  les  deux  cercles 
est  constante  et  égale,  comme  on  le  démontre  aisément,  à  la 
distance  des  deux  points  M,  M, . 


946.  On  peut  compléter  cette  étude  du  mouvement  de  (0) 
sur  (0)),  déterminer  par  exemple  les  points  où  une  surface  inva- 
riablement liée  à  (0)  touche  son  enveloppe,  points  qui  sont  les 
pieds  des  normales  abaissées  du  centre  instantané  sur  la  surface. 
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On  déterminera  de  même  les  poinls  focaux  de  la  congruence 
engendrée  par  une  courbe  invariablement  liée  à  (0).  On  peut 
aussi  étudier  la  congruence  engendrée  par  les  courbes  (K)  qui 
sont  les  sections  d'une  surface  (S)  invariablement  liée  au  système 
mobile  par  le  plan  de  contact  de  (0)  et  de  (0|).  On  reconnaîtra 
aisément  par  la  Géométrie  comment  on  peut  assembler  ces 
courbes  (K)  en  familles  admettant  une  enveloppe.  Nous  nous 
bornerons  à  considérer  avec  Ribaucour  le  cas  où  la  surface  (S)  se 
réduit  à  un  plan  (P)  qui  coupe  le  plan  de  contact  suivant  une 
droite  (d).  Nous  allons  montrer  que  les  développables  de  la  con- 
gruence engendrée  par  cette  droite  correspondent  aux  courbes 
du  système  conjugué  commun  et  que  leurs  points  focaux  sont 
sur  les  tangentes  menées  à  ces  courbes  au  centre  instantané. 

Le  lecteur  fera  aisément  la  démonstration  géométrique.  Nous 
nous  contenterons  d'employer  l'analyse. 

Si,  du  point  de  contact  de  (0)  et  de  (0,  )  comme  centre,  on  dé- 
crit une  sphère  tangente  au  plan  (P),  la  droite  (d)  sera  évidem- 
ment la  polaire  de  la  corde  de  contact  de  cette  sphère  avec  son  en- 
veloppe. Pour  retrouver  le  théorème  que  nous  voulons  établir,  il 
suffit  de  se  rappeler  la  proposition  du  n°  474  et  de  remarquer 
qu'ici  le  rayon  de  la  sphère  est  une  fonction  linéaire  à  coefficients 
constants  des  coordonnées  x,  y,  z  définies  au  n°  938.  Par  suite, 
l'équation  ponctuelle  relative  au  système  conjugué  dont  il  est 
question  au  n°  474  est  bien  celle  à  laquelle  satisfont  x,  y,  z,  xt, 
yi,  zt  et  qui  se  rapporte  au  système  conjugué  commun  à  (0)  et 

à(0,)- 

Cette  démonstration  suppose  essentiellement  que  le  plan  (P) 
n'est  pas  isotrope.  Mais  la  proposition  subsiste  même  dans  ce  cas 
exceptionnel.  Il  suffit  de  remarquer  que,  dans  le  cas  général,  on  peut 
prendre  pour  le  rayon  de  la  sphère  non  plus  la  distance  au  plan  (P), 
mais  une  quantité  proportionnelle  à  cette  distance  (n°943),  c'est- 
à-dire  une  fonction  linéaire  à  coefficients  constants  des  coordon- 
nées #,  y,  z  qui,  égalée  à  zéro,  donne  l'équation  du  plan  (P). 
Ainsi  énoncée,  la  proposition  subsiste  sans  modification  lorsque  le 
plan  (P)  devient  isotrope. 

947.  Si  nous  considérons  deux  plans  parallèles  (P),  (P')  inva- 
riablement liés  au  système  mobile,  nous  obtiendrons  deux  droites 
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(c/),  (d')  dont  les  plans  focaux  seront  nécessairement  parallèles 
et  dont  les  points  focaux  seront  sur  les  deux  tangentes  conjuguées 
de  (6)  et  de  (@,  )  relatives  au  centre  instantané. 

En  particulier,  si  les  plans  (P),  (P')  sont  isotropes,  les  deux 
droites  (<:/),  (</)sont  normales  l'une  et  l'autre  aune  surface  (n°762) 
et  puisque  leurs  plans  focaux  sont  parallèles,  deux  des  surfaces 
normales  à  ces  droites  admettent  la  même  représentation  sphé- 
rique pour  leurs  lignes  de  courbure.  Ces  deux  surfaces  seront 
décrites  par  les  points  d'intersection  du  plan  de  contact  et  de 
deux  droites  isotropes  parallèles  invariablement  liées  à  (0), 
situées  respectivement  dans  les  plans  (P)  et  (P')- 

Ainsi  la  connaissance  d'un  couple  de  surfaces  applicables  l'une 
sur  l'autre  entraîne  celle  d'une  infinité  de  couples  de  surfaces  ad- 
mettant la  même  représentation  sphérique.  Dans  les  Chapitres  sui- 
vants, nous  établirons  la  réciproque  et  nous  mettrons  en  évidence 
les  relations  qui  existent  entre  le  problème  de  la  représentation 
sphérique  et  celui  delà  déformation  infiniment  petite,  en  dévelop- 
pant les  résultats  qui  ont  été  indiqués  dès  1882  et  1 883  dans  une 
série  de  Communications  faites  à  l'Académie  des  Sciences. 
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CHAPITRE   VII. 

LES  SYSTÈMES  CYCLIQUES  ET  LES  SURFACES  APPLICABLES. 

Rappel  des  formules  établies  au  Livre  IV,  Chap.  XV,  et  relatives  au  système  ortho- 
gonal formé  par  les  lignes  de  courbure.  —  Relation  entre  les  deux  équations, 
ponctuelle  et  tangentielle,  relatives  au  système  conjugué  formé  par  ces  lignes. 

—  Détermination  des  surfaces  admettant  la  même  représentation  sphérique 
qu'une  surface  donnée  (2).  —  Rappel  de  la  première  solution.  —  Théorème  de 
Ribaucour  qui  montre  que  les  surfaces  cherchées  admettent  pour  normales  les 
cordes  de  contact  d'une  famille  de  sphères  ayant  leur  centre  sur  la  surface  (S). 

—  Détermination  des  systèmes  cycliques  engendrés  par  des  cercles  normaux 
à  (2).  —  Propriétés  géométriques  relatives  aux  systèmes  cycliques.  —  Propo- 
sitions qui  rattachent  la  théorie  de  la  représentation  sphérique  à  celle  de  la  dé- 
formation des  surfaces.  —  Détermination  des  systèmes  cycliques  déduite  d'un 
couple  de  surfaces  applicables.  —  Ce  que  deviennent  les  réseaux  I,  II,  III  du 
Chapitre  III  pour  un  couple  de  surfaces  applicables  (0),  (©,)•  —  Définition 
nouvelle  de  la  méthode  de  transformation  introduite  au  n°  903  sous  le  nom 
d'inversion  composée.  —  Les  formules  qui  permettent  de  définir  le  roulement 
de  (0)  sur  (0, ).  —  Détermination  de  tous  les  systèmes  triples  orthogonaux 
pour  lesquels  une  des  familles  est  composée  de  surfaces  à  lignes  de  courbure 
planes  dans  un  système. 


948.  Rappelons  rapidement  les  résultats  établis  au  Livre  IV, 
Chap.  XV  [II,  p.  338  et  suiv.].  Nous  avons  désigné  par  x,y:  z 
les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  variable  d'une  surface 
quelconque  (2),  par  c,  c\  c"  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
en  ce  point  et  nous  nous  sommes  proposé  de  trouver  tous  les 
systèmes  cycliques  formés  de  cercles  normaux  à  (S).  Pour  cela 
nous  avons  pris  comme  point  de  départ  les  équations  d'Olinde 
Rodrigues 


(0 


dx        _    de  dy       _,  de'  dz        _,   de" 

—  +  R   —    =  o,  -f-  -+-  R  —   -=  o,  r  +  R-    =0, 

dp  dp  dp  dp  dp  dp 

dx        -r.     de  dy        _     de'  dz        _     de" 

il l-Ri-j—  =0,  f-  +  R1T-  =0,  t h  Ri  —  =  0, 

\  api  ap1  àpt  dpl  dpi 


où  p  etp,  désignent  les  paramètres  des  lignes  de  courbure,  RetR, 


l38  LIVRE    VIII.    —    CHAPITRE    VII. 

les  rayons  de  courbure  principaux  de  (S).  Considérons  d'une  ma- 
nière générale  le  système 

dl  du.  àl  dix 

(2)  —  +R^=  =  o, hRif  =o. 

v    '  dp  dp  dpi  dpi 

Il  résulte  des  formules  précédentes  qu'il  admet  les  solutions 
particulières 

j    X  =  x,         X  =  y,  l  =  z, 

!   fi  =  c,         \x  =  c',         u.  =.  c"; 


(3) 


mais  nous  avons  aussi  remarqué  (n°  481  )  qu'il  admet  encore  la  so- 
lution particulière  définie  par  les  équations 

(  4  )  A  =  : ,  u.  =  ccc-hcy-{-cz. 

Si  l'on  élimine  "X  entre  les  deux  équations  (2)  on  sera  conduit  à 
l'équation  du  second  ordre 

qui,  devant  admettre  les  solutions  particulières 

c,     c',     c",     ex  -+-  c'y  -+-  c"  z, 

sera  l'équation  tangentielle  relative  au  système  conjugué  formé 
par  les  lignes  de  courbure  de  (S).  De  même  si,  entre  les  deux 
équations  (2),  on  élimine  [x,  on  trouvera  que  \  satisfait  à  l'équa- 
tion 

dpi  \Ràp)~dp  VIT  àp~{ 

qui  n'est  autre  que  Véquationponctuelle  relative  au  même  système 
conjugué  puisqu'elle  admet  les  solutions  particulières 

x,     j,     z,     x* -+- y*  +  z*. 

La  liaison  que  le  système  (2)  établit  entre  ces  deux  équations 
aux  dérivées  partielles  (5)  et  (6)  met  en  évidence  le  fait  suivant  : 
L1  intégration  de  l'une  quelconque  des  deux  équations  en- 
traînera celle  de  Vautre,  qui  s'obtiendra  par  une  simple 
quadrature  à  deux  variables  indépendantes.  Cela  résulte  des 
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formules 


(7) 


/•/  i   dl  t     dX        \ 

J  \R  ^?  Ki  dpi    '  / 

tout  à  fait  équivalentes  à  ce  système  (2). 

949.  D'après  cela,  si  l'on  veut  déterminer  toutes  les  surfaces 
ayant  même  représentation  sphérique  que  (S),  il  suffira  (n°  162) 
de  choisir  une  solution  quelconque  a!  de  l'équation  (5)  et  de 
prendre  l'enveloppe  du  plan  défini  par  l'équation 

cX  +  c'Y  +  c"Z-  ,jl'=o. 

Mais,  pour  établir  les  relations  géométriques  qui  vont  suivre, 
nous  introduirons,  au  lieu  de  [//,  la  fonction 

fj.  =  \x' —  (ex  -+-  c'y  -+-  c"z), 

qui  est  également  une  solution  de  l'équation  (5).  Le  plan  qui  en- 
veloppe la  surface  cherchée  aura  donc  pour  équation 

(8)  c(X  —  x)-+-c'(Y  —  j')h_c"(Z  —  z)=  \x, 

de  sorte  que  toute  surface  (S')  ayant  même  représentation  sphé- 
rique que  (S)  sera  définie  par  les  trois  équations 

c(x'  —  a?) -h      c'(y'  —  y)-h      c"  (z' —  z)  =  [x, 
àc  .    .         .        de'       ,         .        de"  .   ,         ,       dix 

(9)  \    dp  '         dp  v,/         J  '        dp  v  '        dp 

dc  1    <  \         àc'  Oc"       ,  du. 

- — -  (  x  —  x  )  -t-  -t —  (y  —  y  )  H (  z  —  z  )  =  — —  ? 

d?i  à?lKJ       J  >       dpC  '       àPl 

où  ce',  y',  z'  désignent  les  coordonnées  du  point  de  (S')  pour  lequel 
le  plan  tangent  est  parallèle  au  plan  tangent  de  (S).  Prises  sépa- 
rément, les  trois  équations  précédentes  représentent,  l'une  le  plan 
tangent,  les  deux  autres  les  plans  principaux  de  (S'). 

950.  Les  formules  que  nous  venons  de  rappeler  permettent  de 
démontrer  presque  immédiatement  un  théorème  de  Ribaucour. 
Associons  à  la  solution  jj.  la  fonction  X  vérifiant  les  deux  équa- 
tions (2)  et  définie  par  la  première  quadrature  (7).  En  multipliant 
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par  R  et  R(  respectivement  les  deux  dernières  équations  (9),  on 
pourra  leur  donner  la  forme 

[    àx  ,    ,         .        dy  ,    ,         N        àz  .    ,         s        àl 

T~ (x     x) -+-  \    ^y  —  y) -+-  ~r  (z—z)  =  -r ' 

)    dp  dp   v,/        ^  ;        dp  '        dp 

\    àx  ,    .  .         ày  ,     ,  x         àz  ,    .  .         àl 

-—(x'—x)  +  -y- (y  —  y) -h  -—(z'  —  z)  =  —• 
\  dpi  opi  •'  dpi  dp  y 

Si  l'on  y  regarde  pour  un  instant  x' ,  y',  z'  comme  des  coor- 
données courantes,  ces  deux  équations  représentent  évidemment 
la  normale  à  (S;).  D'autre  part,  considérons  la  sphère  (S)  définie 
par  l'équation 

(11)  O'  —  xy  +  (y'  —  7  )2 -+-(>'—  ~)2  =  —  il. 

Les  mêmes  équations  (10)  représentent  la  corde  qui  joint  les 
deux  points  de  contact  de  cette  sphère  avec  son  enveloppe.  Comme 
la  sphère  (S)  a  son  centre  au  point  (x,  y,  z)  qui  appartient  à  (S), 
on  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Étant  données  deux  surfaces  (2),  (S')  ayant  même  repré- 
sentation sphérique,  chacune  peut  être  considérée  comme  nor- 
male aux  cordes  de  contact  d'une  famille  de  sphères  ayant 
leur  centre  sur  Vautre  surface  ('). 

Les  deux  familles  de  sphères  dont  il  est  question  dans  l'énoncé 
précédent  ne  sont  même  pas  entièrement  déterminées  quand  on 
connaît  seulement  les  deux  surfaces  (S),  (S').  Considérons,  par 
exemple,  la  sphère  (S)  définie  par  l'équation  (1 1);  son  rayon  sj —  2^ 
dépend  de  \  qui,  lorsque  (S')  est  connue,  c'est-à-dire  lorsque  ja 
est  donnée,  est  défini  par  la  première  des  quadratures  (7).  On 
peut  donc  toujours  ajouter  une  constante  à  1,  c'est-à-dire  aug- 
menter d'une  quantité  déterminée  quelconque  les  carrés  des 
rayons  de  toutes  les  sphères  qui  composent  les  familles  dont  il  est 
question  dans  l'énoncé  précédent. 

Le  théorème  de  Ribaucour  conduit  à  une  nouvelle  solution  du 
problème  de  la  représentation  sphérique.  Comme  1  est  une  solu- 
tion de  l'équation  (6),  c'est-à-dire  de  l'équation  ponctuelle  rela- 


(1)  Ribaucour,    Sur   une  propriété   des  surfaces    enveloppes    de    sphères 
{Comptes  rendus,  t.  LXVII,  p.  i334;  1868). 
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tive  au  système  conjugué  formé  par  les  lignes  de  courbure  de  (S), 
on  voit  que  toute  solution  \  de  cette  équation  donnera  les 
normales  à  V une  des  surfaces  cherchées  (S')  par  les  équa- 
tions (10),  c 'est-à-dire  comme  cordes  de  contact  de  la  sphère  dé- 
finie par  l'équation  (n).  Mais  remarquons  que,  pour  avoir 
effectivement  la  surface  cherchée,  et  non  plus  seulement  ses  nor- 
males, il  restera  à  déterminer  jji  par  la  seconde  des  quadratures  (7). 
La  constante  introduite  par  cette  quadrature  fournira  toutes  les 
surfaces  admettant  les  mêmes  normales. 

951.  Nous  avons  vu  au  n°  482  qu'à  chaque  système  cyclique 
formé  de  cercles  normaux  à  (S)  on  peut  associer  un  système  X5  jji 
de  solutions  du  système  (2)  et  vice  versa.  Étudions  les  relations 
géométriques  entre  ce  système  cyclique  et  le  couple  des  surfaces 
(S),  (S7),  admettant  la  même  représentation  sphérique  et  corres- 
pondant à  la  solution  ^.. 

Soient  {fig-  87)  M  et  M'  deux  points  correspondants  quel- 
conques des  surfaces  (S),  (Y!)  ;  MR,  M'R'  les  deux  normales  en  ces 
points  aux  deux  surfaces,  normales  nécessairement  parallèles. 
Reprenons  les  équations  (09)  et  (60)  données  aux  nos  481,  482 
[II,  p.  34i] 

(p2+1a)[(X-.r)^4-(Y-j)2  +  (Z-^)2] 

+  aX[     c(X  —  x)-+-     c'(Y— jk)+     c"(Z-  z)]  =0. 

^[(X-aOï-KY-^-KZ-*)»] 

+  axF^(X-^)+^(Y-^+^(Z-<I)" 

f  dp  dp  -  dp 


.  f  de  .„  ,       de'    v         „        de"    „ 


o> 


équations  qui  font  connaître  les  coordonnées  X,  Y,  Z  d'un  point 
variable  en  fonction  des  trois  variables  p,  pl5  p2.  Nous  avons  vu 
que  les  valeurs  de  p,  p1?  p2  tirées  de  ces  trois  équations  sont  les  pa- 
ramètres des  trois  familles  qui  composent  le  système  orthogonal. 
Si  nous  considérons  seulement  les  deux  dernières  équations  (12), 
elles  représentent,  pour  chaque  système  de  valeurs  de  p  et  de  p1; 
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un  cercle  (C)  normal  en  M  à  (S),  cercle  qui  engendre  le  système 
cyclique  considéré.  La  sphère  représentée  par  la  première  des 
équations  (12)  admet,  lorsque  p  et  p,  varient,  une  enveloppe  à 
deux  nappes  qui  se  compose  de  la  surface  (S)  et  d'une  des  sur- 
faces normales  à  toutes  les  positions  du  cercle  (C).  L'ensemble 

Fig.  87. 


de  ces  enveloppes  forme  la  famille  des  surfaces  de  paramètre  p2- 
Prises  séparément,  la  deuxième  et  la  troisième  équation  repré- 
sentent deux  sphères  orthogonales  se  coupant  suivant  le  cercle  (C) 
et  tangentes  en  tous  les  points  de  ce  cercle  aux  enveloppes  de 
sphères  (E),  (E,)  qui  constituent  la  deuxième  et  la  troisième 
famille  de  notre  système  orthogonal.  Par  exemple,  pour  obtenir 
toutes  les  enveloppes  (E)  de  paramètre  p,  on  peut  éliminer  p, 
entre  les  deux  dernières  équations  (12)  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose  quant  au  résultat,  prendre  l'enveloppe  de  la  sphère  définie 
par  la  seconde  équation  en  faisant  varier  p,  seulement.  Tous 
ces  résultats  sont  acquis  et  ont  été  démontrés  au  Livre  IV, 
Chap.  XV.  Comme  d'ailleurs  on  peut  toujours  se  donner  arbi- 


LES    SYSTÈMES    CYCLIQUES.  1 43 

trairementla  surface  (S),  il  est  clair  que  les  équations  précédentes 
définissent  le  système  cyclique  le  plus  général  rapporté  à  l'une 
quelconque  des  trajectoires  orthogonales  de  tous  les  cercles, 
pourvu  que  l'on  choisisse  pour  X  et  jj.  les  solutions  les  plus  géné- 
rales du  système  (2)  relatif  à  la  surface  (S). 

9o2.  Tous  ces  points  étant  rappelés,  reprenons  les  deux  der- 
nières équations  (9)  qui  définissent  la  normale  à  la  surface  (2') 
et  comparons-les  aux  deux  dernières  (12)  qui  représentent  le 
cercle  (C).  On  passe  des  unes  aux  autres  par  la  substitution 


y 


%\ 


X-x        Y-y        Z-z        (X-ar)»H-(Y-^)*  +  (Z-*)« 

Ces  formules  considérées  comme  établissant  une  relation  entre 
les  deux  points  (X,  Y,  Z)  et  (#',  y' ,  z')  définissent  évidemment  une 
inversion  dont  le  pôle  est  le  point  M  et  dont  le  module  est  y/' — 2X, 
c'est-à-dire  dont  la  sphère  principale  est  la  sphère  (S).  Cette 
même  substitution,  appliquée  à  la  première  des  équations  (12),  la 
transforme  de  même  dans  la  suivante 

(i3)  c(x' —  se) -h  c'( y' —  y)  +  c"  (z' —  z)  =  \l  -f-  p2; 

c'est  l'équation  d'un  plan  qui  enveloppe  une  surface  (Ylr)  parallèle 
à  (S')  et  menée  à  la  distance  p2  de  (S').  On  peut  donc  énoncer  le 
théorème  suivant  : 

Etant  données  deux  surfaces  (S),  (S')  qui  ont  la  même  re- 
présentation sphérique,  soient  M,  M7  deux  points  correspon- 
dants pris  respectivement  sur  ces  deux  surfaces.  La  normale 
en  M!  peut  toujours  être  considérée  comme  la  corde  de  contact 
d'une  sphère  (S)  ayant  son  centre  en  M  et  dont  le  rayon  \J —  i\ 
dépend  de  la  quadrature  qui  détermine  \.  La  figure  inverse 
de  cette  normale  par  rapport  à  la  sphère  (S)  est  un  cercle  (C) 
dont  les  différentes  positions  engendrent  un  système  cyclique. 
Ce  cercle,  évidemment  normal  en  Ma  (S),  passe  par  les  points 
d'intersection  P  et  Q  de  la  sphère  (S)  et  de  la  normale  en  M'. 
Les  différents  points  7?i',  m"  de  ce  cercle  qui  sont  les  inverses 
de  M'  ou  de  tout  autre  point  W  de  la  normale  situé  à  une 
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distance  invariable  de  M'  engendrent  les  différentes  surfaces 
normales  à  toutes  les  positions  du  cercle  (C).  Enfin  les  deux 
sphères  qui  sont  les  inverses  des  plans  principaux  de  (2')  sont 
celles  qui  touchent  les  deux  enveloppes  de  sphères  (E),  (EH) 
auxquelles  appartient  le  cercle  (C),  enveloppes  qui  sont 
engendrées  par  ce  cercle  lorsqu'il  se  déplace  de  telle  manière 
que  le  point  M  décrive  une  des  lignes  de  courbure  de  (S).  Les 
centres  de  ces  deux  sphères  sont  évidemment  au  point  de  ren- 
contre des  tangentes  principales  de  (S)  en  M  et  de  V axe  du 
cercle  (C). 

953.  Il  résulte  de  cette  première  proposition  qu'à  tout  couple 
de  surfaces  (2),  (2')  admettant  la  même  représentation  sphérique 
on  peut  faire  correspondre  une  infinité  de  systèmes  cycliques 
formés  de  cercles  normaux  à  (S);  car  on  peut  toujours  ajouter 
une  constante  arbitraire  à  la  fonction  A. 

Cette  proposition  peut  d'ailleurs  revêtir  une  autre  forme  si  l'on 
considère  comme  connu  un  système  cyclique,  engendré,  par 
exemple,  par  le  cercle  (C),  et  si  l'on  envisage  trois  trajectoires 
orthogonales  quelconques  (S),  (S,),  (S2)  de  ce  cercle. 

Soient  {fig-  87)  M,  m',  m"  les  points  où  ces  trois  surfaces 
coupent  le  cercle  (C).  La  première  (S)  pourra  toujours  jouer  le 
rôle  de  la  surface  de  même  nom  dans  l'énoncé  précédent;  la 
connaissance  des  deux  points  mr,  m"  nous  permettra  de  reconsti- 
tuer toute  la  figure  et  de  retrouver,  en  particulier,  les  points 
M',  M". 

En  effet,  dans  le  plan  du  cercle  (G),  la  droite  M'M"  sera 
évidemment  déterminée  par  la  condition  d'être  parallèle  à  la  tan- 
gente en  M  au  cercle  (G)  et  d'avoir  le  segment  M'M"  intercepté 
entre  les  droites  concourantes  Mm',  Mm"  égal  à  une  longueur 
constante  quelconque  p2.  Cette  droite  sera  normale  aux  sur- 
faces (S'),  (S")  décrites  par  les  points  M',  M",  et  ces  deux  surfaces 
parallèles  admettront  pour  leurs  lignes  de  courbure  la  même  re- 
présentation sphérique  que  (2).  Leur  normale  commune  M'M" 
sera  la  corde  de  contact  de  la  sphère  variable  de  centre  M  qui 
passe  par  l'intersection  de  cette  normale  même  et  du  cercle  (G). 

Quand  on  fera  varier  la  constante  p2,  toutes  les  surfaces  décrites 
par  le  point  M'  seront  celles  que  l'on  obtiendrait  en  multipliant  la 
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fonction  u.  par  une  constante  quelconque,   dans  l'équation  (8), 
ce  qui  est  évidemment  permis. 

954.  Ces  propositions  préliminaires  une  fois  établies,  revenons 
à  l'étude  que  nous  avons  interrompue  à  la  fin  du  Chapitre  précé- 
dent. Etant  données  deux  surfaces  (S),  (S7)  de  même  représenta- 
tion sphérique,  soient  (d),  {cl')  leurs  normales,  nécessairement 
parallèles,  en  deux  points  correspondants.  Le  plan  (P)  de  ces 
deux  droites  enveloppe  une  surface  que  nous  désignerons  par  (0(). 
Quand  la  surface  (@<  )  se  déformera  en  entraînant  les  deux  droites, 
elle  ne  cesseront  pas,  dans  leurs  nouvelles  positions,  d'être  nor- 
males à  des  surfaces  (n°  760)  et,  de  plus,  les  développables 
qu'on  peut  former  avec  elles  ne  cesseront  pas  de  se  correspondre 
(n°  944).  Nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante, 
due  à  Ribaucour  (  '  )  : 

Quand  deux  surfaces  (S),  (S')  admettent  la  même  repré- 
sentation sphérique,  le  plan  des  normales  correspondantes 
enveloppe  une  surface  (0|).  Si  la  surface  (0|)  se  déforme  en 
entraînant  les  deux  normales  dans  ses  différents  plans  tan- 
gents, celles-ci  ne  cessent  pas  d'être  normales  à  des  surfaces 
admettant  la  même  représentation  sphérique. 

Mais  il  importe  d'examiner  surtout  un  cas  particulier  de  cette 
déformation.  Construisons  le  cercle  (C)  défini  plus  haut,  normal 
en  M  à  (S)  et  déformons  la  surface  (0i)  de  telle  manière  que 
l'une  des  sphères  de  rayon  nul  passant  par  le  cercle  (C)  se  ré- 
duise à  un  point  fixe  A  invariablement  lié  à  la  forme  nouvelle 
(0)  de  (0i  )•  Si  l'on  fait  rouler  la  surface  (0)  sur  (&]),  le  point 
M  sera  toujours  sur  une  droite  isotrope  passant  par  A  et  invaria- 
blement liée  à  (0)  (noS  936  et  947)-,  la  normale  en  M  à  la  sur- 
face (S)  sera  l'intersection  du  plan  de  contact  de  (0)  et  de  (0i) 
par  un  plan  isotrope  déterminé  (I)  du  système  mobile,  plan 
qui  sera  tangent  au  point-sphère  A  suivant  la  génératrice  iso- 
trope AM  (n°  936).  Enfin,  les  seules  droites  parallèles  à  (d) 
situées  dans  le  plan  de  contact,  et  qui  pourront  engendrer  des 


(')  Ribaucour,  Note  déjà  citée  plus  haut  [p.  127]. 
D.  —  IV. 
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congruences  dont  les  développables  correspondent  à  celles  de  la 
congruence  des  normales  à  (S),  seront  les  intersections  du  plan 
de  contact  par  des  plans  isotropes  déterminés,  parallèles  au  plan  (I) 
de  la  figure  mobile  (nos  936  et  944).  Comme  l'on  connaît  une  de 
ces  droites,  qui  est  la  normale  à  (S')  en  M',  on  voit  que  cette 
droite  (d')  sera  elle  aussi  dans  un  plan  isotrope  déterminé  (Y)  du 
système  mobile,  plan  qui  sera  parallèle  au  premier  (I).  Ainsi,  nous 
obtenons  le  résultat  suivant,  également  remarqué  par  Ribaucour  : 

Étant  données  deux  surfaces  qui  ont  la  même  représenta- 
tion sphérique,  si  la  surface  (&{)  enveloppe  du  plan  qui  con- 
tient leurs  normales  en  des  points  correspondants  se  déforme 
en  entraînant  ces  droites,  elles  ne  cessent  pas  d'être  normales 
à  des  surfaces  ayant  la  même  représentation  sphérique;  et  il 
existe  une  déformation  (0)  de  (0,)  dans  laquelle  les  droites 
sont  amenées  à  décrire  deux  plans  isotropes  parallèles. 

955.  Tl  résulte  de  ces  propositions  que,  si  tout  couple  de  sur- 
faces applicables  conduit  (n°  947)  à  une  infinité  de  couples  de 
surfaces  admettant  la  même  représentation  sphérique,  inverse- 
ment tout  couple  de  surfaces  admettant  la  même  représentation 
sphérique  fournit  une  infinité  de  couples  de  surfaces  applicables. 
Il  ne  sera  pas  inutile  d'insister  sur  la  nature  et  l'étendue  des  opé- 
rations par  lesquelles  on  déduit  l'un  de  l'autre  le  couple  de  sur- 
faces applicables  et  le  couple  de  surfaces  admettant  la  même  re- 
présentation sphérique. 

Si  l'on  part  d'abord  du  couple  de  surfaces  applicables  (0), 
(0,),  nous  avons  vu  (n°  947)  que,  pour  obtenir  deux  surfaces 
admettant  la  même  représentation  sphérique,  il  faut  faire  rouler 
(0)  sur  (0()  et  prendre  les  points  d'intersection  avec  le  plan  de 
contact  de  deux  droites  isotropes  parallèles,  invariablement  liées 
à  (0).  Ces  deux  points  d'intersection  décrivent  les  surfaces  cher- 
chées (S),  (S').  Toutes  les  opérations  par  lesquelles  on  les  obtient 
n'exigent  donc  aucune  intégration  et  introduisent  les  cinq  con- 
stantes arbitraires  dont  dépend  la  position  des  deux  droites  iso- 
tropes parallèles. 

956.   Supposons,  au  contraire,  qu'on  se  donne  les  surfaces  (S), 
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(S')  admettant  la  même  représentation  sphérique,  et  conservons 
toutes  les  notations  employées  au  début  de  ce  Chapitre.  Il  faudra 
d'abord  construire  les  cercles  (C)  normaux  à  (S)  et,  par  consé- 
quent, effectuer  la  quadrature  qui  détermine  X;  mais,  cette  quadra- 
ture une  fois  obtenue,  il  ne  restera  plus  à  faire  que  des  différen- 
tiations  et  des  éliminations.  En  effet,  lorsqu'on  a  un  système 
cyclique  et  les  trajectoires  orthogonales  des  cercles  qui  le  com- 
posent, la  surface  (0f  )  est  l'enveloppe  des  plans  des  cercles.  Quant 
au  système  mobile  formé  de  la  surface  (0)  qui  roule  sur  (0i)  et 
des  points  qui  lui  sont  invariablement  liés,  on  le  déterminera 
comme  il  suit.  Nous  en  connaissons  un  premier  point  O  qui  est 
l'un  des  points-sphères  passant  par  le  cercle  (G).  Si  m  et  m'  dé- 
signent les  points  où  ce  cercle  est  coupé  par  deux  de  ses  trajec- 
toires orthogonales,  les  plans  isotropes  touchant  le  point-sphère  O 
suivant  les  droites  0;n,  O/n'sont  des  plans  déterminés  du  système 
mobile  se  coupant  suivant  une  droite  invariablement  liée  à  ce 
système.  On  pourra  ainsi  obtenir,  en  nombre  aussi  grand  qu'on 
le  voudra,  des  droites  passant  par  le  point  O  du  système  mobile. 
Trois  de  ces  droites  forment  un  trièdre  invariable  auquel  on 
pourra  rattacher  un  trièdre  trirectangle;  et  les  distances  du  point 
où  (©t)  touche  le  plan  du  cercle  (C)  aux  trois  faces  de  ce  trièdre 
trirectangle  ne  seront  autres  que  les  coordonnées  du  point  corres- 
pondant de  la  surface  cherchée  (0),  rapportée  à  des  axes  inva- 
riablement liés  à  cette  surface.  Cette  surface  sera  ainsi  déterminée 
sans  aucune  quadrature  nouvelle. 

Si  l'on  substitue  aux  surfaces  (S),  (2')  celles  que  l'on  obtien- 
drait en  remplaçant  successivement,  dans  l'équation  (8)  du  plan 
tangent,  u  par  une  fonction  linéaire  quelconque  des  solutions  c, 
c',  c';,  [i.,  c«  +  e'/  +  c"s,  on  verra  facilement  qu'ici  encore  on 
peut  introduire  cinq  constantes  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  faire 
une  nouvelle  intégration. 

957.  D'après  les  remarques  précédentes,  ce  sont  les  systèmes 
cycliques  qui  établissent  le  lien  entre  les  deux  théories,  au  premier 
abord  si  éloignées,  de  la  déformation  des  surfaces  et  de  la  repré- 
sentation sphérique.  On  peut  obtenir  de  tels  systèmes,  soit  en 
partant  d'un  couple  de  surfaces  applicables  (0),  (0!),  soit  en 
prenant  comme  point  de  départ  un  couple  de  surfaces  admettant 
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la  même  représentation  sphérique  pour  leurs  lignes  de  courbure. 
En  développant  les  calculs  qui  permettent  de  les  faire  dériver  d'un 
couple  de  surfaces  applicables,  nous  allons  rencontrer  quelques 
relations  qui  viendront  s'ajouter  utilement  aux  propositions  déjà 
trouvées  ou  qui  permettront  l'application  des  méthodes  indiquées 
dans  les  Chapitres  précédents. 

A  cet  effet,  envisageons  d'abord  deux  surfaces  (S),  (S<),  se 
correspondant  avec  orthogonalité  des  éléments  linéaires;  et  con- 
servons toutes  les  notations  du  Chapitre  III.  Si  l'on  pose 

j   ^  =  X't-X', 

]y  =  Y'-Y'l,  (.4)'  n  =  Y\~Y', 


X 

— 

X 

-f- 

X1} 

y 

= 

Y' 

4- 

y;, 

z 

= 

Z' 

-H 

zî; 

■"1 


Z  !       Z  : 


2 

.r+.ri 

2 

z  -H  Z\  _ 

/    x,  _   X  —  Xi 

1                  2 

(.5)' 

1  y'  —  y  ~  Vl 

1                   2 

[         rj,    Z    Z\    . 

~~  "       2        ' 

ce  qui  donne 

/     v,  X-h  Xf 

I    A,  = 

(••3)  i   Y\  = 

[   Z'1  = 

les  deux  surfaces  (0),  lieu  du  point  (X',  Y',  Z'),  et  (©<),  lieu  du 
point  (X,,  Y\.  Z',),  seront  applicables  l'une  sur  l'autre.  Cela  ré- 
sulte immédiatement  de  l'identité 

dx  dxi  +  dy  dyx  -+-  dz  dzy  —  dX.'?  -+-  dY'f  -+-  dZ'f  —  dX.'*  —  dY'*-  —  dZuK 

La  surface  (0<)  est  décrite  par  le  milieu  du  segment  MMt  qui 
réunit  les  points  homologues  M,  Mt  de  (S)  et  de  (S,);  la  sur- 
face (0)  est  le  lieu  de  l'extrémité  du  segment  égal  à  la  moitié  de 
M,  M,  partant  de  l'origine  des  coordonnées.  Les  deux  surfaces  s'é- 
changent l'une  dans  l'autre  lorsque  l'on  change  le  signe  de  X\, 
y,,  Z\,  c'est-à-dire  lorsque  l'on  remplace  la  surface  (S()  par  sa 
symétrique  relative  à  l'origine  des  coordonnées. 

Considérons  la  sphère  (U)  passant  par  l'origine  des  coor- 
données et  décrite  du  point  (X',  Y',  Z')  comme  centre.  Lorsque 
l'on  fera  rouler  la  surface  (0)  sur  la  surface  (0|),  cette  sphère 
entraînée  avec  la  surface  (0)  aura  son  centre  au  point  (X'(,  Y',,  Z'4)  ; 
et  nous  avons  vu  (n°  938)  que  les  points  où  elle  touchera  son  en- 
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veloppe  seront  les  centres  de  sphères  de  rayon  nul  coupant  le 
plan  tangent  à  (0)  suivant  un  même  cercle  (C)  qui  engendrera  un 
système  cyclique.  L'équation  de  la  nouvelle  position  (\Ji)  de  la 
sphère  (U)  est  évidemment 

([6)  (X  —  X'1)2+(Y—  Y'i)*  +  (Z  —  Z'1)»=X'»+Y'*-i-Z's; 

ou,  en  remplaçant  X',  X'17  ...  par  leurs  valeurs  (io), 

(>7)     (X-x)(X-x1)  +  (r-y)(Y-yl)  +  (Z-z)(Z-z1)=o. 

Cette  équation  représente  évidemment  la  sphère  décrite  sur  le 
segment  MM,  comme  diamètre.  Les  points  où  elle  touche  son  en- 
veloppe s'obtiendront  enjoignant  à  l'équation  précédente  sa  diffé- 
rentielle totale 

(X  —  x)  dxy-\-{  Y — y)  dyi~{-  (Z —  z)dz\ 

-I-  ( X  —  Xi)  dx  +  (  Y  —  y\ )  dy  -+-  ( Z  —  z{]îdz  =  o . 

En  tenant  compte  des  relations  (5)  [p.  4.9]  entre  les  différen- 
tielles dx,  dxi:  .  .  . ,  on  peut  donner  à  cette  dernière  équation  la 
forme  suivante 

[X  —  x  —  c(Y  —  r,)+è(Z-  zi)]dxi 
+  [Y-y-a(Z-z1)+c(X-x1)]dy1 
+  [Z  —  z  —  b(X-xi)-*-a(Y—jr1)]dsl  =  o, 

et  comme  dxK,  dyK,  dzK  sont  reliés  uniquement  par  l'équation 

ai  dxi  -+-  &i  dy{  -+■  Cj  dzy  =  o, 
on  aura  nécessairement 

1  x~x-c(Y-yl)+b(Z-zi) 


(18) 


_  Y—  y  —  q(Z  —  :,)+c(X-  a?,) 
_  Z  —  z  —  b(X  —  x1)-ha(Y  —  yl) 

Cl 


Ces  deux  équations  représentent  la  corde  de  contact  de  la  sphère 
avec  son  enveloppe.  On  pourra  les  remplacer  par  les  deux  sui- 
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vantes 


(19) 


X  -  xi—  cf(Y  —7)  +  bi(Z  —  z) 

a 

Y  —  jki —  «i(Z  —  -s)-4-  ct(X  - 

-*0 

6 

Z_3,_  6,(X  —  a?)-i-a1(Y- 

-.r) 

qui  s'en  déduisent  immédiatement  si   l'on  échange,    ce  qui  est 
permis,  les  points  M  et  M,  ou  bien  les  surfaces  (S)  et  (Si). 

958.  Avant  de  poursuivre  le  calcul  et  de  déterminer  les  points 
d'intersection  de  la  droite  précédente  avec  la  sphère  (U(),  re- 
marquons que  cette  droite  est  nécessairement  perpendiculaire  au 
plan  tangent  de  la  surface  (©i).  Cette  remarque  nous  fournit  un 
moyen  d'obtenir  la  direction  de  ce  plan  tangent  et  un  calcul  facile 
donne,  pour  les  cosinus  directeurs  Cl7  C',,  C'j  de  la  normale  à  la 
surface  (0()  les  expressions  suivantes 

!\/KKi  Ci  =  a  —  ai  -4-  bci  —  cb1} 
/KKj  G\  —  b  —  bt  -+-  cai  —  ac!, 
V  KKt  C'(  =  c  —  Ci  -4-  abi  —  bat, 

où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 

K  =  i  +  oJ  +  52J  c2. 


(ai) 

Ki  =  i-f-  a\  -4-  bi  -4-  c] 

Comme  on  passe  de  la  surface  (0,)  à  la  surface  (0)  en  chan- 
geant le  signe  de #,, yK,  Zi,  a,  a,, ... ,  un  calcul  analogue  donnera, 
pour  les  cosinus  directeurs  C,  C,  C"  de  la  normale  à  cette  surface, 
les  expressions  suivantes 

j  v/KKT  C  =  a  —  ai—  box  -4-  cbt, 
(^  \)/vTiC'=b-b1~cal-hacl, 

[  v/KKiC"=  c  —  Ci  —  abx  -4-  bai} 

où  le  signe  des  radicaux  a  été  choisi  de  telle  manière  que  les 
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portions  positives  des  deux  normales  soient  du  même  côté  par 
rapport  aux  surfaces  (0),  (0<)  (')• 

959.  Ces  expressions  des  cosinus  directeurs  des  normales  aux 
deux  surfaces  (0),  (0))  nous  conduisent  à  la  proposition  sui- 
vante : 

En  calculant  les  différentielles  c/C,,  dX.\  et  tenant  compte  de 
la  relation 

Ci  dx\  +  c'j  <tî\  +  c;  dz\  =  o, 

on  formera  l'identité 

\/kK[  C  dCi  dX\ 

=  W  da(dx  -+-  dx{  ) —  V  dai ( dx  4-  dxy  ) 


(23) 


a  dax  dx  -+-  dxt 
b  dbi  dy  4-  dyi 
c     dci     dz  -+-  dzi 


«i  da  dx  ■+-  dxi 
bi  db  dy  -+-  dyi 
Ci      de     dz  -t-  dzi 


Si  l'on  remarque  que  les  relations  différentielles  (5)  et  (45)  du 
Chapitre .III  conduisent  à  des  identités  telles  que  les  suivantes. 


a  dcii  dx\ 

b  db\  dyi 

c  dey  dzi 

a  da\  dx 

b  dbi  dy 

c  dci  dz 


=  V  dai  dx, 

=  —  (a2-+-  62-f-  c2)  V  dai  dxl} 


on  donnera  à  la  relation  (a3)  la  forme  suivante 

(a4)  2y  KKt  ^  dG'L  dXi  =  Kt  V  da  dx  —  Kv  dai  dxt 


(')  Les  relations  différentielles  entrer,  y,  z,  xv  yv  zl  ne  changent  pas  si  l'on 

remplace  xlt  ylS  z1  par  hxl}  hylt  hzl;  a,,  bv  ci  par  ha0  hbx,  hcl  et  a,  b,  c  par 

abc,.,.  .  _,.  , 

j-,  -,  - -  ,  h  désignant  une  constante  quelconque.  Si  cette  constante  devient  très 

petite,  xx,  yx,  zx  deviennent  très  petites  et  les  deux  surfaces  (0),  (0,)  viennent 
se  confondre.  Il  faut  donc  que  les  expressions  (21)  et  (22)  des  cosinus  se  rap- 
prochent, ce  qui  entraîne  la  détermination  du  signe  pour  les  secondes  (22). 
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Par  de  simples  changements  de  signes  on  établira  également  la 
formule 

(  a5  )  2  /KK7  ^  dG  dX.'  =  Kt  V  da  dx  +  I(W  dax  dxx , 

relative  à  la  surface  (0). 

960.  Or,  dans  la  théorie  du  roulement  de  deux  surfaces  l'une 
sur  l'autre,  nous  avons  été  amené  à  considérer  différents  réseaux 
tracés  sur  les  surfaces  (0),  (0))  : 

i°  Le  réseau  conjugué  commun.  Gomme  l'équation  ponctuelle 
relative  à  ce  réseau  est  la  même  pour  (0)  et  pour  (6<),  il  est 
clair  que  cette  équation  admettra  également  les  solutions  x,y,  z, 
x^  j'i,  s,  qui  sont  des  fonctions  linéaires  de  X',  X, ,  ....  Donc 
le  réseau  conjugué  commun  à  (Q)età  (0i)  sera  aussi  commun 
aux  deux  surfaces  (S)  et  (S{  ).  Ce  sera  notre  réseau  III.  Seule- 
ment, sur  (0)  et  sur  (©4),  ses  invariants  tangentiels  ne  seront 
plus  nécessairement  égaux. 

L'équation  relative  à  ce  réseau  doit  admettre  (n°  93o)  la  solu- 
tion particulière 

6'=  Xi*  +  Yi2  -h  Zi2  —  X'2—  Y'2—  Z'2, 

qui  se  réduit  ici  à 

(26)  W=ccx1-\-yy1-hzë1. 

20  Le  réseau  formé  de  courbes  pour  lesquelles  les  courbures 
normales  sont  égales  et  de  même  signe.  Nous  avons  vu  (n°  933) 
que  ces  courbes  sont  telles  que,  si  le  centre  instantané  décrit  l'une 
d'elles,  le  mouvement  se  réduit  au  roulement  d'une  développable 
sur  une  développable.  Elles  sont  évidemment  définies  par  l'équa- 
tion différentielle 

^  dG  dX'—  C  rfd  dX't  =  o, 
qui,  en  vertu  des  formules  (24)  et  (25),  devient  ici 

V  da  dx  =  o. 
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Elles  correspondent  donc  aux  lignes  asymptotiques  de  (S)  qui 
constituent  notre  réseau  I. 

Piemarquons  que  (S)  est  homothétique  à  la  surface  milieu  de 
(0)  et  de  (0{  ),  c'est-à-dire  au  lieu  du  milieu  du  segment  qui  réunit 
les  points  correspondants  de  (0)  et  de  (0|). 

3°  Enfin,  si  l'on  faisait  rouler  sur  (0)),  non  plus  (0),  mais  la 
surface  symétrique,  les  courbes  précédentes  seraient  évidemment 
remplacées  parcelles  pour  lesquelles  les  courbures  normales  sont 
égales  et  de  signes  contraires.  L'équation  différentielle 


Q  dC  dX'  +  C  dd  dX\  =  o 


de  ce  troisième  réseau,  en  vertu  des  identités  (24)  et  (25),  est 
identique  à  la  suivante 


S 


dci\  dxi  =  o. 


On  voit  donc  que  les  courbes  dont  il  se  compose  correspondent 
aux  lignes  asvmptotiques  de  (S,),  c'est-à-dire  aux  courbes  de 
notre  réseau  II. 

Ainsi  se  trouvent  définis  géométriquement  sur  les  surfaces  ap- 
plicables (0)  et  (0<  )  les  trois  réseaux  du  Chapitre  III. 

961.  Revenons  à  nos  systèmes  cycliques.  Pour  obtenir  les 
points  de  contact  de  la  sphère  (U,)  avec  son  enveloppe,  il  faut 
joindre  à  son  équation  (17)  les  deux  équations  (18)  ou  (19)  de  la 
corde  de  contact.  Prenons,  par  exemple,  les  deux  équations  (18), 
constituées  par  l'égalité  de  trois  rapports.  En  ajoutant  les  numé- 
rateurs et  les  dénominateurs  après  les  avoir  multipliés  respective- 
ment par  X  —  xs ,  Y  — yK,  Z  —  zx ,  on  trouvera  un  nouveau  rap- 
port 

(X  — ar)(X  — .rQ-KY— v)(Y— ri)-KZ--s)(Z  — jt)^ 
«i(X  —  x^-hbiiY  —  .71) H-  Ci(Z—  zt) 

égal  aux  précédents  et  dont  le  numérateur  est  certainement  nul 
pour  le  point  de  contact  cherché.  Si  le  dénominateur  de  ce  rap- 
port est  différent  de  zéro,  il  faudra  que,  pour  le  point  de  contact, 
les  numérateurs  des  trois  rapports  (18)  soient  nuls.  On  est  ainsi 
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conduit  aux  trois  équations 

l  X  —  x  —  c(Y—yi)-hb(Z  —  zl)  =  o, 

(27)  l   Y — y —  a(Z — zi)  -+-  c(X  —  x{)  =  o, 
(   Z  —  z  —  b(X  —  xl)  +  a(Y  —  jki)=o, 

qui  déterminent  l'un  des  deux  points  de  contact  cherchés.  Le 
second  sera  défini  par  les  équations  analogues 

/  X  —  x1  —  ci(Y^-.y)+b1(Z-z)  =  o, 

(28)  Y-7l  —  a,(Z  —  -z)  +  Cl(X  —  ar)=o, 
(   z  —  ^  —  ô1(X-ar)-i-a1(Y-<y)=o, 

de  sorte  que  l'un  et  l'autre,  comme  il  était  aisé  de  le  prévoir,  se 
déterminent  rationnellement.  Remarquons  que  le  premier  est 
dans  le  plan  tangent  de  (S),  comme  il  résulte  de  l'équation 

a(X —  x)-h  b(Y  —  y)-\-  c{JL  —  z)  =  o, 

conséquence  des  formules  (27);  et  que  le  second  est,  de  même, 
dans  le  plan  tangent  de  (S,).  Nous  expliquerons  plus  loin  ce 
fait  si  curieux. 

962.  La  sphère  (Ui),  que  nous  avons  été  conduit  à  introduire 
dans  la  théorie  précédente,  donne  naissance  à  quelques  propriétés 
parmi  lesquelles  nous  signalerons  la  suivante  : 

Les  points  où  elle  coupe  la  droite  d'intersection  des  plans  tan- 
gents à  (S)  et  à  (S,  )  sont  dans  les  plans  focaux  de  la  droite  MM, 
qui  réunit  les  points  correspondants  de  (S)  et  de  (S,  ). 

Mais  nous  préférons  insister  sur  le  rôle  qu'elle  joue  dans  l'in- 
version composée. 

Reprenons  les  formules  données  au  n"  903  et  qui  définissent 
cette  transformation.  Étant  donnés  deux  points  M,  M,  dont  les 
homologues  soient  M',  M',  ;  considérons  les  deux  sphères  (V)  et  (V) 
décrites  respectivement  sur  MM,  et  sur  M' M,  comme  diamètres. 
Ces  deux  sphères  sont  les  inverses  l'une  de  l'autre  relativement  à 
l'inversion  simple  que  l'on  obtiendrait  en  supposant,  dans  les 
formules  (16)  [p.  80],  que  les  deux  points  distincts  (#,  y,  z) 
et(.r,,  y,,  s,)  soient  amenés  à  coïncider.  Admettons  ce  résultat 
dont  la  vérification  est  aisée  :  nous  voyons  qu'on  peut  en  déduire 
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une  réduction  de  l'inversion  composée  à  l'inversion  ordinaire.  En 
effet,  pour  définir  l'inversion  composée  par  laquelle  on  transforme 
un  système  de  deux  points  M,  M,,  on  décrira  sur  MM,  comme 
diamètre  une  sphère  (V)  et  l'on  prendra  la  transformée  (V)  de 
cette  sphère  dans  une  inversion  ordinaire.  Cette  sphère  (V)  aura 
un  diamètre  unique  dont  les  extrémités  M',  M',  seront  sur  les 
droites  OM, ,  OM  qui  joignent  les  points  Mt,  M  au  pôle  de  l'in- 
version; et  le  segment  M' M,  sera  celui  qui  doit  correspondre 
à  MMj ,  dans  l'inversion  composée  telle  qu'elle  a  été  définie 
au  n°  903. 

Il  résulte  de  cette  nouvelle  définition  que,  lorsque  l'on  ap- 
pliquera l'inversion  composée  aux  deux  surfaces  (S),  (S,),  on 
soumettra  en  réalité  les  sphères  (U<)  à  une  inversion  simple. 
Il  en  sera  donc  de  même  pour  les  points  de  contact  de  ces  sphères 
avec  leurs  enveloppes,  pour  les  sphères  de  rayon  nul  qui  ont  leurs 
centres  en  ces  points  et,  par  suite  aussi,  pour  les  cercles  qui 
composent  le  système  cyclique  dérivé  de  (S)  et  de  (S4). 

963.  Il  sera  évidemment  très  utile  pour  les  applications  de 
pouvoir  représenter  d'une  manière  simple  le  roulement  de  deux 
surfaces  applicables  l'une  sur  l'autre.  Or  les  résultats  que  nous 
avons  donnés  au  Chapitre  III  nous  conduisent,  pour  définir  ce 
déplacement,  à  des  formules  de  la  plus  grande  simplicité. 

Reprenons,  par  exemple,  les  équations  (4°*)  [p.  66]  qui  défi- 
nissent la  surface  (St).  Si  nous  y  remplaçons  x,  xK ,  .  .  .  par  leurs 
expressions  (i4)  en  X',  X',,  .  .  . ,  leurs  seconds  membres  prennent 
la  forme 

/   Xx-ciy+bxz  =X'1-X'-c1(Y'1  +Y')H-'61(Z'1  -+-Z'), 

(29)  j  7i  —  ai-s-t-cja?  =  Y\  —T—ai(Z\  +Z')  +  c1(X'1  -t-X'), 
(    zl  —  biX-ha1y=^Z'l  —  Z'  —  6i(X;  -H-  X')  +  ai(Y'a  +  Y'). 

Or  écrivons  ces  formules  comme  il  suit 

i  X'-hc1T  —  b1Z'=  x;— a?i  —  c1(Y'1-7)  +  è1(Z'1  —  s), 

(30)  <—  ciX' -+■      Y'-t-aiZ'=      c1(X'1—  oc)  —       Y\ — yt — a^Z^  —  z), 
(  +ètX'— atY'+      Z'  =  —  b1(X'i—cc)-ha1(Y'1—y)-h       Z\  —  zu 

et  considérons-y  pour  un  instant  X',  Y',  Z'  et  X',,  Y\,  Z\  comme 
des  coordonnées  variables,  tandis  que  nous  attribuerons  des  valeurs 
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déterminées  aux  deux  paramètres  dont  dépendent  x,  xK ,  at ,  .... 
Elles  définissent  évidemment  une  substitution  linéaire  :  cette  sub- 
stitution représente  un  déplacement.  Si  on  les  résolvait,  par 
exemple,  par  rapport  à  X',  Y7,  Z',  on  retrouverait  les  formules 
célèbres  qu'Euler  a  données,  le  premier,  dans  les  Nouveaux 
Commentaires  de  Pétersbourg  et  qui  sont  rationnelles  par  rap- 
port à  trois  arbitraires  (ici  a{,  6(,  c{).  Admettons  ce  premier 
point  que  reconnaîtront  sans  peine  tous  les  lecteurs  au  courant  de 
la  théorie  des  substitutions  orthogonales.  Il  est  clair  dès  lors  que, 
si  l'on  fait  varier  les  paramètres  qui  entrent  dans  at,  b^  cK,  x, 
xt,  . . . ,  on  aura  une  suite  continue  de  déplacements,  ou  mieux 
un  déplacement  à  deux  variables  indépendantes.  Ce  déplacement 
est  précisément  le  roulement  des  deux  surfaces  (0),  {%K~)Vune 
sur  Vautre.  C'est  le  roulement  de  (0)  sur(01)  si  l'on  considère 
les  points  (X7,  Y',  Z')  comme  appartenant  à  la  figure  mobile; 
c'est  le  mouvement  inverse,  si  l'on  considère  au  contraire  comme 
mobile  la  figure  qui  est  lieu  des  points  (X'n  Y\,  Z'(). 

Pour  établir  ce  résultat  essentiel,  considérons  X',  Y',  Z'  comme 
appartenant  à  la  figure  mobile.  Si  nous  remplaçons,  dans  les  for- 
mules (3o),  X',  Y',  TJ  par  les  valeurs  (i5)  qui  correspondent  à  un 
point  de  la  surface  (0),  elles  nous  donneront  les  valeurs  (i5)'  de 
Xn  Y,,  Z'( .  Donc  déjà  le  déplacement  se  produit  de  telle  manière 
qu'à  chaque  instant  le  point  de  la  surface  (0),  considérée  comme 
appartenant  à  la  figure  mobile,  coïncide  avec  le  point  correspon- 
dant de  (0|).  Pour  compléter  la  démonstration,  différentions 
totalement,  avant  toute  hypothèse,  les  formules  (3o).  La  première, 
par  exemple,  nous  donnera 

dX'-h  ^  dX'—  bx  dZ'=  d\\  —  Ci  dX\  +  bx  dZ\ 

—  dci(Y'-hY'i—  y)-+-dbi(Z'-hZ'i  —  z), 

pourvu  que  nous  remplacions  dx{  par  sa  valeur  déduite  des  rela- 
tions (45)  [p.  66].  Or,  si  nous  substituons,  dans  cette  relation 
générale,  à  Y',  Y', ,  Z',  Z\  les  valeurs  qu'elles  acquièrent  pour  le 
point  commun  à  (0)  et  à  (0,),  les  coefficients  de  dbt,  dc{  de- 
viennent nuls,  et  il  reste  la  première  des  trois  relations  suivantes 

dX'+  a  dX'  —  bx  dZ'  =  dX\  —  d  dX\  ■+-  bx  dZ\ , 

—  ci  dX'-h      dX'  -+-  a,  dZ'  =      cy  dX\  +       dX\  —  a{  dZ\ , 

b ,  dX'  —  ai  dX'  +       dZ'  =  —bi  dX\  -+-  «t  dX\  +       dZ\ , 
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les  deux  dernières  se  déduisant  de  la  première  par  de  simples 
permutations  circulaires.  Or  ces  trois  équations,  qui  sont  celles 
que  l'on  obtiendrait  en  différentiant  les  formules  de  transforma- 
tion (3o)  où  les  coefficients  seraient  traités  comme  des  con- 
stantes, expriment  évidemment  que  le  point  commun  à  (0)  et 
à  (@i)  a  le  même  déplacement  en  grandeur  et  eu  direction  quand 
on  le  considère,  soit  comme  appartenant  à  la  figure  mobile,  c'est- 
à-dire  à  (0),  soit  comme  appartenant  à  la  figure  fixe,  c'est-à-dire 
à  (0<  ).  Ces  deux  surfaces  sont  donc  applicables  l'une  sur  l'autre, 
ce  que  nous  savions  déjà;  et  le  mouvement  considéré  est  le  roule- 
ment de  l'une  sur  l'autre. 

961.  Les  raisonnements  qui  précèdent  s'appliquent  sans  modi- 
fication si,  au  lieu  de  prendre,  comme  point  de  départ,  les  for- 
mules (45)  [p-  66]  on  emploie  les  formules  (5)  [p.  49]-  On  est 
alors  conduit  à  la  substitution  linéaire  définie  par  les  équations 

/  X'+cY'-6Z'  =  —     (X\  —  x)^c(Y'1—yl)-b(Z\  —  z1), 

(3i)  -cX'+    Y'+aZ^-cCX',-^)-     (Y't  -y)  +  a{Z\-  *,), 

(       6X'-aY'  +     Z'=      bÇZ!x  —  xx)  —  a(Y\  —  yx)'-     {Z\  —  x), 

toutes  pareilles  aux  formules  (3o).  Seulement,  par  suite  du 
changement  de  signe  de  X',  Y',  Z',  elles  ne  représentent  plus  un 
déplacement,  mais  une  transformation  par  symétrie  relative  à  l'ori- 
gine des  coordonnées,  suivie  d'un  déplacement.  On  démontrera 
comme  précédemment  que,  lorsque  varient  les  paramètres  dont 
dépendent  a,  x:  X\,  ..  .,  ces  formules  définissent  le  roulement 
sur  (04),  non  plus  de  (0),  mais  de  la  surface  symétrique  (0'). 

965.  Les  formules  précédentes  permettent  de  vérifier  quelques- 
uns  des  résultats  que  nous  a  fournis  la  Géométrie  dans  l'étude 
qui  a  fait  l'objet  du  Chapitre  précédent.  Appliquons-les,  par 
exemple,  à  la  détermination  des  systèmes  cycliques  que  l'on  peut 
faire  dériver  du  couple  de  surfaces  applicables  (0),  (©<)•  Si,  dans 
les  formules  (3o),  on  attribue  à  X',  Y',  T!  des  valeurs  constantes 
quelconques,  elles  fourniront  les  coordonnées  X*,,  Y\,  Z',  du  point- 
sphère  qui  coupe  le  plan  de  contact  de  (0)  et  de  (0t  )  suivant  le 
cercle  (G),  dont  les  différentes  positions  engendrent  le  système 
cyclique  cherché.  Soit  Aie  point  invariablement  lié  à  la  figure  mo- 
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bile  :  si,  par  ce  point,  on  mène  une  droite  isotrope  déterminée, 
c'est-à-dire  invariablement  liée  au  système  mobile,  les  for- 
mules (3o)  permettront  évidemment  d'écrire  les  équations  de  cette 
droite  rapportée  au  système  fixe;  et  le  point  où  elle  coupera  le 
plan  de  contact  décrira  une  des  trajectoires  orthogonales  du 
cercle  (G).  Ces  trajectoires  orthogonales  se  détermineront  ainsi 
sans  aucune  intégration;  mais,  pour  déterminer  aussi  en  termes 
finis  les  deux  autres  familles  qui  composent  Je  système  triple,  il 
faudra  pouvoir  intégrer  l'équation  du  système  conjugué  commun 
à  (0)  età  (0,)  (1). 

On  obtiendra  des  résultats  identiques  en  appliquant  la  méthode 
précédente,  non  plus  aux  équations  (3o),mais  aux  formules  (3i). 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  veuille  déterminer  le  système 
cyclique  obtenu  en  choisissant  l'origine  des  coordonnées  comme 
point  fixe  du  système  mobile.  Il  faudra,  dans  les  formules  de 
transformation  (3o)  ou  (3i),  introduire  l'hypothèse 

X'  =  Y'=Z'=o. 

Les  premières  (3o)  deviendront  alors  identiques  aux  équa- 
tions (28)  et  fourniront  par  suite  un  premier  point  de  contact  de 
la  sphère  (L^)  (noS957,  961)  avec  son  enveloppe.  Les  secondes  (3i) 
deviendront  de  même  identiques  aux  formules  (27)  et  fourniront 
le  second  point  où  la  même  sphère  (U^  )  touche  son  enveloppe.  Ce 
sera  le  point  de  contact  défini  par  les  formules  (28)  ou  (3o)  qui 
deviendra  fixe  dans  l'espace  lorsque  la  surface  (0f  )  se  déformera 
de  manière  à  venir  coïncider  avec  (0).  Ce  sera  au  contraire  le 
second,  défini  par  les  formules  (27)  ou  (3i),  qui  deviendra  fixe 


(')  De  là  résulte  qu'à  toute  équation  linéaire  du  second  ordre  dont  les  inva- 
riants sont  égaux  on  peut  faire  correspondre  une  infinité  de  systèmes  cycliques 
dont  les  trois  familles  se  détermineront  par  de  simples  quadratures.  Car  on  peut, 
à  l'aide  d'une  telle  équation,  déterminer  une  infinité  de  couples  de  surfaces  (S), 
(S,)  et,  par  suite,  (A,),  (2t),  se  correspondant  avec  orthogonalité  des  éléments 
linéaires.  Le  couple  de  surfaces  applicables  déduit  de  (A,),  (S,)  admettra,  pour 
réseau  conjugué  commun,  le  réseau  conjugué  commun  à  (A,),  (S,),  c'est-à-dire, 
d'après  le  Tableau  de  la  page  72,  le  réseau  des  lignes  asymptotiques  de  (S).  Or  ce 
réseau  est  entièrement  connu  ;  les  paramètres  des  lignes  qui  le  composent  sont  les 
variables  indépendantes  qui  figurent  dans  l'équation  linéaire  à  invariants  égaux 
prise  comme  point  de  départ. 
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si  (0|  )  se  déforme  de  manière  à  venir  coïncider  non  plus  avec  (0), 
mais  avec  la  surface  symélrique  (©')• 

966.  Nous  pouvons  maintenant  expliquer  de  la  manière  la  plus 
satisfaisante  pourquoi  ces  deux  points  se  trouvent  respectivement 
dans  les  plans  tangents  de  (S)  et  de  (S,).  D'après  les  théories 
connues,  le  déplacement  défini  par  les  formules  (3o)  peut  être 
remplacé,  d'une  infinité  de  manières,  par  une  translation  finie  et 
par  une  rotation,  toujours  la  même,  dont  l'axe  et  la  valeur  absolue 
dépendent  uniquement  des  coefficients  a^  biy  cx.  Si  û  désigne  la 
grandeur  de  cette  rotation  et  X,  ;./.,  v  les  angles  que  fait  avec  les 
axes  coordonnés  la  direction  positive  de  l'axe  de  la  rotation,  on  a, 
comme  on  sait, 

,o   n                                ai            bi             ci  Q 

(  02  )  r-  =  =  =  —  tang  -  • 

COSÀ  COS  |JL  COSV  1 

On  voit  ainsi  que  l'axe  de  la  rotation  est  perpendiculaire  au  plan 
tangent  de  (S<).  D'après  cela,  soient  M,  M|  les  points  correspon- 
dants de  (S)  et  de  (Si),  P,  le  milieu  du  segment  MMf.  Si  l'on 
mène,  par  l'origine  des  coordonnées,  une  droite  OP  égale,  parallèle 
au  segment  M,  P<  et  de  même  sens,  il  résulte  des  formules  (i4) 
et  (i5)  que  les  deux  points  P  et  P,  décriront,  l'un  la  surface  (0), 
l'autre  la  surface  (0|).  Pour  amener  les  deux  surfaces  en  contact 
on  pourra,  par  une  translation,  amener  P  en  P,,  ce  qui  fera 
coïncider  O  avec  M(  ;  puis  effectuer  la  rotation  définie  par  les 
formules  (32);  et,  comme  l'axe  de  cette  rotation  est  évidemment 
perpendiculaire  au  plan  tangent  en  M^  à  (S,),  elle  laissera  le 
point  O  dans  ce  plan  tangent. 

Une  démonstration  identique  s'appliquera  au  second  point  dé- 
fini par  les  formules  (27),  pourvu  que  l'on  substitue  à  la  sur- 
face (0)  sa  symétrique  relative  à  l'origine  des  coordonnées. 

967.  D'autres  formules,  qu'il  ne  sera  pas  inutile  d'indiquer 
rapidement,  permettent  encore  de  définir  le  roulement  de  deux 
surfaces  l'une  sur  l'autre. 

Si  l'on  connaît,  par  exemple,  pour  chacune  des  deux  surfaces 
(0),  (0)),  les  cosinus  qui  définissent,  par  rapport  à  des  axes 
fixes,  la  position  d'un  trièdre  (T),  rattaché  de  la  même  manière 
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à  ces  surfaces,  il  est  clair  que  les  formules 

!X'  =  x  -+-  ax'  -t-  by'  -+-  cz', 
Y'  =  /  +  aV+  b'y'+c'z', 
Z'  =  z  +  a"x'-hb"y'  +  c"z', 

où  x,  y,  z  désignent  maintenant  les  coordonnées  du  point  M 
de  (0)  qui  est  le  sommet  du  trièdre  (T),  et  où  nous  conservons, 
pour  les  cosinus,  toutes  les  notations  du  Livre  V,  Chap.  I  et  II, 
définiront  le  changement  de  coordonnées  par  lequel  on  passe  des 
axes  fixes  OX',  OY',  OZ'  aux  axes  Mz',  My',  M. s'  formés  par  les 
arêtes  du  trièdre  (T).  Si  l'on  écrit  les  formules  analogues  rela- 
tives à  la  surface  (©,  ) 

/  X  j  =  Xi  -+-  at  x'  -+-  byy'  -t-  Ci  z', 
(34)  )Y\=yi-i-a\x'-hb'ly'-^c\z', 

[   Z'j  =  Zi  -+-  a'[  x'  -+-  b \ y'  -t-  c'[  z', 

l'élimination  de  x',  y',  z'  entre  les  deux  systèmes  précédents 
donnera  les  formules  cherchées  qui  définissent  le  roulement  de 
(0)  sur  (0)).  Cette  élimination  ne  présente  aucune  difficulté, 
l'un  et  l'autre  système  pouvant  être  résolus  par  rapport  à  x',  y', 
z'  :  on  obtient  ainsi  les  formules 

ij^a(X'— a?)  =  Wa1(Xi  — ari), 
§b(X'-x)  =  §b1(X[-Xi), 

1  |^c^x'— •r)=Sci(xi_  ,ri)' 

qui  peuvent  elles-mêmes  être  résolues,  soit  par  rapport  à  X',  Y' 
Z',  soit  par  rapport  à  X', ,  Y', ,  Z', . 

Si  l'on  veut,  par  exemple,  trouver  les  systèmes  cycliques  qui 
correspondent  au  roulement  de  (0)  sur  (0,  ),  il  suffira  d'écrire  les 
deux  équations  suivantes  : 


(36) 


(X'—  A)»  +    (Y'-ky-+    {Z'—iy=0i 

c(X'—x)  +c'(Y'-j)  h_c"(Z'—  z)  =  o, 


où  h,  k,  l  désignent  trois  constantes,  et  qui  représentent,  la  pre- 
mière un  point-sphère  invariablement  lié  à  (0),  la  seconde  le 
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plan  de  contact  de  (0)  et  de  (0|),  puis  de  substituer  les  expres- 
sions de  X',  Y',  Z'  en  fonction  de  X'n  Y'(,  Z'r 

968.  Une  autre  méthode  très  simple  peut  encore  être  suivie. 
Nous  avons  vu  au  Chapitre  VI  de  ce  Livre  quelle  importance  ont, 
en  Géométrie,  les  sections  de  courbes  ou  de  surfaces,  rattachées 
à  la  surface  mobile  (0),  par  le  plan  de  contact  de  (0)  et  de  (©<). 
On  pourra  les  déterminer  comme  il  suit. 

Soit,  par  exemple, 

(37)  F(X\Y',Z')  =  o 

l'équation  d'une  surface  rattachée  aux  axes  invariablement  liés  à 

(0).   Cherchons  sa  section  par  le  plan  de   contact.   Il  est  clair 

qu'un  point  de  ce  plan  est  défini  par  des  formules  telles  que  les 

suivantes 


(38) 


où  A  et  p.  désignent  des  arbitraires  convenablement  choisies;  x, 
j-,  z  sont  toujours  les  coordonnées  du  point  de  (0),  exprimées 
en  fonction  des  variables  u  et  v.  Or,  par  la  nature  même  des  ar- 
bitraires \  et  u,  on  reconnaît  immédiatement  que  le  point  défini 
par  les  formules  précédentes  sera  rattaché  aux  axes  invariable- 
ment liés  à  (0i )  par  les  formules  semblables 

v.  ..  dxi  dxi 

X,  =  xx  -+-  A  — —  -+-  u.  3— , 
ou  av 

1       J  Ou         r  dv 

y/  ,    1  àzt  dzl 

ou  dv 

où\et\k  conservent  les  mêmes  valeurs.  Pour  obtenir  la  section 
cherchée,  il  suffira  donc  d'éliminer  \  et  jx  entre  les  équations  pré- 
cédentes et  la  suivante  : 

.  /  .  dx  dx  dy  dy  ,  àz  dz\ 

\  du        '   dv  Ou       l   ov  Ou       '   dv  J 

La  méthode  s'appliquerait  évidemment  à  une  courbe. 
D.  —  IV.  11 


X 

'=  x  -+- 

du 

-+- 

dx 

Y' 

=7+ 

du 

-+- 

Z' 

=  *+ 

,  dz 
du 

-+- 

àz 
dv 
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969.  Jusqu'ici,  dans  l'étude  des  relations  entre  les  systèmes 
cycliques  et  la  déformation  des  surfaces,  nous  ne  nous  sommes 
pas  préoccupé  de  la  distinction  à  faire  enlre  les  éléments  réels  et 
les  éléments  imaginaires.  Par  exemple,  si  deux  surfaces  réelles 
roulent  l'une  sur  l'autre,  les  systèmes  cycliques  déduits  des  points 
reliés  à  l'une  d'elles  (0)  sont  toujours  imaginaires;  les  centres 
des  cercles  correspondants  à  un  point  réel  seront  bien  réels,  mais 
les  rayons  des  cercles  seront  des  imaginaires  à  carré  négatif.  Le 
moment  est  venu  d'indiquer,  en  \ue  des  applications,  comment  il 
faudra  choisir  les  surfaces  (0),  (0,)  pour  obtenir  des  systèmes 
cycliques  entièrement  réels. 

Les  plans  des  cercles  étant  alors  réels,  la  surface  (0i)  est  né- 
cessairement réelle.  Voyons  ce  que  doit  être  (0),  et,  pour  cela, 
reprenons  les  méthodes  et  les  notations  du  Livre  V. 

Soient  /?,  q,  r,  /?, ,  qK ,  r,  les  rotations  du  trièdre  (T)  relié  à  (0)  ; 
r  et  ;*t  seront  réelles  et  exprimées  en  fonction  de  l'élément 
linéaire,  comme  les  translations  jj,  7\,  £, ,  r\t .  D'ailleurs,  si  l'on  con- 
sidère le  cercle  situé  dans  le  plan  tangent  de  (0),  les  coordonnées 
x,  y  de  son  centre  sont  réelles  ainsi  que  son  rayon  p;  et  si  l'on 
élève  en  ce  centre  une  perpendiculaire  égale  à  zp,  le  point 
(x,y,  l'p)  doit  rester  Cixe  dans  l'espace  quand  le  trièdre  (T)  se 
déplace  de  manière  que  son  sommet  décrive  la  surface  (0).  Cela 
nous  donne  les  relations  suivantes 

I       Ô.V  I       ôoc 

\     du  2  •'         J  \     dv  J   '  J 


1     dy  I      dy 


■  dp  I    .do 

v-  -h  py  —  qx  =  o,  \  i  4- 

du  \      dv 


i  —  -hpy  —  qx  =  o,  i-±r  +piy  —  qtx  =  o, 


par  lesquelles  on  exprime  que  la  vitesse  de  ce  point  est  nulle  pour 
tout  déplacement  du  trièdre  (T).  Ces  relations  prouvent  en  pre- 
mier lieu  que  les  quatre  rotations  /?,  <y,  p{,  qx  sont  des  imagi- 
naires pures.  Mais  alors  les  formules  qui  donnent  les  dérivées 
des  neuf  cosinus  exprimées  en  fonction  des  rotations  montrent 
immédiatement  que  l'on  peut  rapporter  la  surface  (0)  à  des  axes 
tels  que  tous  les  cosinus  soient  réels,  sauf  a",  b",  c,  c'  qui  seront 
purement  imaginaires.   Donc  les  coordonnées  X',   Y'   du  point 
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de  (0)  définies  par  les  formules 

dK!  =   a(%du  -+-  £1  dv  )■+■  b{-i\  du  -+■  y)i  dv), 
dY'  =  a! {\  du  -+-  £1  dv)-h  b'(r]  du  -+-  vji  dv) 

seront  réelles  tandis  que  Z',  définie  par  la  quadrature 

dL'  =  a"(£  du  -+-  £t  dv)-\-  b"(r\  du  -+-  ru  dv), 

sera  une  imaginaire  pure  i2I' .  L'élément  linéaire  de  la  surface  sera 
de  la  forme 

dX'î  +  dY'z-dZ"*, 

X',  Y',  Z"  étant  réels. 

C'est  ici  le  lieu  de  présenter  la  remarque  suivante  :  lorsque 
nous  avons  formé  (n°  704)  l'équation  à  laquelle  satisfait  l'une  des 
coordonnées  X',  Y',  Z',  nous  avons  indiqué  que  la  forme  quadra- 
tique 

ds*  —  rfX'2 

n'était  pas  nécessairement  une  somme  de  carrés.  On  voit  que, 
lorsqu'elle  se  réduira  à  une  différence  de  carrés,  on  n'aura  plus  de 
surface  réelle  correspondant  à  la  solution  X',  mais  on  pourra,  si 
l'on  connaît  déjà  une  surface  réelle  admettant  l'élément  linéaire 
donné,  déduire  de  la  nouvelle  solution  des  systèmes  cycliques 
réels  ('  ). 

970.  Au  reste,  lorsque  l'on  aura  constitué  un  système  cyclique 
réel,  on  pourra  passer  à  tous  ceux  qui  se  rattachent  au  même 
roulement  par  la  construction  réelle  suivante,  que  le  lecteur  dé- 
duira facilement  des  remarques  présentées  au  n°  943. 

Associons  à  chaque  cercle  (C)  du  système  donné  un  autre 
cercle  (C)  de  son  plan,  défini  par  la  construction  que  voici.  Aux 
points  où  le  cercle  (C)  rencontre  deux  surfaces  déterminées  à 
l'avance  parmi  toutes  celles  qui  le  coupent  à  angle  droit,  con- 


(')  Les  formules  (40>  (4I)'Peuvent  servir  de  base  à  une  étude  analytique  très 
simple  de  la  congruence  engendrée  par  les  axes  des  cercles  dans  un  système  cy- 
clique. 
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struisons  les  tangentes,  qui  seront  les  normales  à  ces  surfaces  tra- 
jectoires; puis  menons  un  cercle  (C)  tangent  à  ces  deux  droites 
en  des  points  qui  soient  toujours  à  la  même  distance  de  ceux  où 
ces  droites  touchent  le  cercle  (G).  En  d'autres  termes,  déterminons 
le  cercle  (C)  par  la  condition  que  deux  des  tangentes  communes 
à  (C)  et  à  (C)  aient  une  longueur  donnée  et  que  leurs  points  de 
contact  avec  (C)  soient  sur  deux  surfaces  trajectoires  données  du 
même  cercle.  Les  différentes  positions  du  cercle  (C)  engendre- 
ront l'un  quelconque  des  systèmes  cvcliques  cherchés. 

Les  cercles  (C)  dépendent  de  trois  paramètres;  les  tangentes 
communes  à  deux  cercles  (C)  différents,  situés  dans  le  même  plan, 
les  touchent  évidemment,  d'après  ce  qui  précède,  en  des  points 
qui  décrivent  une  de  leurs  surfaces  trajectoires. 

Dans  toute  cette  théorie,  il  faut  considérer  les  cercles  comme 
ayant  des  rayons  de  signes  déterminés,  n'admettant  qu'un  seul 
centre  de  similitude  et  deux  tangentes  communes  qui  vont  passer 
par  ce  centre.  Par  exemple,  si  les  cercles  sont  réels,  ce  sera  le 
centre  de  similitude  directe  quand  les  rayons  auront  le  même 
signe,  et  le  centre  de  similitude  inverse  quand  ils  seront  de  signes 
contraires.  Cette  théorie  du  signe  du  rayon  est  connue  depuis 
longtemps  ;  elle  a  servi  de  base  à  la  théorie  des  cycles  de  Laguerre. 
Le  lecteur  pourra  aussi  consulter  un  Mémoire  Sur  les  relations 
entre  les  groupes  de  points,  de  cercles  et  de  sphères  dans  le 
plan  et  dans  V espace,  inséré  par  l'auteur  en  18-2  dans  le 
Tome  I,  2e  série,  des  Annales  de  l'Ecole  Normale. 

971.  Lorsque  la  surface  (0)  roule  sur  la  surface  (0i),  une  dé- 
veloppable  isotrope  (A),  invariablement  liée  à  (0),  coupe  le  plan 
de  contact  de  (0)  et  de  (0,)  suivant  une  courbe  (K)  dont  les  po- 
sitions successives  engendrent  une  congruence.  Nous  avons 
vu  (n°  762)  que  ces  positions  successives  sont  normales  à  une 
famille  de  surfaces.  Dans  la  Note  déjà  citée  [p.  120]  Ribaucour 
indique  comme  une  propriété  nouvelle  que  cette  famille  de  sur- 
faces est  une  famille  de  Lamé,  c'est-à-dire  qu'elle  fait  partie 
d'un  système  triple  orthogonal.  Mais  cette  remarque  avait  été 
déjà  donnée  depuis  longtemps  dans  mon  enseignement,  et  l'on  y 
est  conduit  d'ailleurs  avec  la  plus  grande  facilité.  Considérons  en 
effet  les  points-sphères  ayant  leur  centre  sur  la  développable  (A)  : 
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ils  coupent  le  plan  de  contact  de  (0)  et  de  (®j)  suivant  des 
cercles  (C)  tous  tangents  à  (K);  et  si  l'on  considère  un  point- 
sphère  déterminé  A,  la  trajectoire  du  point  de  contact  de  (K) 
et  du  cercle  (C)  qui  correspond  à  A  est  précisément  une  sur- 
face (S')  normale  à  (C)  et,  par  suite,  à  (K).  Supposons  main- 
tenant que  le  point  de  contact  de  (0)  et  de  (0,  )  se  déplace  suivant 
une  des  courbes  du  système  conjugué  commun.  Le  point  de 
contact  du  cercle  (C)  et  de  (K.)  décrira  une  ligne  de  courbure 
de  (S').  Ainsi  il  existe  deux  séries  de  déplacements  dans  lesquels 
chaque  point  de  (K)  décrit  une  ligne  de  courbure  de  la  trajec- 
toire orthogonale.  En  d'autres  termes,  on  peut  associer  les  courbes 
(K)  en  deux  familles  différentes,  de  manière  à  constituer  un 
système  triple  orthogonal. 

972.  On  peut  compléter  encore  ces  résultats  en  remarquant 
que  l'on  obtient  ainsi  tous  les  systèmes  triples  orthogonaux  dans 
lesquels  les  surfaces  de  Tune  des  deux  familles  (et,  par  suite,  de 
deux  familles)  aient  leurs  lignes  de  courbure  planes  dans  un 
système.  Voici  comment  nous  démontrons  cette  réciproque. 

On  doit  à  Ribaucour  la  proposition  générale  suivante,  relative 
aux  systèmes  triples  orthogonaux  : 

Lorsque  L'on  connaît  un  système  triple  orthogonal,  les 
cercles  oscillateurs  aux  courbes  d'intersection  des  surfaces 
appartenant  à  deux  des  familles  du  système,  aux  points  où 
ces  courbes  rencontrent  une  surface  quelconque  de  la  troisième 
famille,  forment  un  système  cyclique  ('). 


(')  On  peut  démontrer  cette  proposition  par  la  Géométrie  de  la  manière  sui- 
vante :  Soit  (S)  une  surface  quelconque  appartenant  à  la  première  famille  et 
soit  (K)  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  (S2),  (S3)  appartenant  respec- 
tivement à  la  deuxième  et  à  la  troisième  famille.  Si  l'on  construit  les  deux 
sphères  tangentes  à  (S2)  et  à  (S3)  respectivement,  et  contenant  le  cercle  oscu- 
lateur  (C)  de  (K)  au  point  M  où  cette  courbe  rencontre  la  surface  (S),  ces  deux 
sphères  auront  pour  centres  respectivement  les  centres  de  co.urbure  principaux 
de  (S2)  et  de  (S3)  relatifs  à  la  ligne  (K).  Par  suite,  lorsque  le  point  M  décrira  la 
ligne  de  courbure  de  (S)  qui  se  trouve  sur(S2),la  première  sphère  enveloppera 
une  surface  qu'elle  touchera  suivant  les  positions  successives  du  cercle  (C)  (n°752). 
Il  en  sera  de  même  pour  la  seconde  sphère  quand  le  point  M  décrira  l'intersec- 
tion de  (S)  et  de  (S3).  On  voit  donc  que  les  cercles  (G)  peuvent  être  associés  en 
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On  peut  compléter  cette  proposition  par  la  suivante,  qui  n'est 
pas  moins  utile,  et  dont  la  démonstration  sera  mieux  à  sa  place 
dans  une  théorie  des  systèmes  orthogonaux. 

Réciproquement,  étant  donnée  une  famille  de  surfaces, 
construisons  les  cercles  oscillateurs  aux  courbes  trajectoires 
orthogonales  de  ces  surfaces,  aux  points  où  ces  courbes  ren- 
contrent une  surface  quelconque  de  la  famille  ;  la  détermina- 
tion de  ces  cercles  est  toujours  possible  et  n'exige  nullement 
l'intégration  des  équations  différentielles  des  trajectoires  or- 
thogonales. Cela  posé,  si  les  cercles  oscillateurs  ainsi  définis 
forment  toujours  un  système  cyclique,  la  famille  de  surfaces 
considérée  est  une  famille  de  Lamé. 

Ces  propositions  étant  admises,  donnons-nous  a  priori  un 
système  orthogonal  dans  lequel  les  surfaces  (S2),  (S3)  de  la 
deuxième  et  de  la  troisième  famille  se  coupent  suivant  des  courbes 
planes  (K).  Soit  (A)  l'une  des  deux  développables  isotropes 
passant  par  (K)  :  si  M  est  un  point  de  (K)  et  M'  le  point  corres- 
pondant de  l'arête  de  rebroussement  de  (A),  la  sphère  de  rayon 
nul  ayant  son  centre  en  M'  coupera  le  plan  de  (K)  suivant  le 
cercle  (C),  oscillateur  en  M.  Toutes  les  positions  de  (C),  relatives 
aux  points  M  où  les  courbes  (R)  rencontrent  une  des  surfaces  (S) 
de  la  première  famille,  constituent  un  système  cyclique,  d'après  le 
théorème  de  Ribaucour.  Pour  tous  ces  systèmes  cycliques,  les 
enveloppes  de  sphères  (E2),  (E3),  qui  forment  la  deuxième  et  la 
troisième  famille,  coupent  sous  le  même  angle  le  plan  de  l'une 
quelconque  des  courbes  (R),  cet  angle  étant  celui  sous  lequel  ce 
plan  est  coupé  par  l'une  ou  l'autre  des  surfaces  (S2)  ou  (S3)  qui 
contiennent  cette  courbe.  Or,  considérons  la  surface  (@i),  enve- 
loppe des  plans  des  courbes  (R)  :  si  elle  se  déforme  en  entraînant 
dans  ses  plans  tangents  les  courbes  (R)  et  leurs  cercles  oscula- 


deux  familles  d'enveloppes  de  sphères  (E,  ),  (E3)  qui  se  coupent  à  angle  droit 
puisque,  étant  orthogonales  à  (S),  elles  coupent  cette  surface  suivant  ses  dif- 
férentes lignes  de  courbure.  Les  surfaces  (E2),  (E3)  se  coupant  de  plus  suivant 
une  des  positions  du  cercle  (C),  c'est-à-dire  suivant  une  ligne  de  courbure,  il 
existera  une  troisième  famille  de  surfaces,  dont  (S)  fera  partie,  qui  seront  nor- 
males aux  positions  successives  du  cercle  (C)  et  qui  compléteront  le  système 
triple  orthogonal. 
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teurs,les  surfaces  trajectoires  (5)  des  courbes  (R)  se  transforment, 
dans  les  trajectoires  orthogonales  (2')  des  nouvelles  positions  de 
ces  courbes  (n°  760);  les  cercles  oscillateurs  à  ces  courbes,  aux 
différents  points  de  chaque  surface  (S),  deviennent  les  cercles  oscu- 
lateurs  en  tous  les  points  de  la  surface  correspondante  (S');  et, 
comme  ils  ne  cessent  pas  de  former  des  systèmes  cycliques,  il 
résulte  de  la  réciproque  énoncée  plus  haut  que  les  nouvelles  tra- 
jectoires (S')  forment  toujours  une  famille  de  Lamé.  Ainsi 
toutes  les  propriétés  précédentes  subsisteront  sans  modification. 
Or  il  existe  une  déformation  (0)  de  (®i)  dans  laquelle  tous  les 
cercles  (C)  de  l'un  des  systèmes  cycliques  précédents  viennent  se 
placer  sur  une  même  sphère  de  rayon  nul  ayant  son  centre  en  un 
point  déterminé  de  l'arête  de  rebroussement  de  la  dévelop- 
pable  (A).  Les  enveloppes  de  sphères  (E2),  (E3)  relatives  à  ce 
système  se  réduiront  toutes  à  cette  sphère  de  rayon  nul  et  coupe- 
ront, par  suite,  le  plan  de  la  courbe  (R)  sous  un  angle  dont  la 
tangente  sera  i.  Cet  angle  étant  le  même  pour  tous  les  autres 
systèmes  cycliques  formés  de  cercles  oscillateurs  à  la  courbe  (R), 
il  résultera  de  là  crue,  pour  chacun  de  ces  systèmes,  les  cercles 
viendront  se  placer  sur  une  même  sphère  de  rayon  nul  et  que, 
par  suite,  toutes  les  développables  isotropes  circonscrites  aux 
courbes  (R)  auront  la  même  arête  de  rebroussement  et  viendront 
se  confondre  avec  l'une  quelconque  d'entre  elles.  C'est  la  propo- 
sition qu'il  s'agissait  d'établir  (1). 

973.  Les  relations  géométriques  qui  résultent  de  l'étude  pré- 
cédente nous  permettent  de  constituer  sans  aucune  intégration 
les  systèmes  orthogonaux  dont  l'existence  vient  d'être  établie  dès 


(l)  Les  systèmes  orthogonaux  dans  lesquels  une  des  trois  séries  de  trajectoires 
orthogonales  est  composée  de  courbes  planes  ont  été  considérés  pour  la  première 
fois  par  M.  0.  Bonnet  dans  un  Mémoire  sur  les  surfaces  orthogonales,  inséré 
par  extrait  en  1862  aux  Comptes  rendus,  t.  LIV,  p.  554  et  655.  La  méthode 
suivie  par  l'éminent  géomètre  exigeait  encore  certaines  intégrations;  mais  il  l'a 
complétée  depuis  en  la  faisant  connaître  dans  son  enseignement,  bien  qu'il  n'ait 
rien  écrit  depuis  1862  sur  ce  sujet.  En  1890-1891,  M.  Bianchi  a  fait  paraître  au 
t.  XIX  des  Annali  cli  Matematica,  p.  177,  un  Mémoire  intitulé  :  Sut  sistemi 
tripli  ortogonali  che  contengono  una  série  cli  superficie  con  un  sistema  di 
linee  di  curvatura  piane,  où  la  détermination  de  ces  systèmes  orthogonaux  est 
faite  de  la   manière  la  plus  complète.  A  la  même  époque,  dans  notre  Cours  sur 
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que  l'on  connaît  un  système  cyclique  quelconque.  Étant  donné, 
en  effet,  un  tel  système,  engendré  parles  différentes  positions  d'un 
cercle  (G),  choisissons  une  position  de  ce  cercle,  arbitraire  mais 
fixe  5  et,  dans  le  plan  de  cette  position  particulière,  construisons, 
d'après  les  règles  données  au  n°  970,  une  famille  quelconque  de 
cercles  (C).  Construisons,  par  exemple,  une  série  de  cercles  (C) 
tangents  à  une  courbe  quelconque  de  ce  plan.  Les  cercles  (C)  en- 
gendreront une  suite  simplement  infinie,  une  famille  de  systèmes 
cycliques.  Le  système  cherché  sera,  en  quelque  sorte,  l'enveloppe 
de  tous  ces  systèmes;  c'est-à-dire  que  toutes  les  positions  des 
cercles  (C)  qui  seront  dans  un  même  plan  envelopperont  la 
courbe  (K)  relative  à  ce  plan  et  que  la  surface  décrite  par  le  point 
de  contact  de  l'un  des  cercles  (C)  et  de  cette  courbe  (K.)  sera 
une  trajectoire  orthogonale  de  la  courbe.  Les  deux,  autres  familles 
du  système  orthogonal  correspondront  aux  deux  autres  familles 
du  système  cyclique  donné. 

Il  est  clair  que  cette  génération  dispense  de  tout  calcul.  Il  ré- 
sultera des  remarques  faites  plus  loin  que  les  formes  les  plus 
simples  des  courbes  (K)  sont,  après  les  cercles,  les  sections  planes 
de  la  développable  isotrope  du  quatrième  ordre. 


les  systèmes  triples  orthogonaux,  nous  donnions,  en  même  temps  que  les  résultats 
indiqués  clans  le  texte,  une  autre  méthode  qui  repose  sur  la  remarque,  évidente 
d'après  les  développements  donnés  plus  haut,  que  les  systèmes  cherchés  ont 
même  représentation  sphérique  qu'une  infinité  de  systèmes  cycliques.  Cette  re- 
marque permet  de  les  déduire  des  systèmes  cycliques  par  l'application  d'un 
théorème  de  Combescure,  qui  rattache  à  tout  système  orthogonal  une  infinité  de 
systèmes  analogues  admettant  la  même  représentation  sphérique.  Nous  revien- 
drons sur  ce  sujet  plus  loin,  au  Chapitre  XII. 


LIVRE    VIH.   —    CHAP.    VIII.   —   REPRESENTATION    SPHÉRIQUE.       169 


CHAPITRE  VIII. 

REPRÉSENTATION    SPHÉRIQUE.     SOLUTION    COMPLÈTE    DU    PROBLÈME. 

Emploi  des  coordonnées  tangentielles  a,  [3,  \.  —  Réduction  du  problème  de  la 
représentation  sphérique  à  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre  dont  les  invariants  sont  égaux.  —  Les  caractéristiques  de 
cette  équation  sont  les  lignes  de  courbure  de  la  surface.  —  Rapproche- 
ment entre  les  deux  surfaces  qui  conduisent  à  la  même  équation  du  second 
ordre,  l'une  pour  le  problème  de  la  déformation  infiniment  petite,  l'autre 
pour  le  problème  de  la  représentation  sphérique.  —  On  retrouve  la  transfor- 
mation de  contact  de  M.  Lie.  —  Notions  générales  sur  une  classe  étendue  de 
transformations  de  contact.  —  Application  à  celle  de  M.  Lie.  —  Recherche  des 
surfaces  pour  lesquelles  on  sait  résoudre  le  problème  de  la  représentation 
sphérique.  —  On  démontre  que,  lorsqu'on  sait  résoudre  ce  problème  pour  une 
surface  (S),  on  peut  le  résoudre,  à  l'aide  d'une  simple  quadrature,  pour  toutes 
les  surfaces  inverses  des  surfaces  (£')  admettant  même  représentation  sphé- 
rique que  (S).  —  Ce  procédé,  appliqué  aux  surfaces  qui  correspondent  à  l'équa- 

tion  ^ — —  =  o,   fournit  toutes    les  surfaces   réelles    pour    lesquelles    on   peut 
ax  dy 

obtenir  la  solution  complète  du  problème.  —  Démonstration  analytique  de  ce 

résultat.  —  Compléments  donnés  aux  développements  du  Livre  IV,  Chap.  VIL 


974.  Pour  approfondir  les  relations  que  nous  avons  signalées 
entre  les  deux  problèmes  de  la  représentation  sphérique  et  dé  la 
déformation  infiniment  petite,  nous  ferons  connaître  ici  une  mé- 
thode analytique,  différente  de  celle  qui  a  été  développée  dans  le 
Chapitre  précédent,  et  par  laquelle  on  ramène  la  détermination 
de  toutes  les  surfaces  admettant  une  représentation  sphérique 
donnée  à  l'intégration  d'une  équation  linéaire  du  second  ordre 
dont  les  invariants  sont  égaux. 

Nous  avons  vu  (n°  165)  que,  si  l'on  prend  l'équation  du  plan 
tangent  à  une  surface  (2)  sous  la  forme 

(t)  («4-^jX4-i(P  —  «)Y-b(a[3  —  i)Z  +  Ç  =o, 

\  étant  une  fonction  des  variables  a  et  [3,  les  lignes  de  courbure 
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de  la  surface  sont  définies  par  l'équation  différentielle 

(2)  dp'  da  —  dq'  dfi=  o, 

où/)'  et  q'  désignent  les  dérivées  de  |  prises  par  rapport  à  a  et  à  (3. 
Si  donc  on  choisit  comme  variables  indépendantes  les  para- 
mètres p  et  p<  des  deux  familles  de  lignes  de  courbure,  on  aura 
nécessairement 

dp'  do.        dq'  dp  _  dp'    dot.         dq'   d$ 

dp    dp         dp    dp  e9pt  ^pt        dp!  dpi 

En  appliquant  la  méthode  du  nu  867,  on  peut  remplacer  ces 
deux  relations  par  les  deux  systèmes 

(   £Ë  =      \%dJL,  (   *£  =      X'-^!', 

1    dp  "    dp  \     do  dp 

(4)  îfi  (5)  /'  ,   < 

\  dpi  dpt'  {  dpj  dpi  ' 

où  X2  désigne  une  fonction  auxiliaire.  Cette  fonction  sera  évidem- 
ment connue  dès  que  la  représentation  sphérique  sera  donnée, 
car  alors  a  et  (3  seront  des  fonctions  connues  de  p  et  de  p{.  Si 
donc  on  veut  déterminer  toutes  les  surfaces  admettant  la  repré- 
sentation sphérique  donnée,  il  faudra  déterminer  les  solutions  les 
plus  générales  p'  et  q'  du  système  (5);  puis,  la  fonction  £  s'ob- 
tiendra par  la  quadrature 

(6)  l=f(j>'d<x+q'd$). 

Or,  le  système  (5)  est  précisément  de  la  forme  que  nous  avons 
considérée  tant  de  fois  (nos  391,  868);  et  nous  savons  que  son  in- 
tégration complète  se  ramène  à  celle  d'une  équation  à  invariants 
égaux  définie  par  la  condition  d'admettre  comme  solution  parti- 
culière soit  1,  soit  i  •  Il  est  donc  établi  que  la  solution  du  pro- 
blème de  la  représentation  sphérique  se  ramène,  comme  celle 
du  problème  de  la  déformation  infiniment  petite,  à  l'intégra- 
tion d'une  équation  linéaire  à  invariants  égaux.  Seulement, 
les  caractéristiques  de  cette  équation  aux  dérivées  partielles  sont, 
dans  le  premier  cas,  les  lignes  de  courbure  et,  dans  le  second  cas, 
les  lignes   asymptotiques  de  la   surface.  Nous  allons  voir  qu'en 
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essayant  de  rattacher  l'une  à  l'autre  les  deux  surfaces  qui  con- 
duisent, dans  ces  deux  problèmes  différents,  à  la  même  équation 
aux  dérivées  partielles,  on  retrouve  la  transformation  de  contact 
déjà  signalée  plus  haut  (nos  157,  168)  que  nous  devons  à  M.  Lie. 

975.  Déterminons,  en  coordonnées  cartésiennes,  une  surface 
(S)  par  les  formules  suivantes 

(7)  x=  —  pr,         JK=p,         ^  =  £  —  p'oc, 

d'où  l'on  déduit 

dz  =  d\  — p'  d%  —  a  dp'  =  —  a  dp'  -\-  g'  d$, 
ou  encore 

(8)  dz  =  a  dx  -t-  g'  dy. 

Si  l'on  considère  z  comme  fonction  de  x  et  de  y,  et  si,  suivant 
l'usage,  on  désigne  ses  dérivées  premières  par/?  et  q,  on  voit  que 
l'on  aura 

(9)  p  =  «,      q  —  q'- 

Rapprochées  des  précédentes  (7),  ces  relations  conduisent  à 
l'identité 

(10)  dp'  drJ.  —  dg'  d§  =  —  dp  dx  ■ —  dg  dy, 

d'où  il  résulte  que  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  (S) 
correspondent  aux  lignes  asymp touques  de  la  surface  (S). 
Mais  nous  voyons  de  plus  que  les  deux  systèmes  (4)  et  (5)  relatifs 
à  la  surface  (S)  se  changeront  dans  les  suivants 

dJL=      \idJL, 

dp  dp' 

(11)        '         ;  (12) 

dpl  dpi' 

identiques,  aux  notations  près,  à  ceux  qui  ont  été  donnés  au 
n°  867  [p.  21];  de  sorte  que  la  solution  du  problème  de  la  défor- 
mation infiniment  petite  de  (S)  et  la  détermination  de  toutes  les 
surfaces  admettant  la  même  représentation  sphérique  que  (S)  se 
ramènent  à  l'intégration  d'un  même  système  linéaire  de  la  forme 


dx 

dp 

dx 
àpj. 

dpi 
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suivante 

du       ..    dv  du  ^9  dv 

0°)  T~   =^    T"  '  1 —   = — ^"  T~  ' 

dp  dp  dpi  dpi 

c'est-à-dire  à  l'intégration  de  l'équation  linéaire 

1     d»6         1     à*l 


04) 


6  dp  c?pi       X  dp  dpj 


976.  Il  ne  sera  pas  inutile  d'indiquer  ici  les  formules  qui  per- 
mettent de  passer  de  la  surface  (S)  à  la  surface  (S).  Soient  X,  Y,  Z 
les  coordonnées  rectangulaires  du  point  de  (S)  ;  elles  sont  définies 
par  les  équations  (n°  165) 

/  (X  -+-  iY)  p  -+-  (X  —  iY)<x  -+-  (ap  —  i)Z  +  Ç  =  o, 

(i5)  s    X  +  j'Y      +aZ  +  ^'=o, 

(    X  — j'Y       H-pz+/?'  =  o. 

Si  l'on  j  remplace  a,  (3,  £,  //,  ^'  par  leurs  expressions  tirées 
des  formules  (7)  et  (9),  on  trouvera  le  système 

[     X  —  i'Y      -\- y2>  —  x  =  o, 

(16)  (X-hiY)j/—     Z-+-  5  =  0, 

(    X  -+-  i Y       -+-pZ  -h  g  =  o, 

d'où  l'on  tirerait  X,  Y,  Z  en  fonction  de  a?,  y,  z,  p,  q.  Ces  for- 
mules caractérisent  précisément  la  transformation  de  M.  Lie,  et 
les  deux  premières,  qui  ne  contiennent  pas  les  dérivées  p  et  q  de  z, 
contiennent  implicitement  la  troisième,  d'après  la  théorie  des 
transformations  de  contact.  Nous  allons  rappeler  rapidement  sur 
quels  principes  repose  la  théorie  de  la  transformation  précédente; 
et  pour  cela  nous  considérerons  d'une  manière  générale  toutes  les 
transformations  de  contact  que  l'on  peut  rattacher  à  la  considé- 
ration de  deux  équations  de  la  forme  suivante 

|  <fi(x,jr,  z,  X,  Y,  Z)  =  o. 

Ces  relations  établissent  une  liaison  entre  les  coordonnées  œ, 
y,  z  et  X,  Y,  Z  de  deux  points  m  et  M  de  l'espace.  Si  le  point  m 
est  donné,  le  point  M  est  assujetti  à  se  trouver  sur  une  courbe  (C)  ; 
et  si  l'on  a  donné  le  point  M,  le  point  m  est  assujetti  à  se  trouver 
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sur  une  courbe  (c).  Suivant  que  l'on  y  considère  x,  y,  z  ou  X, 
Y,  Z  comme  des  constantes,  les  deux  équations  précédentes  re- 
présentent la  courbe  (C)  ou  la  courbe  (c). 

D'après  cela,  si  le  point  m  est  assujetti  à  décrire  une  surface  (s), 
les  courbes  (C)  qui  lui  correspondent  dépendront  de  deux  para- 
mètres et  engendreront  une  congruence  qui  admettra  une  surface 
focale  (S).  Faisons  correspondre  (S)  à  (s)  de  telle  manière  qu'au 
point  m  de  (s)  corresponde  l'un  quelconque  des  points  M  où  la 
courbe  (C)  correspondante  touche  la  surface  focale  (S),  c'est- 
à-dire  en  définitive  un  des  points  focaux  de  (C).  Nous  aurons  ainsi 
défini  la  transformation  de  contact  que  l'on  peut  rattacher  aux 
deux  équations  (17);  et  il  est  aisé  de  voir  que  cette  définition  sub- 
siste lorsqu'on  échange  les  deux  points  M  et  m.  Pour  abréger, 
nous  nous  contenterons  de  donner  la  démonstration  analytique. 

977.  Supposons  que  le  point  m  décrive  une  surface  (s)  et  soient 
alors  p  et  q  les  dérivées  de  z  considérée  comme  une  fonction  de  x 
et  de  y.  A  chaque  point  de  (s)  correspond  une  courbe  (G)  dé- 
finie par  les  équations  (17);  et,  pour  avoir  les  points  focaux 
de  cette  courbe,  il  faut  joindre  à  ces  deux  équations  les  suivantes 
(n°315) 


(18) 


do 
dx 


,7  ^?  j  ào 

dx  -+-  — -  dy  h-  -i  dz  =  o, 

dy    J  dz 


1  -r1-  dx  -\ — f-  dy  H — f-  dz  =  o, 
\   dx  dy    ^         dz 


qui  nous  donneront,  en  remplaçant  dz  par  sa  valeur  jt?  dx 
et  éliminant  le  rapport  de  dy  à  dx, 


qdy 


(19) 


do 
dx 


do 

*      A  cr  Aïs  ■*    Arr 


do 


do 


dy 


dz 


dcpj  ào1 

dx  dz' 


doi  dot 

dy        A   dz 


Cette  équation,  que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme  plus  symé- 
trique 


(20) 


do 
dx 

dx 

do 

dox 

dy 

dy 

do 
dz 

doi 

~àz 

—  p 


—  9 
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doit  être  jointe  aux  deux  précédentes  (17)  et  permettra  de  déter- 
miner X,  Y,  Z  en  fonction  de  x,  y,  z,  p,  q.  Le  point  M  qui  cor- 
respond à  m  sera  ainsi  défini. 

Mais  alors  différentions  totalement  les  équations  (17)  et  formons 
la  combinaison  do  —  Xt/cp,  où  \  désigne  la  valeur  commune  des 
rapports  (19)-  En  tenant  compte  des  équations 


(21) 


qui  définissent  cette  variable  auxiliaire  X,  on  aura  identiquement 

.=*-x*-&.-x*SW+ft-x&W£-xèW 


do           do 
ôx           dz 

\ax            dz 

do           do 
fy-*-qJz- 

.,  / do\           àoi 

,eJX  dXJ  \dY  dY/  \dZ  àZ  _ 

ou,  en  désignant  par  P  et  Q  les  dérivées  de  Z  considérée  comme 
fonction  de  X  et  de  Y  et  remplaçant  cTL  par  P  dlL  -\-  Q  dY 

X  et  Y  étant  des   variables  indépendantes  comme  ce,  y,  on  aura 
donc 

(22)  < 

j  do  do       ,   /  dox  do,. 

Ces  équations,  jointes  aux  précédentes  (117)  et (21),  permettront 
de  déterminer  l'un  des  deux  groupes  de  variables  #,  y,  z,  p,  q 
ou  X,  Y,  Z,  P,  Q  en  fonction  de  l'autre.  Gomme  elles  se  com- 
posent de  la  même  manière  avec  ces  deux  groupes  de  variables, 
la  réciprocité  que  nous  avions  signalée  se  trouve  ainsi  établie. 

978.  Appliquons  ces  notions  générales,  que  nous  nous  conten- 
tons de  signaler  à  grands  traits,  au  cas  particulier  des  deux 
équations 

(  (X  +  /Y)j-     Z  +  z  =  0, 

(23)  . 

(    X  —  1Y       -i-yZ  —  x  =  o. 
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Ici  la  ligne  (G)  est  toujours  une  droite  isotrope.  La  ligne  (c) 
qui  correspond  au  point  M(X,  Y,  Z)  est  une  certaine  droite 
appartenant  à  un  complexe  linéaire  H  que  l'on  définit  comme  il 
suit  : 

Si  l'on  adopte  les  définitions  du  n°  139,  la  droite  lieu  du  point 
(x,y,  c),  définie  par  les  formules  précédentes,  aura  ses  six  coor- 
données définies  à  un  facteur  près  par  les  relations 


(24) 


a  =       Z, 
a'  =  —  Z , 


6  =  1, 

ft'=X»+Y»-|-Z*, 


c  =  —  X  —  j'Y, 
c  =      X  —  j'Y, 


et,  par  suite,  elle  appartient  nécessairement  au  complexe  H  défini 
par  l'équation 

(  25)  a  -h  a'  =  o. 

Il  faudra  joindre  aux  deux  équations  (23)  les  suivantes 

(  p  -+-  X  =  o, 

06)       „-       .„  \.„  (^7) 


/>  -f-  A 

q  —  lZ 


X  -t-i'Y  -i  =  o, 

d'où  l'on  déduit  les  deux  systèmes 

—  qy 


y 
iy 


X(». 


Pj)  -  o, 
7Q)  =  o, 


Z  = 

X-i-îY= 


—  q  —  p 


y 


P2 


(28)       X— iY= 


1  ■+■/>? 

x-\-y(px-\-qy — z) 


yZ 


J'Y, 


(29) 


*  =  Z-^(X  +  iY), 


^r 


p- 

-  Y 

1  + 

vy 

7  - 

-p 

Pr 


X  —  j'Y, 


qui  sont  résolus  respectivement  par  rapport  aux  deux  groupes  de 
variables. 

On  voit  que,  si  à  un  point  ni  correspond  un  seul  point  M,  au 
contraire  à  un  point  M  correspondent  deux  points  m.  Cela  était 
évident  a  priori  par  la  Géométrie.  En  effet,  lorsque  le  point  m 
décrit  une  surface  (S),  la  droite  qui  lui  correspond  engendre  une 
congruence;  mais,  comme  cette  droite  est  isotrope,  elle  a  un  seul 
point  focal  à  distance  finie.  C'est  cet  unique  point  focal  qui  corres- 
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pond  au  point  m.  Au  contraire,  si  M  décrit  une  surface  (S),  la 
droite  qui  lui  correspond  engendre  une  congruence  dans  laquelle 
elle  admet  deux  points  focaux.  Les  deux  nappes  focales  ainsi  ob- 
tenues, qui,  l'une  et  l'autre,  correspondent  à  (S),  sont  polaires  ré- 
ciproques par  rapport  au  complexe  linéaire  auquel  appartiennent 
toutes  les  droites  (c). 

979.  Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'étudier,  avec  tout  le  soin  qu'elle 
mérite,  l'importante  transformation  de  M.  Lie.  Nous  nous  con- 
tenterons d'en  indiquer  seulement  certaines  propriétés,  dont  nous 
aurons  à  faire  usage;  et,  en  premier  lieu,  nous  démontrerons  la 
plus  importante  de  toutes  pour  les  applications  :  A  une  droite 
de  l'espace  {m)  la  transformation  fait  correspondre  une 
sphère  de  V espace  (M). 

On  peut  établir  cette  proposition  par  les  considérations  géomé- 
triques suivantes,  qui  en  font  bien  comprendre  l'origine. 

Soit  (d)  la  droite  donnée  dans  l'espace  (m)  et  soit  (dt)  sa  po- 
laire réciproque  par  rapport  au  complexe  H.  Toutes  les  droites 
qui  rencontrent  (d)  et  (d\)  appartiennent,  comme  on  sait,  à  ce 
complexe.  Aux  différents  points  de  (d)  et  de  (dt)  correspondent  des 
droites  isotropes  dans  l'espace  (M);  de  plus,  les  droites  isotropes 
qui  correspondent  à  un  point  m  de  (d)  et  à  un  point  m,  de  (dt) 
se  coupent  nécessairement  au  point  de  l'espace  (M)  qui  corres- 
pond à  la  droite  mmK  du  complexe  H.  11  est  ainsi  établi  que  les 
droites  isotropes  correspondantes,  soit  aux  points  de  (<f  ),  soit  aux 
points  de  (<:/)),  engendrent  une  même  surface  qui,  étant  double- 
ment réglée,  ne  pourra  être  qu'une  sphère. 

Si  la  droite  (d)  appartient  au  complexe  H,  elle  se  confond 
avec  (<:/,)  et,  par  suite,  les  deux  systèmes  de  génératrices  recti- 
Jignes  de  la  sphère  se  confondent.  La  sphère  précédente  se  réduit 
à  un  point.  Ce  point  est  celui  qui,  dans  l'espace  (M),  correspond 
à  la  droite  (d). 

Le  lecteur  vérifiera  tous  ces  résultats  par  le  calcul,  en  em- 
ployant les  formules  (23)  à  (29). 

980.  D'après  cela,  si  nous  connaissons  dans  l'espace  (m)  une 
congruence  rectiligne,  il  lui  correspondra,  dans  l'espace  (M),  un 
système  doublement  infini    de   sphères.    Aux  points  focaux   de 
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chaque  droite  de  la  congruence  correspondront  les  deux  points  où 
chaque  sphère  touche  son  enveloppe.  De  sorte  que,  des  con- 
gruences rectilignes  pour  lesquelles  les  lignes  asymptotiques  se 
correspondent  sur  les  deux  nappes  de  la  surface  focale,  la  trans- 
formation de  M.  Lie  permet  de  déduire  des  familles  de  sphères 
admettant  une  enveloppe  à  deux  nappes  sur  lesquelles  les  lignes 
de  courbure  sont  aussi  des  lignes  correspondantes.  Au  Livre  IV, 
Chapitre  XV,  nous  avons  étudié  un  grand  nombre  de  propriétés 
de  ces  enveloppes  de  sphères;  et,  en  particulier,  au  n°  483,  nous 
avons  déjà  indiqué  comment  la  transformation  de  M.  Lie  permet 
d'en  déduire  des  congruences  rectilignes  pour  lesquelles  les  lignes 
asymptotiques  se  correspondent  sur  les  deux  nappes  focales. 

Nous  avons  vu  au  n°  481,  Livre  IV,  Chap.  XV,  que,  pour  ob- 
tenir des  enveloppes  de  sphères  à  lignes  de  courbure  correspon- 
dantes, il  faut  résoudre  le  problème  de  la  représentation  sphérique 
pour  une  surface  donnée.  Nous  avons  vu  d'autre  part  (n°  888) 
que,  pour  trouver  les  congruences  à  lignes  asymptotiques  corres- 
pondantes sur  les  deux  nappes  focales,  il  faut  résoudre,  pour  une 
surface,  le  problème  de  la  déformation  infiniment  petite.  La  trans- 
formation de  M.  Lie  nous  permet  d'établir  un  parallélisme,  un 
lien  étroit  et  direct,  entre  tous  ces  résultats. 

981.  Puisque  cette  transformation  fait  correspondre  aux  sphères 
de  l'espace  (M)  des  droites  de  l'espace  (m),  toute  transformation 
de  l'espace  (M)  qui  conservera  les  sphères  donnera,  dans  l'es- 
pace (m),  une  transformation  conservant  les  lignes  droites.  Con- 
sidérons, en  particulier,  dans  l'espace  (M),  une  inversion  accom- 
pagnée de  déplacement,  il  lui  correspondra  dans  l'espace  (m)  une 
transformation  homographique  conservant  le  complexe  H;  car  les 
droites  de  ce  complexe,  qui  correspondent  à  des  points  de  l'es- 
pace (M),  doivent  nécessairement  rester  correspondantes  à  des 
points  et,  par  conséquent,  ne  cesseront  pas  d'appartenir  au  com- 
plexe H.  Or,  nous  avons  établi  (Chap.  IV  de  ce  Livre)  que, 
lorsqu'on  sait  résoudre  le  problème  de  la  déformation  infiniment 
petite  pour  une  certaine  surface,  on  sait  le  résoudre  aussi  pour  les 
surfaces  homographiques.  Transportant  ce  résultat  à  l'espace  (M), 
nous  voyons  que  : 

Si  l'on  sait  résoudre  le  problème  de  la  représentation  sphé- 
D.  —  IV.  12 
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rique  pour   une  surface  (S),  on  sait  le  résoudre  aussi  pour 
toutes  les  surfaces  qui  dérivent  de  (S)  par  une  inversion. 

Cette  proposition,  qui  a  de  nombreuses  applications,  s'établit 
d'ailleurs  directement  de  la  manière  la  plus  simple.  Il  suffît  de 
remarquer  que,  pour  une  surface  (2),  le  problème  de  la  représenta- 
tion sphérique  équivaut  à  la  détermination  des  systèmes  cycliques 
dont  les  cercles  sont  normaux  à  (S).  Enoncé  sous  cette  dernière 
forme,  il  devient  évident  que  le  problème,  résolu  pour  une  sur- 
face donnée,  l'est  par  cela  même  pour  toutes  les  surfaces  inverses 
â  l'aide  d'une  simple  quadrature  (n°  950). 

982.  Puisque  la  solution  du  problème  de  la  représentation 
sphérique  pour  une  surface  (S)  se  ramène  à  l'intégration  d'une 
équation  linéaire  à  invariants  égaux,  il  semble  cjue  toute  recherche 
soit  terminée;  car  nous  connaissons  toutes  les  équations  de  ce 
genre  dont  l'intégration  peut  être  effectuée.  Mais  si  l'on  veut  dis- 
tinguer, comme  cela  est  nécessaire  pour  les  applications,  entre  les 
surfaces  réelles  et  celles  qui  sont  imaginaires,  il  se  présente  une 
difficulté  que  nous  allons  examiner,  d'une  manière  complète,  en 
terminant  ce  Chapitre. 

Reprenons  la  méthode  développée  au  n°  974.  L'équation  qu'il 
faudra  intégrer  sera  la  suivante 

(3o)  dn     =°     dn 

dp  dpt         A  dp  dpi  ' 

où  ~k  est  défini  par  l'une  ou  l'autre  des  formules  (4).  Or,  pour  un 
point  réel  d'une  surface  réelle,  a  et  (3  sont  des  variables  imaginaires 
conjuguées.  Et,  par  suite,  X  sera  une  imaginaire  de  module 
égala  1.  Nous  sommes  donc  conduits  au  problème  d'Analyse 
suivant  : 

Parmi  les  équations  de  la  forme 

dp  àpt 

déterminer  celles  qui  admettent  une  solution  de  module  1  et 
qui  peuvent,  en  outre,  être  intégrées. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation  la  plus  simple  de  la  forme 
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précédente 

(32)  ww>  =  °- 

Si  l'on  y  substitue 

6  =  eiM, 

elle  se  décomposera  dans  les  deux  suivantes 

d2w  dut    d(x> 

dp  dpi  dp    dpi  ' 

qui  donnent  l'une  ou  l'autre  des  trois  solutions  suivantes 

eia,     e'/(P',     e'/,(pi>, 

a  désignant  une  constante,  f  et  fK  des  fonctions  réelles.  Le  ré- 
sultat est  très  simple;  mais,  pour  les  autres  équations  intégrables 
de  la  forme  (3i),  il  ne  paraît  pas  se  présenter  aussi  rapidement. 

983.  Avant  de  continuer,  voyons  quelles  sont  les  surfaces  qui 
correspondent  aux  valeurs  précédentes  de  \.  Soit  d'abord 

(33)  \  —  eia. 

Les  équations  (4),  qui  définissent  la  représentation  sphérique, 
deviennent  ici 

(?8  a.   du 

dp  dp 

dS  ,.     da 

dpv  dpi 

En  faisant  tourner  autour  de  l'axe  des  z,  on  pourra  réduire  à  zéro 
la  constante  a;  ce  qui  donnera 

<?(B  —  a)  =  «KB-hcQ  _ 

dp  dpi 

On  a  donc 

p  +  a  =  çp(p),  p  — 4  =  4((p1). 

Si  x:  y,  z  désignent  les  coordonnées  du  point  de  la  représentation 
sphérique,  on  a 

<1i\  X  +  iy  -  «  X  ~  iy  -  B  • 
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de  sorte  que  les  équations  précédentes  deviennent 

(35)  _^_=?-(p),       J2L  =  i4,(Pl). 

I    *j  1  sis 

La  représentation  sphérique  se  compose  de  deux  familles  de 
cercles  orthogonaux.  Tous  les  cercles  d'une  même  famille  se 
touchent  mutuellement  au  point 

x=y  =  o,        z  =  \. 
On  a  ici 

d»g      _ 
dp  dpi 

et  l'on  retrouve  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  dans  les 
deux  systèmes,  considérées  au  n°  104  et  définies  par  les  équa- 
tions (12)  [I,  p.  i3i]. 

Si  l'on  prend  maintenant  l'une  des  autres  solutions 

on  pourra  toujours,  en  échangeant,  s'il  est  nécessaire,  p  et  pt  et 
choisissant  convenablement  le  paramètre  p,  la  réduire  à 

X  =  e''p. 

La  seconde  équation  (4)  nous  donne  alors  par  l'intégration 

PH-e»'Pa=/(p) 
ou 

ae'?-\-  pe-'P  =  2tp(p). 

Remplaçant  a  et  (3  par  leurs  valeurs  (34),  nous  trouvons 

(36)  iPcosp — y  sinp  =  cp (p)(  1  —  5). 

Les  courbes  de  paramètres  p  sont  donc  des  cercles  qui  passent 

par  le  point  fixe 

#=jk  =  o,         z-=- 1. 

On  obtient  sur  la  sphère  le  système  orthogonal  qui  est  l'inverse 
d'un  système  plan  formé  par  des  courbes  parallèles  et  par  leurs 
normales  communes.  Les  surfaces  qui  l'admettent  pour  représen- 
tation sphérique  ont  évidemment  leurs  lignes  de  courbure  planes 
dans  un  système  ;  mais  elles  ne  sont  pas  les  plus  générales  de  cette 
définition. 
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984.  Après  avoir  examiné,  parmi  les  équations  de  la  forme  (3i), 
la  plus  simple  de  celles  que  l'on  sait  intégrer,  il  nous  reste  à  ré- 
soudre le  problème  proposé  pour  toutes  les  autres.  Nous  allons 
indiquer  comment  on  peut  y  parvenir.  Voici  d'abord  la  traduction 
géométrique  des  opérations  analytiques  que  nous  aurons  à  exé- 
cuter. 

Soit  une  surface  (S)  pour  laquelle  on  sait  résoudre  le  problème 
de  la  représentation  sphérique  et  désignons  par  (S')  la  surface  la 
plus  générale,  dépendante  de  deux  fonctions  arbitraires,  admettant 
même  représentation  sphérique  que  (S).  Le  problème  de  la  repré- 
sentation sphérique  est  le  même  pour  (S')  et  pour  (S).  Donc  on 
saura  le  résoudre  pour  (S')  et,  par  suite  aussi,  d'après  une  propo- 
sition indiquée  plus  haut,  pour  la  surface  (£")  qui  est  l'inverse 
de  (S').  Répétant  sur  cette  nouvelle  surface  (S")  les  mêmes  opéra- 
tions que  sur  (S),  on  pourra  introduire  deux  nouvelles  fonctions 
arbitraires  et  poursuivre  indéfiniment  l'application  de  la  méthode. 
Toutes  les  opérations  indiquées  pourront  être  effectuées  dans 
l'espace  réel  et  donneront  alors  des  surfaces  réelles  si  la  première 
est  réelle.  Il  reste  seulement  à  établir  que  cette  suite  d'opérations, 
appliquée,  par  exemple,  aux  surfaces  qui  correspondent  à  l'équa- 
tion (32),  nous  fournira  toutes  les  solutions  réelles  du  problème 
de  la  représentation  sphérique.  En  tenant  compte  des  formules 
qui  définissent  l'inversion  dans  le  système  de  coordonnées  tan- 
gentielles  (a,  (3,  £)  ('),  le  lecteur  reconnaîtra  aisément  que  les 
considérations  analytiques  développées  dans  les  numéros  suivants 
se  rattachent  directement  aux  constructions  géométriques  que 
nous  venons  d'indiquer. 

985.  Soit 

d2  z 
(37)  ^dy=kz 

une  équation  linéaire  du  second  ordre  donnée;  nous  supposerons 
que  les  variables  indépendantes  x  et  y  soient  réelles  et  que  l'é- 


(')  Ces  formules  se  déduisent  très   simplement  de  celles  qui  ont  été  données 
au  n°  174  et  se  rapportent  à  un  système  de  coordonnées  légèrement  différent. 
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quation  admette  une  solution  particulière 

(38)  w  =  e'9, 

de  module  égal  à  l'unité.  Nous  allons  montrer  d'abord  comment 
on  peut  déduire  de  cette  équation  un  nombre  illimité  d'équations 
de  même  forme,  admettant  comme  elle  une  solution  imaginante  de 
module  égal  à  l'unité. 

Au  n°  390,  où  nous  avons  établi  le  théorème  de  M.  Moutard, 
nous  avons  vu  que,   si  z  désigne  une  solution  de  l'équation  (3^) 
la  fonction  cr,  définie  par  la  quadrature 

,„    x  rt     dz  dta\    ,         /     dz  dta\    , 

(39)  ™-=J  (»dï-*te)dx-('ùty-*fy)dJ'> 

satisfait  à  l'équation 

(40)  %{,)  =  %(l), 


où  %  désigne  le  symbole  défini  au  même  n°  390.  Comme  l'équa- 
tion proposée  (07)  peut  s'écrire 

(40  S(*)  =  S(co), 

on  voit  que  les  deux  équations  (3y)  et  (4°)  se  déduisent  l'une  de 
l'autre  par  le  changement  de  i  en  —  i;  par  suite,  elles  admettront 
la  première  la  solution  cr0,  la  seconde  la  solution  z0,  z0  et  o"o  dé- 
signant les  imaginaires  conjuguées  de  à  et  de  cr.  Mais  nous  allons 
établir  un  résultat  plus  précis  et  montrer  que  l'on  peut,  d'une 
infinité  de  manières,  choisir  la  solution  z  de  telle  manière  que  cr 
soit  égale  à  z0. 

En  effet,  la  quadrature  qui  définit  cr  peut  être  remplacée  par  les 
deux  relations  suivantes 


(4'-0 


(JO- : 1  r ■  (l}-1  ■ 


dx  dx  dy  dy 

qui  nous  donnent 


rd(co^0)  V10/  ï    d(ix>z0) 

\  I  °  )  T ■ —   — à   ^ "  ?  ; —  —  — »    i 

dx  iù2       dx  dy  w2        dy 
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par  le  changement  de  î  en  —  i,  entraînant  celui  de  to  en  — •  Nous 
aurons  donc 

(44)  w^  =  J(co--a0-j^-^--a0-j^, 

de  sorte  que  la  formule  (3q),  qui  subsistait  quand  on  y  rem- 
plaçait 5,  a-,  (o  par  <r,  z,  —  >  demeurera  encore  valable  lorsque,  sans 

changer  to,  on  y  remplacera  s,  a-  respectivement  par  cr0,  z0.  En 
ajoutant  et  en  retranchant  successivement  les  deux  équations  (3p,) 
et  (44)  on  peut  donc  conclure  que,  si  l'on  emploie  au  lieu  de  s 
l'une  ou  l'autre  des  deux  solutions  suivantes 

(45)  s  +  cr0,      i(z  —  a0) 

de  l'équation  (3^),  la  quadrature  (3g)  nous  fournira  au  lieu  de  cr 
les  deux  solutions  correspondantes 

(46)  cr-h^o.      i(a  —  z0) 

de  l'équation  (4o),  solutions  qui  sont,  dans  les  deux  cas,  imagi- 
naires conjuguées  de  celles  d'où  on  les  a  déduites.  Comme  on  ne 
peut  pas  avoir  en  même  temps 

Z  -h  <J0=  O,  Z  —  <70  =  O, 

on  voit  que,  dans  l'un  au  moins  des  deux  systèmes  de  solutions 
ainsi  obtenus,  les  valeurs  de  z  et  de. a-  ne  seront  pas  nulles,  ce  qui 
démontre  la  proposition  énoncée. 

986.  Gela  posé,  employons  non  plus  la  solution  to,  mais  la  so- 
lution z,  pour  passer,  suivant  la  méthode  de  M.  Moutard,  de 
l'équation  proposée  (3^)  à  une  autre  équation 

(47)  S(Z)=g('|: 


que  l'on  saura  intégrer  en  même  temps  que  la  première.  D'après 
les  relations  (42),  on  verra  facilement  que  l'on  a 


(48,  *(t)  =  *(ï> 

et  par  conséquent  l'équation  précédente  (47  )  admettra  la  solution 
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particulière 

cr 
(4g)  Z  =  w-, 

qui,  elle  aussi,  est  de  module  égal  à  l'unité  toutes  les  fois  que 
o-  est  l'imaginaire  conjuguée  de  z. 


'.  Ainsi,  il  y  a  une  infinité  de  solutions  de  l'équation  (3j) 
dont  l'emploi  permet  de  passer  à  de  nouvelles  équations  conservant 
la  propriété  d'admettre  des  solutions  imaginaires  de  module  égal 
à  l'unité.  Il  nous  reste  à  démontrer  que  la  méthode  précédente 
pourra  fournir  effectivement  et  complètement  l'ensemble  des 
équations  qui  admettent  de  telles  solutions.  Pour  établir  ce  ré- 
sultat, nous  remarquerons  tout  d'abord  que,  appliquée  à  une  équa- 
tion pour  laquelle  la  suite  de  Laplace  est  limitée,  la  méthode  em- 
ployée donnera  généralement  des  équations  pour  lesquelles  le  rang 
de  la  solution  (n°  335)  s'élèvera  de  plus  en  plus. 

Prenons,  en  effet,  comme  solution  de  passage  la  combinaison 
suivante 

(5o)  z'  =  .3  -+-  do -)-  ai(z —  <r0) 

des  deux  solutions  (45),  et  désignant  une  constante.  Pour 


on  a 


et  comme  z  est  la  solution  la  plus  générale  de  l'équation  (37) 
l'emploi  de  la  solution  iz  permettra  certainement  de  passer  aune 
équation  de  rang  supérieur.  Puisque  le  rang  s'élève  par  l'emploi  de 
la  solution  de  passage  z':  pour  la  valeur  particulière  — i  de  «,  il  ne 
pourra  rester  le  même,  ou  s'abaisser,  que  pour  certaines  valeurs  par- 
ticulières de  a;  et,  par  suite,  la  solution  définie  par  l'équation  (5o) 
fournira,  pour  une  infinité  de  valeurs  réelles  de  a,  une  équation 
nouvelle 

S(z)=g 

ayant  une  solution  générale  de  rang  supérieur.  Si  l'on  pose 

(5i)  <r'  =  z0-h  a  —  ai(z0  —  cr), 
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cette   équation  admettra  évidemment  la  solution   imaginaire  -37- 
de  module  égal  à  l'unité. 

Si  nous  pouvons  établir  maintenant  que  l'on  peut  toujours,  en 
choisissant  convenablement  s,  non  plus  élever,  mais  abaisser  le 
rang  de  la  solution,  nous  aurons  montré  par  cela  même  que  toutes 
les  équations  cherchées  dérivent,  par  voie  de  récurrence,  de  celle 
que  nous  avons  étudiée  au  n°  982.  Mais,  pour  mettre  hors  de  doute 
ce  point  essentiel,  nous  avons  à  rappeler  et  à  compléter  diverses 
•  notions  données  au  Livre  IV  et  plus  particulièrement  au  Chap.VII 
de  ce  Livre.  , 

988.  Nous  commencerons  par  la  remarque  suivante  : 

Soit(E)  une  équation  linéaire  du  second  ordre  pour  laquelle  la 

suite  de  Laplace  se  termine  dans  les  deux  sens,  du  côté  positif  à 

l'équation  (E,),  du  côté  négatif  à  l'équation  (E_y).  Nous  avons  vu 

que  son  intégrale  générale  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante 


(52) 


N 


X 

X'     . 

.     XW 

Y 

Y'      . 

. .     YV> 

CC\ 

x\       . 

.  .      xf 

7i 

y\    ■ 

••   y[J] 

% ni 

x  m 

-7-U') 

7m 

y  m     • 

yU) 
•J  m 

où  l'on  a  m  =  ï-h/  +  i,  où  X,  Y  désignent  des  fonctions  arbi- 
traires, dépendant  respectivement  de  x  et  de  y  seulement.  N  est 
une  fonction  déterminée  quelconque,  les  Xh  dépendent  de  x  et 
les  y  h  de  y  seulement;  de  plus  les  Xh  sont  des  fonctions  linéaire- 
ment indépendantes  ainsi  que  les  y^.  Aux  nos  341,  342,  nous 
avons  indiqué  quelques  propriétés  des  expressions  de  la  forme 
générale  (52)  qui  s'annulent  quand  on  remplace  le  couple  (X,  Y) 
par  le  couple  (x^,  y  h)'  Nous  ajouterons  ici  la  remarque  suivante. 
Supposons  que  l'on  ait  trouvé  pour  la  même  équation  (E)  deux 
formes  distinctes  de  l'intégrale,  la  première 


(53)      j  =  MX  +  MiX'-h...  +  Mi-X'«+NY-i-N1Y'  +  . 


N/YV), 


la  seconde 


(54)      z  =  PX0+  PjX'o  +. . .+  TtXl0l)+  QY0+  Qi  Y'0  +  . 


QyY^'; 


l86  LIVRE    VIII.  —   CHAPITRE    VIII. 

on  passera  de  l'une  à  l'autre  par  une  substitution  de  la  forme 

l  X  =  AX0-hl1a;1-\-...-+-lmccm, 
|  Y  =  BY0-+-  ltyi-+-. . .-+-  lmym, 


(55) 


où  A  est  une  fonction  de  x,  B  une  fonction  dey  et  )M,  "k2,  .  .  . ,  \m 
des  constantes  quelconques. 

Pour  le  démontrer  nous  remarquerons  que,  si  l'on  passe  de  l'é- 
quation (E)  à  celle  (E/),  qui  termine  la  suite  de  Laplace  du  côté 
positif,  la  première  forme  de  l'intégrale  donnera  pour  l'équa- 
tion (E/)  une  intégrale 

zt  =  HX  +  KY  -+-  Ki  Y'h-  . . .  4-  K„z_!  Y^-D 
et  la  seconde  forme  de  l'intégrale  donnera  de  même 

zi=  LX0+  RY  -+-  RIY'  +  ...+  RB_,Y(»-i'. 

Egalant  ces  expressions  différentes  de  zi  et  remplaçant  y  par  une 
valeur  constante  quelconque,  on  aura 

X  =  AXo+Ai, 

A  et  A(  dépendant  de  x  seulement. 

En  considérant  de  même  l'équation  (E_y),  on  démontrera  que 

l'on  a 

Y  =  BY0+B„ 

B  et  B|  étant  des  fonctions  de  y. 

Si  donc,  pour  abréger,  on  pose  conformément  à  une  notation 
déjà  employée  (nos  368  et  394) 


(56) 


s=   /(X)-Mp(Y), 
z=/o(Xo)+cpo(Y0)J 


on  devra  avoir,  en  substituant  les  valeurs  de  X,  Y  et  égalant  les 
deux  expressions  de  z 

/(AX0)  +  T(BYo)+/(A1)  +  ?(B1)=/0(X0)  +  ?o(Y0), 

et  cela  pour  toutes  les  expressions  possibles  des  fonctions  arbi- 
traires X0,  Y0.  Si  l'on  donne  successivement  des  valeurs  nulles  à 
ces  deux  fonctions  l'équation  précédente  se  décomposera  dans  les 
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trois  suivantes 

l  /(Ai)-H«p(B!)=o, 
(57)  /(AX0)=/o(Xo), 

(     cp(BY0)  =  c?0(Yû). 

Les  deux  dernières  détermineront  les  symboles  f0,  <p0-  Quant  à  la 
première,  d'après  le  résultat  démontré  au  n°  342,  elle  montre 
que  A,,  13]  sont  des  combinaisons  linéaires  à  coefficients  constants 

Bl=l1y1-+-...-hlmym 

des  fonctions  Xh,  yk-  La  proposition  énoncée  se  trouve  ainsi  dé- 
montrée. 

Si  l'on  effectue,  dans  l'expression  (5a)  de  &,  la  substitution  dé- 
finie par  les  formules  (55),  elle  conservera  sa  forme  générale,  nous 
l'avons  déjà  démontré  (n°  341);  et  il  est  clair  que  les  nouveaux 
couples  avec  lesquels  elle  est  formée  (x%,  y\)  se  déduiront  des 
anciens  (%h->yh)  Par  1&  substitution 

^1  xh—  X'  J,l~  TT' 

de  telle  sorte  que,  si  l'on  a,  dans  les  deux  formes  de  l'intégrale 
Xk=  x\,  la  fonction  A  se  réduira  nécessairement  à  une  constante 
et  l'on  aura 

(59)  /U(X0)  =  A/(X0). 
Nous  ferons  plus  loin  usage  de  cette  remarque. 

989.  Revenons  maintenant  aux  équations  à  invariants  égaux  et 
rappelons  la  méthode  donnée  au  Livre  IV,  Chapitre  VU  (n°  394). 
Nous  avons  vu  que,  si  l'intégrale  générale  de  l'équation  (37)  est 
donnée  par  la  formule 

(60)  z.  =  /i(X)+/2(,Y.), 

où  nous  conservons  toutes  les  notations  adoptées  au  n°  394,  et 
si  l'on  emploie  la  solution  w  ayant  pour  expression 

(61)  co=/1(X1)+/2(Y1), 
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la  fonction  cr  définie  par  la  quadrature  (3c))  est  déterminée  par  la 
formule 


(62) 


à>a  =  a>[/1(X)-/2(Y)]-2B1(x!^)-H2B2(Y,  ^j 


f Xo^XOcfo-t-a  f\r^(Yi)df. 


Aux  propriétés  que  nous  avons  établies,  nous  allons  ajouter 
quelques  relations  nouvelles.  D'après  la  formule  (3g),  too-  doit  se 
réduire  à  une  constante  lorsqu'on  fait  z  =  10,  c'est-à-dire 

xt  =  x,      y,  =  y. 

Le  second  membre  de  l'équation  (62)  devra  donc  se  réduire  à 
zéro  pour  une  détermination  convenable  des  deux  intégrales  tant 
que  ces  intégrales  ne  disparaîtront  pas  toutes  les  deux.  En  égalant 
à  zéro  les  parties  qui  subsistent  lorsqu'on  annule  séparément  Y 
ou  X,  on  obtient  les  deux  formules  déjà  connues  (n°  396) 

(  2  /,X«p1(X)dr=/*(X)-aBirx,  ^4^1' 
(63)  J  L  °        J 

j  2y\<p2(Y)^=/|(Y)-2B2[Y,  dJ~1\ 

Il  reste  alors  la  suivante  qui  est  nouvelle 

Si,  dans  la  première  des  formules  (63),  on  remplace  X  par 
X  +  )vX{ ,  X  désignant  une  constante,  on  trouvera,  en  égalant  les 
coefficients  de  \  dans  les  deux  membres,  la  relation  suivante 


jy*X?1(X1)^+  fx1?1(X)«te 


(65) 


Remplaçons  X,  par  X[,  en  nous  rappelant  que  l'on  a  (n°  396) 
(66)  <fl(xU)  =  o,        f1{xi)+f%{yi)  =  o. 
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Il  viendra 
(67)     J^cfl(X)^=/1(X)/1(^)-B1[x)  ^MJ  _Bl[^,M^j 

En  tenant  compte  des  identités  (64)  et  (66),  on  peut  écrire 

Nous  prendrons,  par  suite, 
(69)     fxi^{X)dx=MX)Mxi)-B1^xi/-^^  +  B^y£,  d-^\ 
et  de  même 

(„^   r .^^_^ ,^,._pT„.  ^.a(Y)lr.l.  d/,00 


70)    jyt*tÇl)  dy  =MY)Mri)  -  B%[yti  d^j~]  +  3,]**, 


da? 


de  sorte  que  ces  deux  dernières  formules,  jointes  aux  deux  pré- 
cédentes (63),  détermineront  la  valeur  précise  que  nous  attribue- 
rons toujours  aux  intégrales 

Jx£(?l(X)dx,       fyt^(Y)dy,     Jx<?1(X)dx,    jY<v2(Y)dy, 
lorsque  nous  les  rencontrerons  dans  la  suite  du  raisonnement. 

990.  Cela  posé,  restons  encore  dans  les  généralités  et  suppo- 
sons que  les  fonctions  o,  (X,),  cp2(Y1)  soient  différentes  de  zéro. 
L'expression  de  <r  s'annulera  quand  on  remplacera 

/  X ç>! (Xi )  dx  =  X0         et  /  Y  o2(Yi)  dy  —  Y0, 

respectivement  par  le  couple  (1 ,  1)  et  par  les  suivants 

ryX1<p1(X1)da;,y,Y1çi(Y1)rfrJ,       ^Jx^^X^dx,  Jyl^(Y1)dy^. 

L'intégrale  <r  sera  de  rang  supérieur  à  z  et  nous  retrouvons  le  ré- 
sultat déjà  indiqué  au  n°  396,  en  indiquant  seulement  ici  d'une 
manière  plus  précise  comment  il  faut  déterminer  les  quadratures 
précédentes. 

Supposons  maintenant  que  la  solution  w  soit  telle  que  l'on  ait, 


igo 

par  exemple 
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<?1(X1)  =  o,        cp^YO^o. 


Alors  il  viendra  pour  Xf  une  combinaison  linéaire  à  coefficients 
constants 

X i  =  À i  X\  -r- .  .  .  -I-  k,,ixm 

de  x{ ,  x2:  •  •  • ,  xm,  et  comme  on  peut,  sans  changer  eo,  retrancher 
de  X(  cette  combinaison  linéaire,  à  la  condition  de  retrancher 
X,jKi  +■  •  •  +  ^m.ym  de  Yl5  on  pourra  supposer 


Alors,  si  l'on  pose 


Xj  =  o. 


fYo2(Y1)dy  =  Y0 


l'expression   de  <r  s'annulera   quand  on  y  remplacera  le  couple 
(X,  Y0)  des  fonctions  arbitraires  par  les  suivants 

[^•,yV/?2(Yi)^|    [o,  y  y,  <?*(¥,)  «^]. 

Mais  comme  le  premier  élément  du  dernier  couple  est  nul, 
l'analyse  développée  au  n°  341  permettra,  en  substituant  à  Y0  la 
fonction 


\fVl<?l(?l)djrJ 


de  réduire  cette  expression  de  a-  à  une  forme  nouvelle  admettant 
seulement  les  couples  suivants 


r-        / 
x 


«^Zî    I        I 


qui  sont  en  même  nombre  que  ceux  de  z  et,  en  outre,  composés 
du  même  premier  élément.  Donc,  si  l'on  détermine  le  rang 
d'une  équation  d'après  celui  de  sa  solution  générale,  l'équation  à 
laquelle  satisfait  o-  est  de  même  rang  que  la  proposée  (37). 


991.   Supposons  enfin  que  la  solution  to  soit  telle  que  l'on  ait  à 
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la  fois 

(71)  c?1(X1)  =  o,        ?2(Yi)  =  o; 

on  pourra  encore  supposer  que  Ton  ait 

(71)  Xi=o. 

Mais,  de  plus,  Y1  sera  une  solution  de  la  seconde  équation  (71) 
que  l'on  pourra  prendre  pour  représenter  le  second  élément  y,  du 
premier  couple.  Faisons  donc 

(72)  Yi  =  ^. 

L'expression  de  a  sera  débarrassée  de  tout  signe  de  quadrature. 
Si  l'on  pose 

(73)  /,<*)/.<*)  "  B,[r.,  ÔJf^]  -  B,[n,  'J&Û]  =  a,,, 

aik  sera  une  constante  en  vertu  de  la  formule  (70). 
PourX=.r/,  Y=jv,  on  trouve 

Pour  X  =  o,  Y  =  yK ,  on  a 

WT  =  —  an, 

a-  s'annulera  donc  quand  on  y  remplacera  le  couple  (X,  Y)  par  les 
suivants 

\  «h 

qui  sont  en  même  nombre  que  ceux  de  z  et,  ici  encore,  composés 
du  même  premier  élément. 

Si  aK  1  était  nul,  le  résultat  précédent  n'aurait  aucun  sens,  mais 
nous  avons  vu  (n°  396)  que,  dans  ce  cas,  o-  est  l'intégrale  générale 
d'une  équation  de  rang  inférieur. 

992.  Nous  venons  de  compléter  notre  théorie  du  Livre  IV, 
Chap.  VII,  relative  au  passage  d'une  équation  à  une  autre  par 
l'emploi  du  théorème  de  M.  Moutard.  Appliquons  les  résultats 
obtenus  au  cas  spécial  où  w  est  une  solution  imaginaire  de  module 
égal  à  l'unité.  Alors,  comme  a-  satisfait  à  l'équation  imaginaire  con- 
juguée de  la  proposée,  il  faudra  que  cr  soit  de  même  rang  que  z, 
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et,  par  suite,  que  w  satisfasse  au  moins  à  Tune  des  conditions 
<pi(X0  =  o,        ^(¥0  =  0. 

Supposons  donc 

Xt  =  o. 
Si  l'on  a  de  plus 

<p,(Yi)  =  o, 

on  peut  affirmer  que  la  constante  aK ,  ne  sera  pas  nulle,  sans  quoi  <r 
serait  de  rang  inférieur  à  z,  ce  qui  est  impossible.  Donc,  dans  tous 
les  cas,  les  couples  de  a  auront  les  mêmes  premiers  éléments  Xh 
que  les  couples  de  z. 

Dans  la  solution  ainsi  trouvée  pour  <r  changeons  i  en  —  i;  nous 
trouverons  évidemment  la  solution  générale  de  l'équation  en  z  ;  et, 
d'autre  part,  les  premiers  éléments  Xh  de  chaque  couple  seront 
remplacés  par  leurs  conjugués  x\.  Donc  la  solution  générale  de 
l'équation  en  z  peut  être  mise  sous  une  forme  dans  laquelle  les 
premiers  éléments  des  différents  couples  sont  les  x\. 

Considérons  les  deux  équations  différentielles  auxquelles  satis- 
font, d'une  part,  les  fonctions^  et,  d'autre  part,  les  fonctions  x\. 
11  suit  de  la  remarque  que  nous  venons  de  faire  et  de  la  théorie 
développée  plus  haut  (n°  988)  que  l'on  obtiendra  les  différentes 
solutions  de  la  seconde  en  multipliant  celles  de  la  première  par 
une  certaine  fonction  ®(x).  Donc,  si  Xh  est  une  solution  de  la  pre- 
mière, Xk<?(x)  sera  une  solution  de  la  seconde.  D'autre  part,  les 
solutions  particulières  des  deux  équations  étant  deux  à  deux  ima- 
ginaires conjuguées,  la  conjuguée  x\y0(x)  de  Xkf(x)  [<p0(#) 
étant  la  fonction  conjuguée  de  <p(#)]  sera  une  nouvelle  solution 
de  la  première  et  enfin  x\<Da(_x)  v(x)  sera  une  nouvelle  solution 
de  la  seconde.  On  peut  conclure  de  là  que,  étant  donnée  une  solu- 
tion quelconque  de  l'une  des  deux  équations  linéaires,  on  en 
trouvera  une  nouvelle  en  la  multipliant  par  la  fonction,  réelle  et 

positive, 

0(»  =  ç(a7)tp0(a7). 

Cela  exige  évidemment  que  §(x)  soit  une  constante.  Il  sera 
permis  de  la  prendre  égale  à  l'unité,  et  l'on  aura,  par  conséquent, 

cp  (rr)  =  e2i'/U)) 

f{x)  étant  une  fonction  réelle  de  x. 
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La  première  équation  linéaire  admet  donc,  en  même  temps  que 
la  solution  Xh,  la  suivante 

Or  si,  dans  l'expression  générale  de  z,  on  remplace  la  fonction 
arbitraire  X.  de  x  par  Xe-'/'^,  toutes  les  solutions  Xh  de  la  pre- 
mière équation  linéaire  seront  multipliées  par  elf^  ;  de  sorte  que 
cette  première  équation  admettra  maintenant,  en  même  temps,  les 
deux  solutions 

xhe'f{x\     x%e-if^c\ 

qui  sont  imaginaires  conjuguées  V une  de  Vautre.  On  peut 
évidemment  remplacer  ces  deux  solutions  imaginaires  par  les 
deux  solutions  réelles  formées  de  la  partie  réelle  et  de  la  partie 
imaginaire  de  l'une  d'elles.  Et  l'on  voit  ainsi  que  l'on  peut  ramener 
la  solution  générale  z  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  à  une 
forme  pour  laquelle  les  premiers  éléments  Xh  de  chaque  couple 
sont  tous  réels. 

993.  Ce  résultat  essentiel  étant  établi,  adoptons  pour  z  la  forme 
dont  nous  venons  de  démontrer  l'existence  et  bornons-nous  à 
considérer  les  solutions  z1  pour  lesquelles  on  a 

(74)  Y=o,        *'  =  /i(X), 

X  étant  une  fonction  arbitraire  réelle.  Alors,  comme  on  a 

X1=  o, 

pour  la  solution  w,  la  formule  (62)  est  débarrassée  de  tout  signe 
de  quadrature  et  nous  donne  pour  a- une  expression  de  la  forme 

7'=  ?i(x)> 

qui  renferme,  jusqu'au  même  ordre  que  dans  z' ',  les  dérivées  de  la 
fonction  arbitraire  X.  Si  l'on  y  change  i  en  —  i,  on  aura 

*;  =  ??(*)> 

et,  d'après  la  proposition  établie  plus  haut,  à  la  fin  du  n°  988,  on 
pourra  écrire 

<?o(X)  =  a/1(X), 
D.  —  IV.  i3 
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a  étant  une  constante.  De  là,  on  déduit 

ct'=  cfi(X)  =  tt0/i°(X)  =  a0.s'0, 

«o  étant  la  constante  conjuguée  de  a. 
Cela  posé,  l'équation 


admettra,  d  après  ce  que  nous  avons  vu,  la  solution  — -  on,  en  sup- 
primant le  facteur  constant  rt0,  la  solution  — ,-  qui  est  encore  de 
module  égal  à  r,  comme  to. 

D'autre  part,  en  prenant  pour  X,  dans  la  formule  (74):  une  solu- 
tion particulière  réelle  de  l'équation  linéaire 

<pt(X)  =  0, 

qui  annule  l'intégrale  quadratique  de  cette  équation  linéaire,  ce 
qui  est  toujours  possible  (nos374  et  396),  puisque  toutes  les  solu- 
tions particulières  X]t  de  cette  équation  sont  réelles  et  linéairement 
indépendantes,  on  sera  assuré  de  passer,  par  l'intermédiaire  de  z', 
à  une  équation  aux  dérivées  partielles  de  rang  inférieur  à  la  pro- 
posée. Ainsi  se  trouve  complétée  notre  démonstration  :  toutes  les 
équations  admettant  des  solutions  de  module  égal  à  l'unité  peuvent 
se  déduire  par  récurrence  de  celle  que  nous  avons  considérée 
au  n°  982. 

994.  Il  ne  sera  pas  inutile  d'indiquer  au  moins  une  applica- 
tion de  la  méthode  de  récurrence  que  nous  venons  d'étudier. 
Prenons,  comme  point  de  départ,  l'équation 

AI  - 
(75) 

et  la  solution,  de  module  égal  à  1, 
(76)  «'=  eisr, 

de  cette  équation.  Soit  z'  une  autre  solution  quelconque  et  o-'  la 
fonction  définie  par  la  quadrature 

/         v  r     ,  CI     ,à3'  ,CW\  /     ,dz'  >0'\      . 

(77)    w a  =J r di -z w)dx-{« &-*■&) dy- 
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Dans  le  cas  spécial  que  nous  considérons,  <r'  satisfera  encore  à 
l'équation  (73).  Il  faut  tout  d'abord  mettre  z'  sous  une  forme 
telle  que  a-'  soit  sa  conjuguée.  Pour  cela,  il  n'y  a  qu'à  appliquer  la 
méthode  générale  donnée  plus  haut  (n°985)  et  l'on  reconnaît  ainsi 
qu'il  faut  prendre  z'  sous  la  forme 

(78)  ^'=X'+iX'-+-iY, 

où  X,  Y  désignent  des  fonctions  réelles  de  x  et  de  y  respective- 
ment. On  peut  prendre  alors 

(79)  <j'  =  X  —  j'X  —  i"Y, 

et  l'on  peut  passer  à  une  équation  de  rang  supérieur. 

L'emploi  de  la  solutions'  conduit  à  l'équation  de  second  rang 


(80) 

qui  admet  la  solution  particulière  de  module  égal  à  l'unité 

V  X'—iX—  i'Y 

(81)  co  =  to'-=e'^^ = =., 

v      '  z  X  h-  i\-h  A 

et  dont  l'intégrale  générale  sera  définie  (n°  39o)  par  la  formule 

(82)  *  ~  X'+  iX  +  »Y  ~  X»+  iX'  ^  lT' 

où  X0,  Y0  désignent  deux  nouvelles  fonctions  arbitraires  de  x  et 
de  y.  La  solution  to  correspond  aux  déterminations  suivantes  de 
ces  fonctions 

(83)  X0=XV*,         Y0-o. 

Pour  pouvoir  continuer,   il   faut  mettre  ces  fonctions  X0,  Y0 
sous  une  forme  telle  que  la  fonction  <r,  définie  par  la  quadrature 

(84>  WJ  =j^%~z<t)  dx-^Jy-Z%)  df> 

soit  la  conjuguée  de  z.  Pour  cela,  il  faut  calculer  d'abord  <7.  En 
vue  des  applications  ultérieures,  nous  indiquerons  même  com- 
ment on  calculerait  la  fonction  9  définie  par  la  quadrature 
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z'  étant,  comme  z,  une  solution  de  l'équation  (80)  correspondante 
aux  déterminations  X1?  Y,  de  X0  et  de  Y0, 


(86) 


X', 


1X1 -h  aYi 
X'-hiX-i-iY  ~  X»+iX' 


lY' 


Il  n'y  a  ici  qu'à  appliquer  sans   modification  la  méthode  indi- 
quée au  n°  394.  Posons 

,  ,    .  _  iu  u' 

/!(")-  X'-t-iX  +  iY^X'+iX" 


X'-m'X  +  iY 


.  u 


(87) 


r         2 x^+tT  1 

[x  +  iX  -+-  i  Y       (X'-f-  tX')*J  ' 

r        2  .  Y"  1       iV 


X"+  i'X' 


Bi(«,  f)  =—  v„  ,    -v,i 


X"+  iX' 


B3(m,  v)  =  1  -^T, 


on  aura 

(88) 


*  =  /i(Xo)-h/,(Yo),         5'  =  /i(X0  +  /,(¥,), 


et  l'on  trouvera 

2X0       d\osz'        ïiYn  d\os.z' 


(90) 


o=/1(x0)-/2(Yu; 


X"-+-  iX'      dx 


Y'        «^ 


9  sera  la  solution  générale  de  l'équation 

(90  9(e)=-8(-;), 

et  l'on  y  fera  disparaître  les  quadratures  par  les  changements  de 
notation  si  souvent  indiqués. 

Supposons  que  z'  se  réduise  à  w  et,  pour  cela,  remplaçons  X,, 
Y,,  par  les  déterminations  (83)  données  plus  haut.  Nous  aurons 
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alors 

9  sera  alors  égal  à  a-,  ce  qui  donnera 

2Xn        dlosoi 


(()3)  <  .  . 


Y'         G»/  eu  J         \x"+  iX' 


/* 


cfo-. 


Il  faut  maintenant  choisir  X0,  Y0  de  telle  manière  que  <r  soit  la 
conjuguée  de  z;  c'est  le  résultat  que  l'on  obtiendra  en  prenant  pour 
Y0  une  fonction  réelle  de  y,  el  en  substituant  à  la  place  de  X0 
l'expression 

(  94  )  X0  =  X2  —  p— ^7  X'2 , 

où  X2  est  une  fonction  arbitraire  réelle  de  x. 

Alors  l'emploi  de  la  solution  z  permettra  de  passer  à  l'équation 
de  troisième  rang 

(95)  S(Z)=Sfi 


qui  admettra  encore  une  solution  —  de  module  égal  à  l'unité. 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que,  conformément  à  la  proposi- 
tion du  n°  394,  on  peut  faire  disparaître,  par  un  choix  convenable 
des  fonctions  arbitraires,  tout  signe  de  quadrature  dans  la  suite 
des  calculs. 

Pour  obtenir  toutes  les  équations  de  second  et  de  troisième  rang, 
admettant  des  solutions  de  module  égal  à  l'unité,  il  faudrait 
encore  employer  les  solutions 

e'a,     e>y 

de  l'équation  (75).  Mais  ces  solutions  se  déduisent  de  celle  que 
nous  avons  choisie,  soit  par  un  changement  de  notation,  soit  par 
le  passage  à  la  limite. 
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CHAPITRE  IX. 

SURFACES    A    LIGNES    DE    COURBURE    PLANES. 

Première  application  des  méthodes  précédentes.  —  Rappel  des  formules  propres  à 
déterminer  les  surfaces  admettant  une  représentation  sphérique  donnée.  — 
Recherche  des  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  dans  un  système.  —  Elles 
correspondent  toutes  à  des  équations  à  invariants  égaux  pour  lesquelles  la  so- 
lution est  de  premier  ou  de  second  rang.  —  Méthode  de  recherche  directe  : 
théorème  général  qui  permet  de  les  déterminer  très  simplement  au  moyen  de 
trois  développables  dont  l'une  (A)  est  isotrope  et  les  deux  autres  (D),  (D,) 
applicables  l'une  sur  l'autre  avec  correspondance  des  génératrices  rectilignes. 
—  On  déduit  de  cette  proposition  que,  si  une  ligne  de  courbure  plane  est  un 
cercle,  toutes  les  autres  sont  des  cercles,  que  si  une  d'elles  est  algébrique,  toutes 
les  autres  le  sont  aussi,  etc.  —  Mise  en  œuvre  de  la  génération  précédente.  — 
Calculs  et  constructions  géométriques  propres  à  déterminer  la  surface  réelle  la 
plus  générale  à  lignes  de  courbure  planes,  sans  aucun  signe  de  quadrature. 


995.  Avant  dépasser  aux  applications  des  résultats  analytiques 
obtenus  au  Chapitre  précédent,  rappelons  en  quelques  mots  les 
résultats  obtenus.  Pour  ne  pas  multiplier  les  changements  de  no- 
tation, supposons  que  ce,  y  soient  les  paramètres  des  lignes  de 
courbure  et  jouent  le  rôle  des  variables  p,  p1  du  n°  974.  Les  sur- 
faces qu'on  peut  rattacher  à  une  même  équation 

<"  ^  =  *9- 

pour  laquelle  on  a  résolu  les  problèmes  analytiques  précédents, 
pourront  être  définies  de  la  manière  suivante.  Si  l'on  désigne 
par  z,  z'  deux  solutions  quelconques  de  l'équation,  mises  sous  la 
forme  pour  laquelle  les  fonctions  imaginaires  conjuguées  a-,  a7 
sont  définies  par  les  quadratures 


(2) 


I  /*/     dz  àta\,         (    dz  du>\   . 

\    ^=JVTX-Z^)dx-^dy-zTy)d^ 
C(     dz'  ,cto>\    .  /     dz'         ,d<û\    . 

)a=Jv^-zrx)dx-^dj-z^)d^ 
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oj  étant  toujours  la  solution  de  module  égal  à  l'unité,  on  pourra 
prendre,  en  rapportant  la  surface  au  système  de  coordonnées  tan- 
gentielles  a,  [ÏJ,  ç, 

(3)  a  =  —  i  8  =  cot'. 

Ces  deux  formules  définiront  la  représentation  sphérique  des 
lignes  de  courbure.  Puis  on  fera  de  même 

(4)  p' 

Les  variables  a  et  (3  étant  imaginaires  conjuguées  ainsi  que  p' 
etq',  on  pourra  obtenir  une  infinité  de  déterminations  réelles  de  £ 
et  la  surface  sera  l'enveloppe  du  plan  défini  par  l'équation 

(6)  (a-H3).X-Hi(B  —  a)Y+(aB  —  i)Z-t-£  =  o, 

où  tout  est  connu  et  d'où  l'on  peut  faire  disparaître  tout  signe  de 
quadrature.  Rappelons  les  relations 

(  (93  „  à%  dp'  „  àq' 

=  O)2  -r-  ,  -—     =  W2         ' 


cï  = 

z 
— } 

dz 

dx 

-  z  -r—  )  dx  — 
dx  ] 

dx  dx  dx  dx 

(7)  i 

\  à$  _    _     2  dz  d£  _  Jq' 

\dy~       W   dy'  dy  ~%    "    dy' 

tout  à  fait  équivalentes  aux.  formules  (a). 

996.  Nous  avons  déjà  reconnu  (n°  983)  que  l'équation  la  plus 
simple  de  la  forme  (i)  correspond  à  des  surfaces  à  lignes  de  cour- 
bure planes  particulières,  caractérisées  par  cette  propriété  que  les 
cercles  qui  servent  de  représentation  sphérique  aux  lignes  de 
courbure  planes  passent  tous  par  un  point  fixe.  Proposons-nous 
maintenant  de  définir  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  les 
plus  générales.  Nous  allons  voir  qu'elles  correspondent  toutes  à 
des  équations  pour  lesquelles  la  solution  est  de  premier  ou  de 
second  rang. 

Désignons  par  x  le  paramètre  des  lignes  de  courbure  planes  de 
la  surface.  En  tous  les  points  d'une  de  ces  lignes,  le  plan  tangent 
devra  faire  un  angle  constant  avec  le  plan  de  la  ligne,  c'est-à-dire 
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avec  une  droite  dont  les  paramètres  directeurs  dépendront  unique- 
ment de  x.  En  exprimant  cette  condition,  on  sera  conduit  à  une 
équation  de  la  forme 

a?0(oc-f-  $)-hîxi{$  —  «)-f-a?2(«P  —  ')  =  ^'(aji-t-i), 

x0,  xt,  x2,  x3  désignant  des  fonctions  de  œ.  Au  reste,  cette  équa- 
tion exprime  que  la  représentation  sphérique  de  la  ligne  de  cour- 
bure est  un  cercle.  En  changeant  les  notations  et  remarquant  que 
x3  —  x2  ne  saurait  être  nulle  quand  les  axes  sont  quelconques,  on 
lui  donnera  la  forme  plus  simple 

(8)  (a  —  #o)(P  —  fl?i)  =  x\, 

x0l  xi:  Xi  étant  toujours  des  fonctions  de  x;  quand  la  surface 
sera  réelle,  les  deux  premières  seront  conjuguées  et  la  troisième 
réelle. 

Différencions  cette  équation  par  rapport  à  y.  En  tenant  compte 

delà  seconde  formule  (7)  et  remarquant  que  —  ne  peut  être  nulle, 

nous  aurons 

(a  —  a?0)w2=  $  —  Xi, 


et  de  là,  on  déduit,  x2  n'étant  jusqu'ici  définie  que  par  son  carré, 

(9) 


(a  —  x0)u>  =  x^, 
S  —  Xi  =  a?2a). 


La  première  de  ces  équations  peut  s'écrire 

(10)  z'  =  x0  a)  -+-  a?2  ; 

nous  sommes  ainsi  conduit  à  exprimer  que  l'équation  (1)  admet 
deux  solutions  z',  w  reliées  par  la  relation  précédente. 

A  cet  effet,  substituons  dans  cette  équation  (1)  la  valeur  précé- 
dente de  z'.  En  tenant  compte  de  ce  que  w  est  déjà  solution  de 
l'équation,  ce  qui  donne 

<    \  ^2(X>    -  h 

dx  dy  ' 

il  vient 

('a)  x'r,  —  =  kx%. 

dy 
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Portons  la  valeur  de  -—  dans  le  premier  membre  de  la  relation 

ôy  l 


précédente,  il  viendra 


d    (kx^ 

ax  \  x„ 


ou,  en  excluant  l'hypothèse  k  —  o,  déjà  examinée  (n°  983), 
_  x^  dlogk       I x.2' 

Il  n'y  a  plus   qu'à  substituer  cette  valeur  de  to  dans  la  for- 
mule (12)  pour  obtenir  la  condition 

(.4)  £?*=*. 

ax  oy 

à  laquelle  doit  satisfaire  k.  Cette  condition  exprime  évidemment 
(n°  330)  que  l'équation  correspondante  doit  être  de  second  rang. 

997.  Nous  avons  vu  (n°  389)  que  la  valeur  la  plus  générale  de  A" 
est  la  suivante 

de  sorte  que,  en  remplaçant  —  par  X3,la  valeur  de  to  va  devenir 


v   /Xj  2X1     \ 

Cette  valeur  devant  avoir  un  module  égal  à  1,  il  faudra  que 
l'on  ait 

X2,  Y2,  X4  étant  les  fonctions  conjuguées  de  X,,  Yj,  X3  respec- 
tivement. 

En  donnant  à  x  une  valeur  quelconque,  on  reconnaît  immédia- 
tement que  les  fonctions  Y2,  Yt  sont  en  relation  homographique. 
On  pourra  donner  à  cette  relation  homographique  la  forme 

Y,=  Y„ 
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si  l'on  remarque  que  l'expression  (io)de  k  ne  change  pas  (n°24) 
lorsqu'on  soumet  X(,  Y1  à  une  même  substitution  linéaire  à  coef- 
ficients constants.  Ainsi  Ton  peut  supposer  que  Y,  soit  une  fonc- 
tion réelle. 

Mais  alors  il  faut  évidemment  choisir  pour  w  l'expression  dé- 
finie par  l'équation  (81)  du  Chapitre  précédent;  et  l'on  aura,  en 
appliquant  les  résultats  analytiques  .du  n°  994  et  supposant,  ce 
qui  est  évidemment  permis,  Y  réduit  à  y  par  un  changement  de 
notations, 

.    X'—iX  —  iy 


(16) 


X'-f-  iX  -+-  iy 


Pour  écrire  d'une  manière  rapide  les  valeurs  de  a,  (3,  pr,  q1 ',  in- 
troduisons les  notations 

,X'-+iX'        /         •  ,X"+iX'\' 

(17)  ?M=     x>+ix  +  ijr x^Tx ' 

(18)  ?'(")=  X^tax+^  +  tV' 

et  désignons  de  même  par  -];,,  ^2  les  symboles  obtenus  en  chan- 
geant i  en  —  î.  On  aura,  Xt  étant  une  fonction  réelle, 

(19)  aw  =  <p-i(Xj),  L  =  ^(Xt), 
puis,  X2  et  Y,  étant  encore  des  fonctions  réelles, 

(20)  ?'w  =  <pi(X,)  +  ?«(Y,);        ^-^^(XO-f-^CYi). 

Les  deux  premières  relations  feront  connaître  la  représentation 
sphérique.  Il  faudra  ensuite  calculer  £,  qui  sera  définie  par  la  for- 
mule (5)  où  l'on  substituera  les  valeurs  précédentes  de  a,  (3,//,  q'. 
Il  restera  encore  à  donner  aux  fonctions  réelles  X2,  Y,  une  forme 
telle  que  toute  quadrature  disparaisse  de  l'expression  de  £. 

On  voit  que  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  dépendent 
de  quatre  fonctions  arbitraires  X,  X( ,  X2,  Y< .  Elles  sont  donc  loin 
d'être  les  plus  générales  parmi  celles  qui  correspondent  à  l'équa- 
tion du  second  rang  et  qui  dépendent,  en  réalité,  de  cinq  fonctions 
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arbitraires,  à  savoir  :  X,  deux  fonctions  figurant  dans  la  représen- 
tation spliérique  et  deux  autres  dans  les  expressions  de  p'  et  de  q' . 

998.  Sans  faire  l'étude  approfondie  des  surfaces  à  lignes  de 
courbure  planes,  auxquelles  M..  Rouquet  a  consacré  un  Mémoire 
des  plus  remarquables,  déjà  cité  [I,  p.  1 14],  nous  ferons  connaître 
une  proposition  qui  les  concerne  et  qui  se  rattache  directement 
aux  résultats  du  n°972.  Cette  proposition  peut  s'énoncer  comme 
il  suit  : 

Etant  donnée  une  surface  (S)  à  lignes  de  courbure  planes 
dans  un  système,  soit  (D)  la  développable  enveloppe  des  plans 
des  lignes  de  courbure.  Supposons  qu'elle  se  déforme  de  telle 
manière  que  ses  génératrices,  demeurent  rectilignes,  et  qu'elle 
entraîne  les  lignes  de  courbure  planes  dans  ses  différents 
plans  tangents;  il  existera  une  transformée  (Di)  de  (D)  pour 
laquelle  toutes  ces  lignes  de  courbure  viendront  se  placer 
sur  une  même  développable  isotrope  (A);  les  lignes  de  seconde 
courbure  venant  alors  coïncider  avec  les  génératrices  recti- 
lignes de  la  développable  (A). 

Pour  démontrer  cette  proposition,  nous  commencerons  par 
examiner  ce  que  devient  la  surface  (S)  lorsqu'on  déforme  la  déve- 
loppable (D)  de  telle  manière  que  ses  génératrices  demeurent 
rectilignes.  Si  l'on  désigne  par  la  lettre  (C)  les  lignes  de  pre- 
mière courbure,  situées  dans  les  plans  tangents  de  (D)  et  par  la 
lettre  (G4)  les  lignes  de  seconde  courbure,  il  est  clair  que  les 
tangentes  aux  lignes  (C),  aux  points  où  elles  sont  rencontrées  par 
une  même  courbe  (C(  ),  engendrent  une  développable  dont  l'arête 
de  rebroussement  (K,)  est  tracée  sur  la  développable  (D);  de  sorte 
que  chaque  courbe  (Cm)  est  une  développante  de  l'arête  de  re- 
broussement (K.|)  qui  lui  correspond.  Cette  relation  entre  (K{) 
et  (C<)  ne  se  modifie  nullement  quand  la  développable  (D)  se 
déforme  en  entraînant  dans  ses  plans  tangents  les  courbes  (C). 
On  reconnaît  donc  immédiatement  que,  dans  la  nouvelle  sur- 
face (S')  engendrée  par  les  positions  nouvelles  des  courbes  (C), 
surface  qui  correspond  point  par  point  à  (S),  les  lignes  de  pre- 
mière et  de  seconde  courbure  correspondent  respectivement  aux 
lignes  de  première  et  de  seconde  courbure  de  (S). 
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M.  Rouquet  a  fait  grand  usage  de  la  proposition  que  nous  venons 
d'établir  et  qui  est  due  à  Ribaucour  (  '  ).  Elle  ne  nous  est  pas  in- 
dispensable; mais  elle  aidera  le  lecteur  à  mieux  comprendre  le 
raisonnement  suivant. 

999.   Soient  (fig.  88)  (C)  une  des  lignes  de  première  courbure 

Fie.  88. 


de  (S),  M  un  quelconque  de  ses  points,  M'  un  point  infiniment 
voisin  de  M  pris  sur  la  ligne  de  seconde  courbure  (C^)  qui  passe 
en  M,  P  la  projection  de  M'  sur  le  plan  de  (G).  Soit  QQ'  la  gé- 
nératrice de  contact  du  plan  de  (C)  avec  la  développable  (D), 
R  le  point  où  cette  génératrice  touche  l'arête  de  rebrousse- 
ment  (R)  de  cette  développable;  de  sorte  que  chaque  point  R  et, 
par  suite,  chaque  plan  tangent  de  (D)  sera  déterminé  par  l'arc  s 
de  (R)  compté  à  partir  d'une  origine  fixe  O  prise  sur  (R).  Le  plan 
de  la  ligne  de  première  courbure  (C)  qui  passe  en  M'  corres- 
pondra, par  exemple,  au  point  R' de  l'arête  de  rebroussement,  de 
sorte  que  l'angle  des  deux  plans  contenant  les  lignes  de  première 

courbure  qui  passent  en  M  et  en  M'  sera  égal  à  —  >  ds  désignant 
l'accroissement  RR'  de  s  et-  étant  la  torsion  de  (R)  en  R.  M'P 


(')  Ribaucour,  Sur  les  courbes  enveloppes  de  cercles  et  sur  les  surfaces  en- 
veloppes de  sphères.  {Nouvelle  Correspondance  mathématique,  t.  V  et  VI; 
1879-1880). 
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est  évidemment  égal  à  cet  angle  multiplié  par  la  distance  de  l'un 
des  points  M  ou  P  à  la  droite  d'intersection  QQ'  des  deux  plans 
oscillateurs  respectivement  en  R  et  en  R'.  Si  donc  p  désigne  la 
distance  du  point  M  à  la  tangente  QQ'  en  R,  on  aura  d'abord,  en 
négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre 

T 

Cela  posé,  considérons  le  triangle  rectiligne  MM'P:  il  est  rectangle 
en  P,  son  angle  en  M  ne  diffère  que  de  quantités  du  second  ordre 
de  l'angle  co  que  fait  en  ce  point  M  la  surface  (S)  avec  le  plan 
de  (C).  On  peut  donc  écrire 

M'P  =  PMtangcp; 

et,  si  l'on  porte  cette  valeur  de  M'P  dans  la  relation  précédente, 

il  vient 

p  ds 

i  tanff®  = • 

&'         PM 

Telle  est  la  relation  que  nous  voulions  établir.  En  voici  maintenant 
les  conséquences. 

1000.  Supposons  d'abord  que  le  point  M  se  déplace  sur  la 
courbe  (C);  le  premier  membre  de  la  relation  précédente  de- 
meurera invariable,  puisque  l'angle  cp  est  le  même  pour  tous  les 
points  de  la  courbe  (G),  d'après  le  théorème  de  Joachimsthal.  Il 
en  sera  donc  de  même  du  second  membre,  qui  devra  se  réduire 
par  conséquent  à  une  fonction  de  la  seule  variable  s.  On  aura  donc 
les  deux  égalités  suivantes 

j  Ttangcp  =  /(«), 
(21)  l        p  ds 


PM 


=  /(*)■ 


La  seconde  s'interprète  géométriquement  de  la  manière  la  plus 
simple.  Il  est  évident  par  la  géométrie  que  si  l'on  déforme  la  dé- 
veloppable  (D)  de  telle  manière  qu'elle  vienne  s'appliquer  sur  un 
plan,  celui  de  la  courbe  (C)  par  exemple,  le  point  P  sera  à  une 
distance  infiniment  petite  du  second  ordre  de  celui  où  vient 
s'appliquer  le  point  M'.  La  seconde  relation  précédente  donne 
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donc  une  propriété  de  la  famille  de  courbes  sur  laquelle  viennent 
s'appliquer  dans  le  plan  les  lignes  de  première  courbure.  A 
chacune  de  ces  courbes  (C),  maintenant  toutes  situées  dans  le 
même  plan,  correspond  une  droite  QQ'  déterminée.  Et,  pour 
chaque  point  de  la  courbe  (G0)  infiniment  voisine  de  (C),  il  y 
a  un  rapport  constant  entre  la  distance  à  la  courbe  (C)  et  la 
distance  à  la  droite  correspondante  QQ'.  Cette  propriété  géo- 
métrique conduit  à  une  équation  aux  dérivées  partielles,  qui  a  été 
formée  et  intégrée  de  la  manière  la  plus  élégante  par  M.  Rouquet. 
Laissant  de  côté  l'étude  de  cette  intéressante  question,  revenons 
à  la  première  des  relations  précédentes 

Ttangcp=/(». 

Elle  nous  montre  immédiatement  que,  lorsqu'on  déforme  la  déve- 
loppable  (D),  l'angle  o  varie  de  telle  manière  que  le  produit 
t  tangcp  demeure  constant.  Au  lieu  de  considérer  l'hypothèse  où 
la  développable  (D)  se  réduit  à  un  plan,  supposons  qu'on  la  dé- 
forme de  telle  manière  que  l'on  ait,  en  chaque  point  de  l'arête  de 
rebroussement, 

t=±if(s), 

il  viendra  alors 

tangcp  =zpi. 

Et,  par  conséquent,  l'angle  du  plan  tangent  à  la  surface  et  du  plan 
de  la  ligne  de  courbure  deviendra  infini.  Ce  dernier  plan,  étant 
oscillateur  à  l'arête  de  rebroussement  de  la  développable  dans  sa 
nouvelle  position,  ne  sera  pas  isotrope.  Il  faudra  donc  que  le  plan 
langent  à  la  surface  le  soit.  Donc  la  surface  à  lignes  de  cour- 
bure planes  (S)  aura  été  transformée  en  une  développable  iso- 
trope. 

De  tout  ceci  résulte  donc  le  théorème  suivant  : 

Pour  obtenir  toutes  les  surf  aces  à  lignes  de  courbure  planes 
dans  un  système,  on  construit  une  développable  isotrope  quel- 
conque (A)  et  une  développable  non  isotrope  (D.,).  On  déforme 
ensuite  (D,)  de  telle  manière  que  ses  génératrices  demeurent 
rectilignes  et  que  ses  plans  tangents  entraînent  les  courbes 
suivant   lesquelles  ils  coupaient  la  développable   (A).   L'en- 
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semble  des  courbes  ainsi  entraînées  constitue  la  surface  la  plus 
générale  à  lignes  de  courbure  planes  dans  un  système  ('). 

En  reprenant  le  point  de  vue  développé  au  Chapitre  VI,  ou  peut 
énoncer  le  théorème  sous  la  forme  suivante  : 

Pour  obtenir  les  surfaces  précédentes,  on  prend  deux  déve- 
loppables  (D),  (D,)  applicables  l'une  sur  l'autre  avec  corres- 
pondance des  génératrices  rectilignes.  Si  l'on  fait  rouler  la 
développable  (D,  )  sur  la  développable  (D)  de  telle  manière  que 
le  contact  ait  lieu  à  chaque  instant  entre  tous  les  points  des 
génératrices  correspondantes,  toute  développable  isotrope  (À) 
invariablement  liée  à  (D,  )  sera  coupée  par  les  plans  de  contact 
successifs  suivant  les  lignes  de  courbure  de  V une  des  surfaces 
cherchées. 

1001.  Alors  même  que  ces  théorèmes  ne  conduiraient  pas, 
comme  nous  allons  le  voir,  à  une  méthode  rapide  de  recherche 
des  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  dans  un  système,  ils 
permettraient  au  moins  d'expliquer  de  la  manière  la  plus  satisfai- 
sante certains  faits,  ayant  quelque  chose  de  paradoxal,  qui  se  pré- 
sentent dans  cette  théorie. 

On  sait,  par  exemple,  que,  si  une  des  lignes  de  courbure 
planes  est  un  cercle,  toutes  les  autres  sont  des  cercles;  que,  si 
elle  est  algébrique,  toutes  les  autres  sont  algébriques;  que. les 
lignes  de  courbure  ne  peuvent  être  toutes  des  coniques  différentes 
du  cercle,  etc.  Tous  ces  faits  s'expliquent  immédiatement  par  la 
remarque  suivante,  qui  est  évidente. 


(')  Celte  proposition,  donnée  depuis  longtemps  dans  mon  enseignement,  s'ap- 
plique même  aux  surfaces  pour  lesquelles  les  plans  des  lignes  de  première  courbure 
passent  par  une  droite  fixe.  En  effet,  on  doit  attribuer  en  général  une  valeur 
nulle  à  la  torsion  d'une  courbe  plane;  mais  il  faut  remarquer  cependant  que,  si 
cette  courbe  se  réduit  à  une  droite,  la  torsion  devient  indéterminée.  Si  l'on 
associe  à  chaque  point  de  cette  droite  un  plan  déterminé  passant  par  la  droite,  il 
est  clair  que  la  torsion  prend  en  chaque  point  une  valeur  déterminée,  dépendant 
d'ailleurs  de  la  loi  suivant  laquelle  on  a  associé  les  plans  passant  par  la  droite 
aux  points  de  cette  droite. 

Dans  le  cas  où  les  plans  des  lignes  de  courbure  enveloppent  un  cône,  il  suffit 
de  choisir  une  variable  autre  que  s. 
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-Dès  qu'une  ligne  de  courbure  plane  est  donnée,  on  connaît 
par  cela  même  la  développable  isotrope  (A),  qui  doit  être  cir- 
conscrite à  cette  courbe  en  même  temps  qu'au  cercle  de  l'infini. 
Par  conséquent  toutes  les  autres  lignes  de  courbure  ne  peuvent 
être  que  des  sections  planes  de  cette  développable,  parfaite- 
ment connue. 

Si  l'une  des  lignes  de  courbure  est  un  cercle,  la  développable 
isotrope  se  décompose  en  deux  points-sphères.  Donc  toutes  les 
autres  lignes  de  courbure  sont  des  cercles. 

Si  l'une  des  lignes  de  courbure  est  algébrique,  il  en  est  de 
même  de  (A)  et,  par  suite,  de  ses  sections  planes  quelconques. 

Si  l'une  des  lignes  de  courbure  est  une  conique  différente  d'un 
cercle,  (A)  est  en  général  du  8e  ordre;  mais  elle  peut  se  réduire 
au  7e,  au  6e,  au  5e  et  même  au  4e-  si  son  arête  de  rebrousseraient 
est  une  cubique  gauche.  Dans  ce  dernier  cas  seulement,  la  dé- 
veloppable contient  une  famille  de  coniques*,  mais  elles  sont 
situées  dans  les  plans  tangents  de  la  développable,  qui  sont  tous 
isotropes.  Donc  il  est  impossible  que  toutes  les  lignes  de  courbure 
soient  des  coniques. 

Voici  les  principes  qui  peuvent  guider,  si  l'on  recherche  tous  les 
cas  dans  lesquels  les  lignes  de  courbure  sont  algébriques  et  d'un 
degré  déterminé. 

Une  surface  réglée  algébrique  indécomposable  étant  donnée,  si 
certaines  de  ses  sections  planes  se  décomposent,  elles  se  com- 
posent uniquement  d'un  certain  nombre  de  droites  et  d'une  courbe 
algébrique  indécomposable. 

Si  les  lignes  de  courbure  planes  sont  d'un  degré  déterminé  /?, 
il  est  nécessaire  que  la  développable  isotrope  circonscrite  à  l'une 
de  ces  lignes  se  décompose  en  deux  développables  symétriques 
par  rapport  au  plan  de  la  courbe,  c'est-à-dire  que  la  ligne  soit  ce 
que  Laguerre  a  appelé  une  courbe  de  direction. 

Nous  nous  contenterons  de  signaler  ici  les  deux  hypothèses  qui 
paraissent  les  plus  simples.  Il  existe  une  développable  isotrope  du 
5e  ordre  que  l'on  peut  définir  comme  il  suit.  Elle  est  circonscrite 
à  la  courbe  du  3e  ordre  définie  par  les  équations 

(22)  x  =  u -,  y  =  11*-,  z  =  o 
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et  elle  est  l'enveloppe  du  plan 

(23)  -2ux  — y(i  —  zt2)H-  iz(i  -+-  u-)=  m2-+-  —  • 
Tous  les  plans  définis  par  l'équation 

( 24 )  y  —  iz  -+-  u*-(y  +  iz)=z  iS-  +  m*, 

où  m  est  considéré  comme  un  paramètre  variable,  la  coupent  sui- 
vant les  deux  génératrices  qui  correspondent  aux  valeurs  u,  —  a 
du  paramètre  et  suivant  une  courbe  du  3e  ordre;  de  sorte  que 
la  développable  admet  une  famille  de  sections  du  3e  ordre,  qui 
pourront  devenir  les  lignes  de  courbure  d'une  infinité  de  surfaces 
de  la  nature  de  celles  que  nous  cherchons.  Comme  les  plans  de 
ces  sections  sont  parallèles  à  une  droite,  on  ne  pourra  obtenir  que 
des  surfaces  pour  lesquelles  ces  lignes  de  courbure  du  3e  degré 
seront  distribuées  dans  les  plans  tangents  d'un  cylindre  d'ailleurs 
quelconque.  C'est  à  cette  classe  qu'appartient  la  surface  minima 
d'Enneper,  étudiée  au  n°  207. 

Considérons  encore  la  cubique  gauche  isotrope  définie  par  les 
équations 

_.  u3  ».  ./ 

(25)  x  =  u — ,  y  —  u-,  z  =  il  u  -h 

La  développable  isotrope  dont  elle  est  l'arête  de  rebroussement 
est  l'enveloppe  du  plan  défini  par  l'équation 

2  IL3 

(26)  (i  —  u2)x  -+-  iuy  -+-  i(i  -+•  u2)z  -\ —  =  o. 

Elle  admet  pour  sections  planes  des  courbes  du  quatrième  ordre 
à  trois  points  de  rebroiissement  qui  pourront  devenir  les  lignes 
de  courbure  planes  d'une  infinité  de  surfaces. 

1002.  La  génération  des  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes, 
telle  que  nous  l'avons  donnée  plus  haut,  permet  encore  de  résoudre 
assez  simplement  une  question  que  M.  Caronnet  s'est  proposée 
dans  un  travail  récent  (1  ).  On  connaît  déjà  une  première  série  de 


(')  Th.  Caronnet,  Sur  les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  d'un  sys- 
tème sont  planes  et  égales  (  Comptes  rendus,  t.  CXVII,  p.  842;  1890). 
D.  -  IV.  l4 
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surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  pour  lesquelles  toutes  les 
lignes  de  courbure  planes  sont  égales.  Ce  sont  les  surfaces  mou- 
lures de  Monge  :  elles  correspondent  au  cas  où  la  développable  (D,) 
qui  intervient  dans  la  génération  indiquée  plus  haut  se  réduirait 
à  un  plan.  Mais  parmi  les  autres  surfaces  à  lignes  de  courbure 
planes,  parmi  celles  dont  toutes  les  lignes  de  courbure  planes 
sont  des  sections  différentes  d'une  même  développable  isotrope, 
y  en  a-t-il  pour  lesquelles  ces  lignes  de  courbure  soient  toutes 
égales?  La  question  revient  évidemment  à  la  suivante. 

Existe-t-il  des  développables  isotropes  admettant  une  famille  de 
sections  planes  toutes  superposables? 

Ou  encore  : 

Existe-t-il  des  développables  isotropes  dont  l'arête  de  rebrousse- 
ment  ne  cesse  pas  de  coïncider  avec  elle-même  quand  on  lui  im- 
prime une  série  de  déplacements  dépendant  d'un  paramètre 
variable  au  moins? 

Il  est  clair  que,  si  l'arête  de  rebroussement  ne  se  réduit  pas  à  un 
point,  elle  doit  être  nécessairement  une  hélice  isotrope  tracée  sur 
un  cylindre  circulaire  droit. 

Cette  remarque  explique  et  fait  prévoir  tous  les  résultats  ob- 
tenus par  M.  Caronnet.  Nous  n'entrerons  pas  dans  le  détail,  nous 
contentant  de  signaler  ici  le  cas  particulier  le  plus  élégant.  La  déve- 
loppable admettant  pour  arête  de  rebroussement  l'hélice  isotrope 
tracée  sur  un  cylindre  circulaire  droit  est  coupée  par  tout  plan 
passant  par  l'axe  de  ce  cylindre  suivant  une  tr actrice  ou  courbe 
aux  tangentes  égales. 

Soit,  en  effet,  M  un  point  de  l'hélice  isotrope.  La  sphère  (S) 
inscrite  au  cylindre  suivant  le  parallèle  qui  passe  en  M  coupe  le 
plan  sécant  suivant  un  cercle  (C)  ayant  même  centre  O  que  la 
sphère.  D'autre  part,  elle  contient  la  tangente  en  M  à  l'hélice 
isotrope,  tangente  venant  couper  le  cercle  (C)  en  un  point  M'  qui 
décrira  la  section  cherchée.  Or,  le  plan  osculateur  de  l'hélice, 
c'est-à-dire  le  plan  tangent  à  la  développable  (A)  dont  elle  est 
l'arête  de  rebroussement,  est  le  plan  OMM'  qui  coupe  le  plan 
sécant  suivant  la  tangente  OM7  à  la  section.  Cette  tangente,  étant 
un  rayon  du  cercle  (C),  sera  bien  constante  et  égale  au  rayon 
de  (S)  ou  au  rayon  de  base  du  cylindre. 

Un  résultat  analogue  s'applique  à  toutes  les  sections  planes 
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qui,  on  le  reconnaîtra  aisément,  sont  des  courbes  définies  par  la 
propriété  de  couper  les  cercles  bitangents  à  une  conique,  section 
du  cylindre  par  leur  plan,  sous  des  angles  dont  le  sinus  sera,  pour 

un  cercle  déterminé,  —,  R  étant  le  rayon  de  base  du  cylindre  et  r 

le  rayon  de  ce  cercle. 

1003.  Laissant  de  côté  toutes  les  applications  particulières,  qui 
mériteraient  sans  doute  une  étude  détaillée,  nous  allons  indiquer 
comment  on  peut  traduire  analytiquement  la  génération  précé- 
dente des  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  dans  un  système  et 
présenter  sous  une  forme  entièrement  réelle  les  équations  qui  dé- 
finissent ces  surfaces. 

La  génération  indiquée  emploie  trois  développables  (A),  (D) 
et  (Di)-  La  développable  (A)  se  déterminera  par  les  équations  si 
souvent  employées  dans  la  théorie  des  surfaces  minima 

\  (i—  «2)X'-f-  2«Y'+  i(i  -h  u"-)T  —  2  F(«)=  o, 
|  -aX'+     Y'    -+-        iuZ'        —     F'(u)=o, 

entre  lesquelles  il  faudra  éliminer  u.  La  première  représente,  pour 
une  valeur  déterminée  de  u,  le  plan  tangent  à  la  surface;  et  les 
deux,  prises  ensemble,  la  génératrice  de  contact  de  ce  plan. 

La  développable  (D)  sera  pleinement  définie  aussi  si  l'on  donne 
les  coordonnées  x,  y,  z  d'un  point  de  son  arête  de  rehausse- 
ment (R)  exprimées  en  fonction  de  Tare  s  de  (R)  et  les  neuf 
cosinus  a,  a',  a",  b,  b':  b" ',  c,  c',  c"  qui  déterminent  respective- 
ment la  direction  de  la  tangente,  de  la  normale  principale  et  de  la 
binormale  à  cette  courbe. 

De  même  la  développable  (D,)  sera  déterminée  par  les  quan- 
tités Xi,  yK,  zK,  a,,  a',,  a'[,  b{,  b\,  b\,  c{,  c\,  c\  analogues  à  celles 
que  nous  venons  de  définir  pour  (D)  et  qui  seront  des  fonctions 
de  la  même  variable  s  que  les  précédentes.  En  leurs  points  cor- 
respondants, les  arêtes  de  rebroussement  de  (D)  et  de  (D<)  ont, 
en  effet,  le  même  arc  et  aussi  le  même  rayon  de  courbure. 

Soit  (P4  )  un  plan  tangent  de  (D,)  touchant  l'arête  de  rebrousse- 
ment (R()  de  (D,)  au  point  M,.  Si  x\  y'  désignent  les  coor- 
données d'un  point  de  ce  plan  rapportées  à  des  axes  formés  parla 
tangente  et  la  normale  principale  à  (R,)  en  M,,  on  aura  évidem- 
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ment 

(  x'  =  x\  -+-  «i  %'  -+■  b  i y, 

(28)  <Y'  =  jrl-\-a'1x,+  b'iy} 

\  2!  =  z\-\- a\%' -\-b\y, 

X',  Y',  Z'  étant  les  coordonnées  du  point  par  rapport  aux  axes  fixes. 
Par  suite,  pour  avoir  la  section  de  la  développable  (A)  par  le 
plan  (Pi),  il  faudra,  dans  les  formules  (27),  remplacer  X',  Y',  7J 
par  leurs  valeurs  précédentes  et  éliminer  u  entre  les  deux  équa- 
tions ainsi  obtenues. 

Supposons  maintenant  que  la  développable  (D,)  se  déforme  et 
vienne  coïncider  avec  (D).  Le  plan  (P()  viendra  coïncider  avec 
le  plan  correspondant  (P)  de  (D)..  Les  coordonnées  x',  y'  de 
chaque  point  de  la  section  demeureront  invariables;  mais,  si  l'on 
désigne  par  X,  Y,  Z  les  coordonnées  nouvelles  du  point  (x',  y') 
relativement  aux  axes  fixes  auxquels  on  a  rapporté  (D),  on  aura 

!X  =  x  ■+■  ax'  -+-  by', 
Y  =  y-ha'x'-+-  b'y, 
Z  —  z  -+■  a"x'  -+-  b"y, 

de  sorte  que,  pour  obtenir  la  surface  cherchée,  il  faudra  éliminer 
m,  X',  Y',  Z',  x\  y',  s  entre  les  huit  équations  (27),  (28),  (29). 
Remarquons  que  l'on  a 

Ix'=  a(X  —  x)-\-  a' (Y  — y)  -h  a"(Z  —  3)  =  V  à(X —  x), 
y=b(X-x)-+-b'(Y-y)+b''(Z-z)=Qb(X-x), 
o=c(X-.x)+c'(Y-y)+c''(Z-z)=$c(X-x); 
tout  se  ramènera  donc  à  éliminer  s  et  u  entre  les  deux  équations 

o  =  gc(X-ar), 
(  1  _  Ui)  \Xl  +  a,  JsJ  a  (X  —  x)  -+-  bi  S  b  (X  —  x)\ 
+  îb  m  +  «i  §  a(X  —  x)-hb\Q  b(X-hx)\ 
-  l(i  +  k»)  pi  +  a'{  £j  a(X  —  x)  +  6?  C  Ô(X  -  ;r)l  —  aF(a)  =  o, 


(30 


SURFACES    A    LIGNES    DE    COURBURE    PLANES.  2l3 

et  la  dérivée  de  la  seconde  par  rapport  à  u.  Les  variables  u  et  s, 
nous  l'avons  vu  (n°  998),  seront  les  paramètres  des  deux  familles 
de  lignes  de  courbure. 

1004.  Il  n'y  aura  aucune  difficulté  à  calculer  explicitement  les 
fonctions  de  s  qui  entrent  dans  les  formules.  En  effet,  les  arêtes 
de  rebroussement  (R)  et  (Ri)  ont,  aux  points  correspondants,  la 
même  courbure,  mais  non  la  même  torsion.  Si  l'on  se  donnait  la 
courbure  et  la  torsion  en  fonction  de  l'arc,  il  faudrait,  pour  déter- 
miner la  courbe,  intégrer  une  équation  de  Riccati.  Mais,  la  torsion 
étant  arbitraire,  il  est  clair  qu'on  pourra  toujours  la  déterminer  par 
la  condition  que  cette  équation  de  Riccati  ait  une  solution  donnée 
à  l'avance,  ce  qui  permettra  de  ramener  à  des  quadratures  la  dé- 
termination de  toutes  les  fonctions  de  s  qui  figurent  dans  la  so- 
lution. Nous  avons  vu  :  i°  qu'on  peut  mettre  la  solution  sous 
une  forme  entièrement  réelle;  20  qu'on  peut  faire  disparaître 
toutes  les  quadratures  par  un  choix  convenable  des  fonctions  ar- 
bitraires. On  peut  établir  tous  ces  résultats  par  la  Géométrie. 

Remarquons  d'abord  que  l'arête  de  rebroussement  (Ri)  a,  en 
chacun  de  ses  points,  pour  torsion  une  fonction  de  s  qui  est  une 
imaginaire  pure  i /(s).  Les  formules  fondamentales 

dai  _  bi  dcx  _  b\  dx^ 

ds         p  ds         1  ds  1 

nous  montrent  alors  qu'on  pourra  la  rapporter  à  des  axes  tels  que 
zt,  a",  b"t,  C),  c\  soient  des  imaginaires  pures,  les  autres  quan- 
tités xK,  yt,  ai:  bl:  a\,  b\,  c'\  étant  réelles.  Si  donc  on  prend, 
dans  les  formules  (27)  pour  F(m)  une  fonction  réelle  de  u,  il  est 
clair  que  les  deux  équations  finales  (3i)  présenteront  la  solution 
sous  une  forme  entièrement  réelle;  x, y,  z,  a,  b,  . . .  devant  évi- 
demment être  supposées  réelles  puisqu'elles  se  rapportent  à  la  dé- 
veloppable  réelle  (D). 

1005.  Indiquons  maintenant  comment  on  pourra  faire  dispa- 
raître les  quadratures  qui  entrent  dans  la  solution.  Parmi  les  diffé- 
rents moyens  que  l'on  peut  employer,  voici  celui  qui  nous  a  paru 
le  plus  simple. 

Les  fonctions  de  s  qui  figurent  dans  la  solution  servent  en  dé- 
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finitive  à  définir  le  roulement  de  (D4)  sur  (D).  Si  donc,  au  lieu 
de  (A),  nous  prenons  un  point-sphère  O  invariablement  lié  à  (D^, 
ce  point-sphère  coupera  le  plan  de  contact  suivant  un  cercle  qui 
engendrera  une  surface  à  lignes  de  courbure  circulaires  dont  les  . 
lignes  de  seconde  courbure  correspondront  aux  génératrices  rec- 
tilignes  du  point-sphère  et  seront,  par  suite,  pleinement  connues. 
Inversement,  si  nous  connaissons  une  surface  à  lignes  de  courbure 
circulaires  dont  on  puisse  obtenir  toutes  les  lignes  de  courbure 
sans  aucune  quadrature,  la  construction  géométrique  donnée  au 
n°  970  s'appliquera  ici  et  permettra  de  construire  autant  de  cercles 
qu'on  le  voudra  engendrant  des  surfaces  à  lignes  de  courbure  cir- 
culaires. Si  l'on  prend,  conformément  à  la  méthode  indiquée, 
tous  ceux  de  ces  cercles  qui,  dans  un  plan  déterminé,  enveloppent 
une  courbe  (K),  ils  envelopperont,  dans  les  autres  plans,  des 
courbes  dont  l'ensemble  constituera  la  surface  cherchée.  Ainsi 
tout  est  ramené  à  trouver  une  surface  à  lignes  de  courbure  circu- 
laires, la  plus  générale  possible,  dont  toutes  les  lignes  de  cour- 
bure se  déterminent  sans  aucune  intégration. 

1006.  Un  premier  moyen  de  résoudre  cette  intéressante  ques- 
tion consiste  à  employer  la  transformation  de  M.  Lie  qui  fait  cor- 
respondre à  des  surfaces  enveloppes  de  sphères  les  surfaces  réglées 
engendrées  parles  droites  qui  correspondent  à  ces  sphères,  et  aux 
lignes  de  courbure  des  premières  surfaces  les  lignes  asympto- 
tiques  des  secondes.  Dans  un  élégant  article  publié  en  1888, 
M.  Kœnigs  ( 1  )  a  montré  comment  on  peut  écrire  sans  aucun  signe 
de  quadrature  les  équations  qui  définissent  une  surface  réglée  de 
manière  à  mettre  en  évidence  les  lignes  asymptotiques. 

D'autre  part,  dans  le  travail  cité  plus  haut,  M.  Rouquet  a  in- 
diqué le  procédé  géométrique  suivant. 

Etant  donnée  une  surface  à  lignes  de  courbure  sphériques,  il 
existe  toujours,  nous  le  verrons,  une  surface  de  même  nature 
admettant  la  même  représentation  sphérique  et  pour  laquelle  les 


(')  G.  Kœnigs,  Détermination  sous  forme  explicite  de  toute  surface  réglée 
rapportée  à  ses  lignes  asymptotiques  et,  en  particulier,  de  toutes  les  sur- 
faces réglées  à  lignes  asymptotiques  algébriques  (  Comptes  rendus,  t.  CVI, 
p.  5i-54). 
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sphères  qui  contiennent  les  lignes  de  courbure  passent  par  un 
point  fixe  ou  coupent  à  angle  droit  une  sphère  fixe.  Admettons  ce 
résultat  qui  s'applique  aux  surfaces  à  lignes  de  courbure  circu- 
laires lorsqu'on  choisit  les  sphères  qui  leur  sont  inscrites  parmi 
celles  qui  contiennent  la  ligne  de  courbure  circulaire.  Nous 
voyons  qu'à  toute  surface  (S)  à  lignes  de  courbure  circulaires,  on 
pourra  faire  correspondre  une  surface  (2/)  de  même  représenta- 
tion sphérique,  enveloppe  de  sphères  variables  (U)  orthogonales 
à  une  sphère  fixe  (S).  On  aura  deux  lignes  de  courbure  non  cir- 
culaires de  (S'),  celles  qui  sont  décrites  par  les  deux  points  où 
chaque  ligne  de  courbure  circulaire  coupe  la  sphère  (S).  Nous 
allons  voir  d'abord  qu'on  peut  construire  la  surface  de  manière  à 
en  obtenir  une  troisième  sans  intégration. 

Prenons,  en  effet,  une  développable  (D')  dont  on  sache  déter- 
miner les  lignes  de  courbure  et  soit  (L)  une  de  ses  lignes  de 
courbure.  Construisons  les  sphères  (U)  tangentes  à  (D')  aux 
différents  points  de  (L)  et  orthogonales  à  (S).  Elles  enveloppe- 
ront une  surface  (S')  admettant  (L)  pour  ligne  de  courbure  et 
satisfaisant,  par  suite,  à  la  condition  demandée. 

Or,  il  résulte  d'un  théorème  de  M.  Emile  Picard  (1)  que  le 
rapport  anharmonique  des  points  où  quatre  lignes  de  courbure 
non  circulaires  rencontrent  une  même  ligne  de  courbure  circu- 
laire est  constant.  Cette  proposition  fournira  évidemment  toutes 
les  lignes  de  courbure  sans  aucune  intégration  dès  que  trois  d'entre 
elles  seront  connues,  comme  il  arrive  pour  la  surface  (S'). 

A  la  vérité,  nous  avons  admis  que  l'on  sait  construire  sans 
aucune  quadrature  une  développable  (D')  dont  on  peut  déter- 
miner une  ligne  de  courbure.  Voici  comment  on  pourra  opérer. 

Traçons  arbitrairement  une  courbe  (C)  sur  une  sphère,  puis, 
dans  l'espace,  une  courbe  (C')  dont  les  tangentes  soient  parallèles 
à  celles  de  (C);  ce  qui  se  fera  sans  aucune  intégration,  (C)  étant 
l'arête  de  rebroussement  d'une  développable  dont  les  plans  tan- 
gents sont  assujettis  à  l'unique  condition  d'être  parallèles  aux 
plans  oscillateurs  de  (C).  Menons  ensuite  par  chaque  tangente 


(')  E.  Picard,  Application  de  la  théorie  des  complexes  linéaires  à  l'étude 
des  surfaces  et  des  courbes  gauches  {Annales  scientifiques  de  l'École  Normale 
supérieure,  2e  série,  t.  VI,  p.  362;  1877). 
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de  (C)  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  à  la  sphère  au  point 
correspondant  de  (G).  Les  plans  ainsi  obtenus  enveloppent  une  dé- 
veloppable  qui  admet  évidemment  (C)  comme  ligne  de  courbure. 

1007.  Nous  avons  ainsi  construit  l'enveloppe  de  sphères  (S'), 
dont  les  lignes  de  courbure  sont  déterminées  sans  aucune  intégra- 
tion. Pour  obtenir  l'enveloppe  (S)  nous  invoquerons  le  théorème 
suivant,  compris  comme  cas  particulier  dans  une  proposition  que 
nous  donnerons  plus  loin. 

Lorsque  deux  surfaces  enveloppes  de  sphères  (S),  (2')  ont 
même  représentation  sphérique,  les  sphères  inscrites  aux  deux 
surfaces  suivant  deux  lignes  de  courbure  correspondantes ,  ces 
deux  lignes  de  courbure  et  les  cônes  droits  circonscrits  suivant 
elles  aux  deux  surfaces  forment,  à  chaque  instant,  deux 
figures  homothétiques.  Les  courbes  décrites  par  les  sommets 
des  deux  cônes  ont  leurs  tangentes  constamment  parallèles, 
et  le  centre  de  Vhomothétie  précédente  est  le  point  où  la  droite 
joignant  les  sommets  des  deux  cônes  correspondants  touche 
la  courbe  quelle  enveloppe  nécessairement. 

On  voit  donc  que,  pour  obtenir  l'enveloppe  cherchée  (S),  il 
suffira  de  construire  une  courbe  dont  les  tangentes  soient  assu- 
jetties à  l'unique  condition  d'être  parallèles  à  celles  de  la  courbe 
décrite  par  les  sommets  des  cônes  droits  circonscrits  à  (S'),  puis 
d'appliquer  le  théorème  précédent,  qui  permettra  de  déduire  de 
chacun  des  cercles  de  (£')  le  cercle  correspondant  de  (S). 
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CHAPITRE  X. 

SURFACES    ISOTHERMIQUES    A    LIGNES    DE    COURBURE    PLANES. 

Rappel  des  différentes  classes  de  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  déterminées 
ou  étudiées  dans  le  cours  de  cet  Ouvrage.  —  Indication  de  cas  particuliers 
dans  lesquels  ces  surfaces  sont  isothermiques.  —  Recherche  systématique  des 
surfaces  qui  satisfont  à  cette  double  condition  d'avoir  leurs  lignes  de  courbure 
planes,  au  moins  dans  un  système,  et  d'être  isothermiques.. —  Mise  en  équation 
du  problème.  —  Intégration  des  équations  linéaires  auxquelles  satisfont  les  ro- 
tations. —  Tout  se  ramène  à  la  détermination  d'une  fonction  h  satisfaisant  à 
deux  équations  aux  dérivées  partielles.  —  Application  de  la  théorie  des  fonc- 
tions doublement  périodiques  de  seconde  espèce  et  des  méthodes  de  M.  Hermite 
à  cette  intégration.  —  La  solution  dépend  des  fonctions  elliptiques  et  comporte 
une  fonction  arbitraire.  —  Explication  de  ce  dernier  résultat  et  construction 
géométrique  de  la  surface.  —  Cas  particulier  où  le  module  de  la  fonction  ellip- 
tique devient  nul. 


1008.  Dans  différentes  parties  de  cet  Ouvrage,  nous  avons  dé- 
terminé différentes  classes  de  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  : 
celles  pour  lesquelles  les  plans  des  lignes  de  courbure  passent 
par  une  droite  fixe  (n°  94);  celles  pour  lesquelles  toutes  les 
lignes  de  courbure  sont  planes  (n°  105);  celles  pour  lesquelles 
la  courbure  totale  est  constante  (nos  820,  821).  Pour  compléter 
ces  études  particulières,  nous  allons  déterminer  une  classe  nou- 
velle de  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes,  que  l'on  est  conduit 
à  rechercher  par  les  remarques  suivantes. 

D'après  une  remarque  faite  par  M.  O.  Bonnet  (n°  771),  on  peut 
déduire,  de  chaque  surface  dont  la  courbure  totale  est  constante, 
deux  surfaces  dont  la  courbure  moyenne  est  constante  et  qui  sont 
parallèles  à  la  première.  On  voit  donc  qu'aux  surfaces  à  courbure 
totale  constante  découvertes  par  M.  Enneper  (nos  814  à  821)  cor- 
respondent des  surfaces  à  courbure  moyenne  constante  qui  auront, 
elles  aussi,  leurs  lignes  de  courbure  planes  dans  un  système  et 
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sphériques  dans  l'autre.  Ces  dernières  surfaces  ont  été  l'objet 
d'une  étude  de  M.  Max  Voretzsch  ((). 

Or,  d'après  un  résultat  que  l'on  doit  encore  à  M.  O.  Bonnet 
(nos  433,  775),  les  surfaces  dont  la  courbure  moyenne  est  con- 
stante peuvent  être  divisées  en  carrés  infiniment  petits  parleurs 
lignes  de  courbure;  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  les  lignes  de 
courbure  de  chaque  système  constituent  une  famille  de  courbes 
isothermes. 

Il  résulte  donc  de  la  recherche  faite  par  M.  Enneper  qu'il  existe 
des  surfaces  satisfaisant  à  celte  double  condition  que  leurs  lignes 
de  courbure  soient  planes  dans  un  système  et,  en  outre,  que  la 
surface  puisse  être  divisée  en  carrés  infiniment  petits  par  ses 
lignes  de  courbure.  On  est  ainsi  conduit  à  chercher  toutes  les 
surfaces,  autres  que  les  surfaces  de  révolution,  jouissant  de  cette 
double  propriété.  La  solution  de  ce  problème  fait  l'objet  du  pré- 
sent Chapitre. 

Le  résultat  que  l'on  obtient  est  remarquable;  bien  que  les  sur- 
faces cherchées  doivent  satisfaire  à  la  fois  à  deux  équations  aux 
dérivées  partielles,  on  trouve  qu'elles  contiennent  dans  leur 
équation  deux  constantes  et  une  fonction  arbitraire.  On  a  donc, 
d'une  part,  une  famille  de  surfaces  à  lignes  de  courbure  pJanes 
dans  un  système,  jouissant  d'une  propriété  géométrique  à  laquelle 
les  géomètres  attachent  quelque  intérêt;  et,  à  un  autre  point  de 
vue,  on  ajoute  aux  surfaces  en  très  petit  nombre  dont  les  lignes 
de  courbure  forment  un  système  isotherme  toute  une  famille  de 
surfaces  qui,  par  cette  propriété,  viennent  se  placer  à  côté  des 
surfaces  de  révolution  et  des  surfaces  minima. 

Malgré  le  degré  de  généralité  de  la  solution,  on  peut  obtenir 
une  construction  géométrique  simple  de  toutes  les  surfaces  qui 
correspondent  à  des  formes  différentes  de  la  fonction  arbitraire. 
D'ailleurs  les  calculs  que  l'on  doit  développer  pour  obtenir  les 
expressions  des  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  cherchée  en 
fonction  de  deux  variables  indépendantes  offrent  une  intéressante 


(  '  )  Max  Voretzsch,  Untersuchung  einer  speciellen  Flàche  constanter  mitt- 
lerer  Krûmmung  bei  welcher  die  eine  der  beiden  Schaaren  der  Krùmmungs- 
linien  von  ebenen  Curven  gebildet  ist.  Gôttingen,  i883. 
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application  de  la  belle  théorie  des  fonctions  doublement  pério- 
diques de  seconde  espèce  qui  est  due  à  M.  Hermite.  A  tous  ces 
points  de  vue,  il  y  a  quelque  utilité  à  faire  connaître  dans  ses 
points  essentiels  la  méthode  suivie. 

1009.  Je  rappellerai  d'abord  les  formules  de  la  théorie  des  sur- 
faces dont  nous  aurons  à  faire  usage. 
Soit 

(i)  ds*-  =  A2  Jm24-CV/p2 

l'expression  de  Vêlement  linéaire  de  la  surface.  Les  six  quantités 
p,  q,  r,  pi:  q{,  V\  doivent  satisfaire  aux  relations 


dp  dp  i 
dv  du 
àq        dqy 


qi\—  rqu 


(2)  (  -~- ;-  =  rpi  —prx, 

*   ov  du 

àr        di\ 

(3)  Aqi+CP  =  o:         '=—£-,         n=-- 


Désignons  par  a,  a',  a"  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  à 
la  courbe  v  =  const.  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  de  la  tangente 
à  l'arc  A  du;  par  b,  b':  b"  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  à 
la  courbe  u  —  const.  ou  à  l'arc  G  dv,  et  enfin  par  c,  c',  c"  les  co- 
sinus directeurs  de  la  normale  à  la  surface.  On  devra  avoir,  comme 
on  sait, 


(5) 


et  les  équations  analogues  pour  a',  b',  c'  ;  a",  b" ,  c" '.  Les  équa- 
tions (5)  feront  connaître  les  neuf  cosinus;  puis  on  obtiendra  les 
coordonnées  rectangulaires  X,  Y,  Z  d'un  point  de  la  surface  ex- 


da        , 

—  =  br  —  cq, 

du                      1 

da        T 

_  =brl-cqi, 

db 

-—  =  cp  —  ar, 

du 

db 

—  =  cpl  —  ar1, 

de                    7 
—  =  aq  —  bp, 
du          J         x 

de 

—  =aqi—bp1, 
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primées  en  u,  v  par  les  quadratures 

I  dX  =  À  «  du  -+-  G  b  de, 

(6)  <    dY  =  A  a'  du  -+-  Cb'  dv, 
[   dZ  =  A  a"  du-+-Cb"  dv. 

Remarquons  enfin  que,  si  l'on  emploie  la  représentation  sphé- 
rique  de  Gauss,  c'est-à-dire  si,  par  le  centre  d'une  sphère  de 
rayon  i,  on  mène  une  parallèle  à  la  normale,  prolongée  jusqu'à 
son  intersection  avec  la  sphère,  le  point  de  la  sphère  correspon- 
dant au  point  (X,  Y,  Z)  de  la  surface  aura  pour  coordonnées  c, 
c',  c" .  L'élément  linéaire  de  la  sphère  sera  donc  déterminé  par  la 
formule 

(7)  ds'2  =  S  de-  =  (p  du  -+- pi  dv)~-\-  (q  du  -+-  qi  dv)-. 

1010.  Après  avoir  rappelé  les  formules  précédentes,  nous  allons 
les  appliquer  au  problème  proposé;  nous  supposerons  les  surfaces 
cherchées  rapportées  à  leurs  lignes  de  courbure.  Cela  s'exprimera, 
comme  on  sait  [II,  p.  386],  par  les  deux  équations 

(8)  p  =  o,         qt  =  o. 

De  plus,  comme  les  lignes  de  courbure  doivent  être  isothermes, 
on  pourra  poser 

(9)  A=C  =  e», 

h  désignant  une  nouvelle  variable,  substituée  à  la  valeur  commune 
de  A  et  de  C. 

La  formule  (7).  se  réduit,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  à  la  sui- 
vante : 

ds'*~  =  p\  dvî-hq-du^. 

Pour  exprimer  que  les  lignes  de  courbure  de  l'un  des  systèmes,  par 
exemple  les  lignes  v  =  const.,  sont  planes,  il  suffira  d'exprimer 
que  les  lignes  qui  leur  correspondent  sur  la  sphère  sont  des 
cercles,  c'est-à-dire  que  leur  courbure  géodésique  est  constante  : 
cela  conduit  à  l'équation 

(10)  qPl=  —  ydJLs 
où  V  désigne  une  fonction  de  v. 
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Les  équations  (8),  (9),  (10)  sont  l'expression  complète  des  con- 
ditions géométriques  auxquelles  doit  satisfaire  la  surface  cherchée. 
Si  on  les  joint  aux  équations  (2)  et  (3),  on  en  déduira  les  valeurs 
suivantes  des  six  quantités/?,  q,  ...  : 

/  d*h 

~dv* 
ip=o,  Pi  =  -Y'-y-dh> 

dv 
(1J)  \  „àh 

<7=V^>         ?i=o, 

dh  dh 

dv  du 

V  désignant  la  dérivée  de  V  ;  en  outre,  la  fonction  h  devra  satis- 
faire aux  deux  équations  aux  dérivées  partielles 

/    d'h   \ 
d    l     àuâv     \        dh  dh 

àv  \       dh       J        du  àv 

\    dv     / 

,  <,-,  ,         xT«sà*h       TTTr,  dh        à*~h 

(i3)  i  +  ^T-+Wr+.-  =0. 

'  dv2  àv        àu- 

L'intégration  simultanée  de  ces  équations  est  donc  la  première 
recherche  que  nous  ayons  à  entreprendre. 

L'équation  (12)  est  du  troisième  ordre,  mais  il  est  aisé  de  l'in- 
tégrer complètement.  En  effet,  si  nous  multiplions  ses  deux  termes 
d*h 

par  - — - — ?  ils  deviennent  l'un  et  l'autre  des  dérivées  exactes  par 

~àv 
rapport  à  v.  Une  première  intégration  donne  ainsi 


(Ë)*-^»)- 


On  peut  écrire  cette  équation  comme  il  suit  : 


d'h 

du  dv  dh 


\/ 


dh\*        ,    x       ov 
du  j         ' 
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et  une  nouvelle  intégration  par  rapport  à  v  nous  donne 


(i4) 


»/(£) 


du 


=  /i-t-/(a). 


Il    est   vrai    que    nous    avons   négligé   la  solution  particulière 
fournie  par  l'équation 

mais  il  est  aisé  de  voir,  en  la  combinant  avec  l'équation  (12), 
qu'elle  ne  donne  aucune  autre  solution  du  problème  proposé  que 
les  surfaces  de  révolution.  Cette  solution  était  évidente  a  priori, 
et  nous  pouvons  la  négliger. 

L'équation  (14)  peut  être  mise  sous  la  forme 

(i5)  f  =U^  +  U,r's 

v  ou 

où  U  et  U,  sont  des  fonctions  quelconques  de  u.  Il  serait  facile, 
en  leur  donnant  des  formes  convenables,  d'achever  l'intégration; 
mais  il  nous  a  paru  préférable  de  conserver  l'équation  (i5). 

Si,   dans  l'équation  (i3),  on  substitue  à  la  variable   v  la    va- 
riable V\  définie  par  l'équation 

(16)  dvl=         9     -, 

y/n-  V2 

elle  prend  la  forme  très  simple 

,     .  d*h        d*~h 

(17)  ^  +  M=°- 

Tout  se  réduit  donc  à  l'intégration  simultanée  des  équations  (i5) 
et  (17). 

En  différentiant  l'équation  (id),  on  obtiendra  la  valeur  de  -r-^, 

que  l'on  pourra  exprimer  en  fonction  de  h  et  de  u.  Portant  cette 
valeur  dans  l'équation  (17),  on  obtiendra 

^4  -H  U'e*  H-  U'.e-à -h  U*e«''  —  Uï  e~2A  =  o. 

OPï 
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Multiplions  par  2  y-  et  intégrons  par  rapport  à  v{,  nous  aurons 
(ï8)  /^V+aUV'—  îU;r''+  U2e2'* H-  Ufe-2/t -h  U2  =  o, 

U2  désignant  une  nouvelle  fonction  de  u. 

Les  équations  (i5)  et  (18)  peuvent  être  écrites  sous  la  forme 
suivante  : 

dh  /AN 

où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 

j   cp(A,  m)  =Ue^+U1e-/', 

j   f(h,  M)  =  2U'e/i— 2U'1e-/'+U2e2'iH-U^-2/i-l-U.2. 


(19) 


Nous  pouvons  en  déduire  par  la  différentiation  deux  valeurs 
différentes  pour  -7 — r— :  et,   en  exprimant  que  ces    valeurs  sont 

1  OllOVy  7  1  l 

égales,  nous  trouverons  l'équation  de  condition 

(20)  2/  37  —  ?  37  ~  T~  =  °- 
v      y  J  dh        "  dh        du 

Je  dis  que  cette  équation  doit  avoir  lieu  identiquement.  En  effet, 
s'il  n'en  était  pas  ainsi,  elle  déterminerait  h,  qui  serait  fonction 
de  la  seule  variable  u;  et  la  surface  cherchée  serait  une  surface  de 
révolution.  Nous  avons  déjà  écarté  cette  solution,  qui  est  évidente 
a  priori. 

En  écrivant  que  l'équation  (20)  a  lieu  identiquement,  c'est- 
à-dire  que  les  coefficients  des  différentes  puissances  de  eh  sont 
nuis,  nous  obtenons  les  trois  équations 

U"  U'l  TT  TTTT 

6UU;-h6U'Ui-+-U'2  =  o. 

La  dernière  s'intègre  immédiatement  et  l'on  est  ramené  au 
système 

/  n  (H!  =  T^=u2-2UUI, 

(21)  l    h        Ui 

(  6UU1-f-Us=G1, 
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où  C\  désigne  une  constante  arbitraire.  Tl  faudra  donc  d'abord 
déterminer  les  fonctions  U,  puis  intégrer  le  système  des  équa- 
tions (i5)  et  (18)  ou,  ce  qui  est  plus  simple,  comme  nous  le 
verrons,  le  système  équivalent  des  équations  (i5)  et  (17). 

1011.   Je    commence   par   l'intégration   du   système   (21).   On 
déduit  de  la  première  équation 

UjU'—  uu;  =  c, 

G  désignant  une  constante. 

Si  l'on  prend  comme  inconnue  auxiliaire 

UU,=  9, 
on  trouve 

U2=  d— 66, 

Ç  Cdu  /»  C  du 

u"_uî      r      SA- 
IT ~  1^       '        ' 

et  9  doit  satisfaire  à  l'équation  différentielle 

(22)  266w—  6'*-+-  G»=  4  6*(C,  —  86). 

Différentions  cette  équation,  nous  obtiendrons 

6"'=4  9'(G1  — 126), 

d'où  nous  déduirons  par  l'intégration 

6"=  4  de  —  248*-+- c2. 

On  déduit  immédiatement  de  cette  dernière  équation  que  l'in- 
connue auxiliaire  8  dépend  des  fonctions  elliptiques  et  qu'elle 
doit  être  de  la  forme 


B  sn'2 


u  —  u0 


A,  B,  u0,  a  et  le  module  k  de  la  fonction  elliptique  étant  des 
constantes  convenablement  choisies.  Mais,  comme  on  peut,  sans 
altérer  l'élément  linéaire  de  la  surface  cherchée,  défini  par  la  for- 
mule 
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remplacer  u  —  u0  par  au,  à  la  condition  de  remplacer  v  par  av  elh 
par  h  —  2  Loga,  il  est  clair  que  l'on  pourra,  sans  restreindre  la 
généralité,  prendre  pour  9  la  valeur  suivante 

A  -t-  B  sn2w, 

que  l'on  peut  aussi  écrire,  en  introduisant  une  constante  co, 

B(sn2  u  —  sn2w). 

En  exprimant  que  celte  valeur  satisfait  à  l'équation  (22),  nous 
obtenons  les  trois  relations 

[    C  =  -  /c2  snw  cnw  dn  tu, 
t  2 

(23)  I  d  =  3A-2sn2w  — 1  — A'2, 

f     f)  =  —  (sn2w  —  sn-u). 

Les  deux  premières  feront  connaître  k,  w  en  fonction  de  C,  C<  ; 
la  dernière  donnera  9. 

Quant  aux  deux  fonctions  U,  U,,  elles  doivent  satisfaire  l'une 
et  l'autre  à  l'équation 

—  =G,— 88 

y 

ou 

?-  =  2  A2  sn2  u  —  1  —  A2  -t-  A2  sn2  a), 
7 

et,  en  outre,  leur  produit  doit  être  égal  à  9.  On  reconnaît  le  cas 
le  plus  simple  de  l'équation  de  Lamé,  si  complètement  étudiée  par 
M.  Hermite;  et  les  solutions  U,  U(  sont  précisément  celles  dont 
le  produit  est  une  fonction  entière  de  sn2u. 

Il  résulte  des  recherches  de  M.  Hermite  {Comptes  rendus, 
t.  LXXXV)  que  l'on  aura 

H(M-4-u)H'(o)  -"l'r; 
2JU       p     e(w)e(«) 

1  U(u  —  w)H'(o)    "-K7T 
1        p        0(w)0(m) 

p  étant  une  constante  à  laquelle  on  pourra  donner  une  valeur  quel- 
conque ;  car  sa  variation  donne  une  série  de  surfaces  semblables 
à  l'une  quelconque  d'entre  elles.  Nous  prendrons  p  =  —  z,  et  les 
D.  —  IV.  [5 
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valeurs  définitives  de  U,  l^  seront 

@'(w) 
H'(o)H(»-4-«o)   -»â^ 

20(CO)0(M) 

(24)  {  0,(u) 

H'(o)H(k-*>)    «â^- 

1  20((O)0(«) 

1012.  Nous  avons  maintenant  à  intégrer  le  système  formé  par 
les  deux  équations 

ou 

d*-h       <Ph  _ 
du2         dv'j 

où  U,  Ut  désignent  les  fonctions  définies  par  les  formules  (24). 
La  première  de  ces  équations  appartient  à  un  type  que  l'on  sait 
intégrer  dès  que  l'on  en  connaît  une  solution  particulière.  Il  suffit, 
en  effet,  de  prendre  comme  inconnue  soit  eh,  soit  e~h;  et  l'on  est 
ramené  à  une  équation  de  Riccati  ;  par  conséquent,  les  valeurs  de 
éh  correspondantes  à  quatre  solutions  particulières  auront  entre 
elles  un  rapport  anharmonique  constant,  et  l'intégrale  générale 
sera  donnée  par  une  formule 

~  R-hSC' 

où  C  désignera  la  constante  arbitraire  par  rapport  à  u,  fonction 
de  V\,  et  où  P,  Q,  R,  S  seront  des  fonctions  déterminées  de  u. 
Toute  la  difficulté  se  réduit  donc  à  la  recherche  de  solutions  par- 
ticulières de  cette  équation. 

Or  reportons-nous  à  l'équation  (20)  qui  a  lieu  identiquement. 
Elle  exprime  évidemment  que  les  fonctions  h  de  m,  définies  par 
l'équation 

f(h,  u)  =  i\]'eh  —  2U'1e-/i+  U2e2/'  +  \]\e-*-h+  U2=  o, 

sont  précisément  des  solutions  particulières  de  l'équation  à  inté- 
grer. Il  suffira  donc  de  résoudre  l'équation 

(25)  u^^+aU'e/'+Uj-aU'te-A+U^r^^o, 

qui  est  du  quatrième  degré  par  rapport  à  eh,  et  l'on  aura  quatre 
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solutions  particulières  qui  permettront  d'écrire  l'intégrale  géné- 
rale cherchée. 

Les  invariants  i  et  y  de  cette  équation  ont  pour  valeurs 

i=  -i(i  — *»+**), 

J2 

y'==4T2(,  +  A'2)(2A"2_l)(/,:2-2)- 

La  résolvante  du  troisième  degré 

4p3—  ip+j  =  o 

a  ses  racines  rationnelles 

i-f-/c2       1—2  A2       A2  —  1 
12  12  12     ' 

et,  par  des  calculs  qu'il  me  paraît  inutile  de  reproduire,  on  obtient 
les  expressions  suivantes  des  quatre  racines  cherchées  : 


0    ! 0(  ! ,.0'iu 


(26) 


(:) 


w 


r  +  u\ir/  «  —  y  ■+- 


II 


où  l'on  donne  à  y  successivement  les  quatre  valeurs 

O,       2K,       2t'K',       2K-|-2iK'. 

D'ailleurs,  comme  on  peut  donner  à  l'expression  de  eh  la  forme 

(27)  eh =  - 


Asn2 Asn2 


qui  est  linéaire  par  rapport  à  la  constante  A  sn2-?  on   voit  que 

l'intégrale  générale  cherchée  sera  donnée  par  l'une  quelconque  des 

formes  équivalentes  (26)  ou  (27),  où  y  sera  la  constante  arbitraire. 

Mais  y,  qui  ne  dépend  pas  de  11,  est  ici  une  fonction  de  çt  :  il 

reste  à  la  déterminer  par  la  condition  que  h  satisfasse  à  l'équation 

d*h       d"-h  _ 
lûï  +  dvf  ~  °' 
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Exprimons  que  cette  équation  est  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs 
de  a;  nous  aurons  les  équations 

f+i=  o,         f=o, 
qui  donnent 

Y=±  ivu 

en  négligeant  une  constante  additive,  que  l'on  peut  toujours  sup- 
poser réunie  à  vt . 

En  résumé,  on  trouve,  pour  la  valeur  définitive  de  h,  la  formule 


0  ("  +  *i-*>\  0  /*-*>.--  Q,m 


(28) 


,  u-h  iVi-^-tù\  H  /  II  —  IV, 


(-) 


(O)) 


et  l'on  connaît  complètement  l'élément  linéaire  de  la  surface  cher- 
chée, aussi  bien  que  les  six  rotations/),  q:  r, /?(,  ^,,  r,. 

En  éliminant  v{  entre  l'équation  (28)  et  sa  dérivée,  on  vérifiera 
qu'on  retrouve  bien  l'équation  (i5)  qu'il  s'agissait  d'intégrer. 

1013.  Il  reste  maintenant  à  indiquer  comment  on  trouvera  les 
neuf  cosinus  «,  «',  a",  ...  et  les  coordonnées  rectangulaires  d'un 
point  de  la  surface.  Mais  auparavant  je  définirai  une  nouvelle 
fonction  qui  jouera  un  rôle  essentiel  dans  cette  recherche. 

Considérons  la  fonction 


«1 

'  u  -+-  iv\ —  w^ 

,          »          ) 

H! 

1  IL  -+-  IV 1  -+-  CD  ^ 

©(10) 


de  l'argument  complexe  u-+-iv\  :  il  résulte   de  la  formule  (28) 
h 

que  e-  est  le  module  de  cette  fonction.  On  pourra  donc  poser 

,  u  -+-  iv\  —  w  . 

t+lT  01    ■ ! )        K  +  (P,    Q'(W) 


(29)  e     '     =  — ^ p '-  e     2       ®(w) 

TT  /  11  -+■  iv x -h  to  x 
ri 
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et  l'on  obtiendra  pour  a-  l'expression 


(3o)  e»'<r= — ^ : ^ -> '- e      ®'w 


,    li  -+-  IVi  -+-  W  \  /  £<  —   IP]  CO 


D'ailleurs,  comme  /i  -f-  i<r  est  une  fonction  de  la  variable  com- 
plexe u  +  ivi:  on  aura  les  équations  bien  connues 

.  d/i  _  da  dh         d? 

dvi  du'  du        dvi' 

qui  nous  seront  utiles. 

La  fonction  i<r  ne  diffère  de  h  que  par  les  notations.  Elle  satis- 
fait, par  conséquent,  à  une  équation  différentielle  en  v\,  tout  à  fait 
semblable  à  l'équation  (i  5), 

de 
(32)  —  =  M«"+  Ne-'", 

ov1 

M  et  N  ayant  les  valeurs  suivantes 


(33) 


@'(w) 

H'(o)e(M  +  fr,)  —  ^ 

26(a>)H(iV1) 

20(w)H(tVi) 


Nous  verrons  plus  loin  comment  la  Géométrie  fait  prévoir 
l'existence  de  cette  équation.  La  valeur  de  cr,  contenant  d'ailleurs 
l'arbitraire  u  qui  ne  figure  pas  dans  l'équation  (32),  donne,  par 
conséquent,  l'intégrale  générale  de  cette  équation  différentielle. 

1014.  Quand  on  connaît  l'élément  linéaire  d'une  surface  et  les 
six  quantités  qui  figurent  dans  les  formules  de  Codazzi,  il  reste  à 
déterminer  les  neuf  cosinus  et  les  coordonnées  rectangulaires  X, 
Y,  Z.  On  est  conduit  à  une  seule  surface;  mais  la  détermination 
de  cette  surface  dépend,  en  général,  de  l'intégration  d'une  équation 
deRiccati.  On  a  de  nombreux  exemples  dans  lesquels  on  se  trouve 
arrêté,  où  l'intégration  à  effectuer  paraît  réellement  impossible. 

Dans  le  cas  actuel,  on  peut  terminer  les  calculs,  obtenir  les 
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neuf  cosinus  et  les  coordonnées  rectangulaires  de  la  manière  sui- 
vante : 

Considérons  un  point  de  la  surface  et  la  tangente  à  la  ligne  de 
courbure  plane  v  =  const.  qui  passe  en  ce  point.  Les  cosinus  di- 
recteurs de  cette  tangente  sont,  d'après  les  notations  du  n°  1009, 
a,  «',  ci!' . 

Si,  par  le  centre  d'une  sphère  de  rayon  i,  nous  menons  une 
parallèle  à  cette  tangente,  elle  coupera  la  sphère  en  un  point  dont 
les  coordonnées  seront  «,  a',  ci!';  nous  aurons  ainsi  un  mode  de 
représentation  sphérique  de  la  surface  distinct  de  celui  de  Gauss 
et  qui  va  nous  être  très  utile. 

L'élément  linéaire  de  la  sphère  sera  donné  par  la  formule 

dS2  =  da2  -t-  da'2  -+-  da"%, 
ou,  en  employant  les  formules  (5)  et  (i  i), 

d^^l^Xda^t^du-^d, 
\ov  I  \ov  ou 

Introduisons,  en  tenant  compte  de  la  formule  (16),  dvs  à  la  place 
de  dv  et  servons-nous  des  formules  (3i)  pour  substituer  les  dé- 
rivées de  cr  à  celles  de  h.  Nous  obtiendrons  ainsi  l'expression  très 
simple 

(34)  d&=dv*  +  V*(^-Ydv\. 

Cette  formule  montre  que  les  lignes  ^f  =  const.  de  la  sphère,  qui 
correspondent  aux  lignes  de  courbure  planes  de  la  surface,  sont 
des  lignes  géodésiques,  c'est-à-dire  des  grands  cercles.  Ces  lignes 
admettent  pour  trajectoires  orthogonales  les  courbes  <r  =  const., 
ce  qui  donne  la  signification  géométrique  de  la  fonction  <r. 

Le  résultat  précédent  pouvait  être  prévu  géométriquement;  car, 
si  un  point  se  déplace  sur  la  surface  en  décrivant  une  ligne  de 
courbure  plane,  le  point  correspondant  de  la  sphère,  dans  le  mode 
de  représentation  que  nous  avons  adopté,  décrira  évidemment  le 
grand  cercle  dont  le  plan  est  parallèle  au  plan  de  la  ligne  de  cour- 
bure; c'est  en  raison  de  cette  propriété  que  nous  nous  sommes 
proposé  de  déterminer  en  premier  lieu  les  cosinus  a,  a',  a". 

Lorsque  l'élément  linéaire  de  la  sphère  prend  la  forme  (34),  on 
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sait  (n°  599)  que  le  coefficient  de  dv\  doit  être  de  la  forme 

[cp(^)é''ff+^(('i)e-^]2; 

cette  remarque  se  vérifie  bien  ici  en  vertu  de  l'équation  (32),  que 
nous  avons  signalée  d'avance  au  numéro  précédent. 

1015.  Revenons  à  la  formule  (34).  Nous  savons  que  a-,  vK  sont 
les  coordonnées  curvilignes  d'un  point  de  la  sphère;  <r  désigne  la 
distance  de  ce  point  à  une  courbe  fixe  (T)  de  cette  sphère,  distance 
comptée  sur  le  grand  cercle  normal  à  (T)  et  passant  par  le  point. 
Quant  à  vK,  c'est  une  fonction  de  l'arc  de  la  courbe  (T),  compté  à 
partir  d'une  origine  fixe  jusqu'au  pied  du  grand  cercle  normal. 
Appelons  x,  y,  z  Les  coordonnées  d'un  point  de  (T),  qui  sont 
des  fonctions  de  l'arc  de  la  courbe  compté  à  partir  de  l'origine 
choisie.  Désignons  cet  arc  par  s  et  appelons  x1 ',  x" ',  .  .  .  les  dérivées 
de  x,  ...  par  rapport  à  s.  Nous  aurons 


yz- 
■y2- 


(35)  j 
Posons,  pour  abréger, 

(36)  A 
nous  aurons  les  formules 


XX 

x'  x" 

y 
y' 
y" 


■  y  y 

■y' y" 


zz    =  o, 
z'z"=o. 


(37) 


yz  —  zy"  =  —  \x', 
zx"  —  xz"  —  —  \y  ' , 
xy"  —  yx"  =  —  \z' , 


dont  la  démonstration  est  immédiate. 

Exprimons  maintenant  que  le  point  (a,  a' ,  a")  de  la  sphère  est 
situé  à  une  distance  a-  sur  l'arc  de  grand  cercle,  qui  est  normal  à 
la  courbe  (T)  au  point  (x,  y,  z).  Nous  obtiendrons,  par  des  mé- 
thodes tout  élémentaires,  les  formules 


(38) 


ici  =  [x 
ia'  =  [y 


ia" 


i(yz'  —  zy')]e^-h[x  -+-  i(yz' —  zy')\e~™, 
i(zx'  —  xz')]ei(T-h[y —  i(zx' —  xz')]e-i<7, 
[z  —  i( xy'  —  yx' )]  eia -+-  [ z  -+-  i ( xy'  —  yx' )]  e~ i<J. 


Il  nous  reste  à  exprimer  qu'en  prenant  pour  s  une  fonction  con- 
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venable  de  pt,   ces  formules  conduisent  à  l'expression  (34)  de 
l'élément  linéaire. 

Différentions  la  première;  en  tenant  compte  des  relations  (3^), 
nous  trouvons 

ida  =  ce'  ds[(i-h  i\)ei°-+-(i  —  i\)e~ia] 

-+-  i  di\[x  —  i{yz —  zy')]e'(y —  [x  -f-  i{yz' —  zv')]e-i(T j. 

On  déduit  de  là,  en  élevant  au  carré  et  ajoutant  les  équations  ana- 
logues, 

„„        ,  .       / 1+  i  A    ds     .         i  —  ib.    ds        .  \2   7  , 
\       2        dvx  2        dvi  j 

Si  l'on  compare  à  l'expression  fournie  par  la  formule  (34),  où 
l'on  a  remplacé  - —  par  sa  valeur, 

dS2  =  d^  -+-  (VMe*»+  VNe-!°y-  dv\, 

on  voit  que  l'on  doit  avoir 

j  (n-  iL)ds=  iVM-dvu 
9)  j  (i  —  iA)<fe  =  aVN  dvt. 

Ces  équations  peuvent  servir  à  un  double  usage. 

Si  l'on  a  choisi  arbitrairement  V  en  fonction  de  v,  elles  nous 
font  connaître  s  et  A  en  fonction  de  v  et,  par  conséquent,  A  en 
fonction  de  s.  Cette  relation  entre  A  et  s  détermine,  non  la  situa- 
tion, mais  la  forme  de  la  courbe  (T).  Au  contraire,  si  l'on  a  pris  (Y) 
arbitrairement  ainsi  que  k  et  co,  elles  nous  font  connaître  V  et  vK 
en  fonction  de  s  et,  par  suite,  V,  vt  en  fonction  de  v.  On  voit  donc 
que  l'on  peut  choisir  arbitrairement  la  courbe  (Y).  En  d'autres 
termes,  parmi  les  surf  aces  que  nous  étudions,  il  y  en  aura  tou- 
jours pour  lesquelles  les  plans  des  lignes  de  courbure  du  pre- 
mier système  seront  parallèles  aux  plans  tangents  d'un  cône 
quelconque. 

La  détermination  de  a  étant  faite,  on  aura  b  par  l'une  des  for- 
mules (5),  qui  donne 

da  dh        ,   da 

—  =bri=  b  —  =  b—-; 

dv  du  dvx  ' 

et,  par  conséquent,  la  différentielle  de  la  coordonnée  rectangu- 
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laire  X  d'an  point  de  la  surface  sera 

/    è*\  y  ,  £*■' 

dX  =  eh  [    a  d«  H : —    I  =  e "  I    a  c/«  -f-  — — 

\  dvi    /  \  dvi 

En  remplaçant  a  par  sa  valeur,  on  trouve 

(  dX  =  eh\x'  dVi-{-[oc—  i(yz'  —  z.y')]eh+ia  d(  —^ 

(4o)  . 

-H  [a?  H-  i(jK-2 —  ^  )]eA_tff« 


1016.  Voici  comment  on  peut  effectuer  cette  quadrature. 

L'exponentielle  ek,  considérée  comme  une  fonction  de  ->  est 

doublement  périodique  de  seconde  espèce  et  a  les  mêmes  multi- 
plicateurs que  la  fonction 


0'(W) 


e2X©^H(^-2a)) 


HO) 

Si  l'on  applique  la   formule  donnée  par  M.  Hermite  pour  la  dé- 
composition en  éléments  simples,  on  trouvera 

H  ( ,..  ,  ...  ■  @'(w) 


(40 


îM02f«)         \  i  /    lu+I"i)~ô^ 

H('2u>)H'(o)    „/  m  -4-  iv\  -h  w 

0(to) 


2N02(W)  \  2  /       ("-'" 


H(aco)H'(o)     tj/m — -lVi-4-CO 
H 


M  et  N  ayant  les  valeurs  définies  par  les  formules  (33). 

Si  l'on  porte  cette  expression  de  eh  dans  le  premier  terme  seul 
de  la  formule  (4°)>  Puis  cjue  l'on  remplace 

zYMx'  dvi         par         x'(i  -4-  t'A)  ds  =  d[x  —  i{yz — zl')\i  < 

2VN.2?' dvx         par        x'(i — t'A)  ds  =  d[x  -+-  i(yz' — zy'ï\i 


234  LIVRE    VIII.  —   CHAPITRE    X. 

on  obtient 

/M  +  »V1-3(o\  e 

^X  =   n/  vTr,/     x    —^7 r  e  @(W)   rfl>  —  l'( y*'—  */')] 

H(2iu    H(o)        /w+i^-^'-^ 


0   ( î )    (»-'*>  £^     [u- 


les  termes  non  écrits  se  déduisant  des  précédents  par  le  change- 
ment de  i  en  —  î. 

Dans  la  seconde   ligne  de  la  formule   précédente  figure   une 
fonction  que  l'on  déduit  de  la  suivante  : 


2/  ©( 


2 


en  y  remplaçant  #  par i.  Ici  encore  F(#)  est  une  fonction 

doublement  périodique  de  seconde  espèce,  et  une  nouvelle  appli- 
cation de  la  méthode  de  décomposition  de  M.  Hermite  nous  donne 

w\  «..  r-„/  3w\  n       ■ 

@(W) 


Qilx—-)     „     ©'(W) 

_A *)e%'*^  =       ®2(")       rf 

Hï^-h-^  H'(o)H(2to)da7 


^+7 


En  faisant  usage  de  cette  formule,  nous  voyons  que  les  deux 
premiers  termes  de  dX.  deviennent  la  différentielle  exacte  d'un 
produit,  et  l'intégration  nous  donne 


H ,      .   ,  @'(w) 


x  =       ^{^[x-iiyz'-zy')-]        \  i  )  'f  +  *,) 

H(2iu)H'(o)  /aH_tV1  +  œ 


(42) 

„  /  u  —  w  i —  à  w  \  _ 

+  ®Hu)[x-hi(yz'-zy)]      V  2  /    '"-'^ft^T 

H(2oj)H'(o)  /  w  _ l  îVt -l- w % 


On  aurait  pour  Y  et  Z  des  expressions  analogues.  La  question  est 
donc  complètement  résolue. 
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1017.  Il  nous  reste  maintenant  à  donner  l'interprétation  des 
formules  et  la  construction  géométrique  de  la  surface.  En  multi- 
pliant l'équation  (42)  par  x'  et  ajoutant  les  équations  analogues, 
on  a 

x'X+y'Y  ^-z'Z  =  o. 

Les  coefficients  ne  dépendant  que  de  v,  cette  équation  représente 
les  plans  des  lignes  de  courbure  du  premier  système.  Elle  ne  con- 
tient pas  de  terme  constant;  par  suite,  les  plans  des  lignes  de 
courbure  du  premier  système  enveloppent  un  cône.  C'est  là  une 
première  propriété  de  la  surface. 

Etudions  maintenant  les  lignes  de  courbure  planes.  Leurs 
plans  sont  normaux  à  la  courbe  sphérique  que  nous  avons 
désignée  par  (T).  Rapportons  la  ligne  de  courbure  à  deux  axes 
rectangulaires  choisis  dans  son  plan,  l'un  Oar(,  allant  au  point  où 
le  plan  coupe  la  courbe  (T)  et  ayant  pour  cosinus  directeurs  se, 
y,  z  ;  l'autre  Oyx  perpendiculaire  au  premier  et  ayant  pour  cosinus 
directeurs 

yz'  —  zf,     zx'—xz',     xy'  —  yx'. 

Appelons  X\  et  y,  les  coordonnées  relatives  à  ces  axes.  On  trouvera 
aisément 

u  -+-  iv\ —  3  u>\ 

202(0))  ~,  /    ("+'"'»pr 

(43)         Xi -h  iyv  =  - 


H  (  : ,   _,_.    ,fWul 

/     (n  +  ii'i)— 

H(2co)H'(o)        fu-hivi-+- 


II 


Les  deux  équations  obtenues  en  séparant  les  parties  réelles  et  les 
parties  imaginaires  donneront  xt,  yK.  On  voit  donc  que  la  forme 
des  lignes  de  courbure  planes  sera  la  même  pour  toutes  les 
surfaces  qui  correspondent  à  un  même  système  de  valeurs  de  k 
et  de  co  et  sera,  au  contraire,  complètement  indépendante  de 
la  forme  de  la  fonction  arbitraire  qui  entre  dans  les  formules. 
C'est  la  deuxième  propriété  géométrique  de  la  surface. 

En  troisième  lieu,  cherchons  l'arête  de  contact  des  plans  des 
lignes  de  courbure  avec  le  cône  que  ces  plans  enveloppent.  Cette 
arête  de  contact  sera  définie  par  l'équation 
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à  laquelle  on  donnera  facilement  la  forme 

(44)  (n-ïA)(a?iH-i^i)  +  (i  —  £A)(a?i  —  iyx)  =  o. 

Si  l'on  lient  compte  des  formules  (3g),  cette  équation  devient 

M(a?i+  J>i')  +  N(a71—  i>i)  =  o, 
ou,  en  remplaçant  M  et  N  par  leurs  valeurs, 

_.        ©'  (M)  .        Q'(CO) 

(45)  e      '  ©<w)  eCio  +  iV,)^!  -+-  i>i)=  e   '  ®<w)  0(w  —  «r1)(xJ  —  ?>,). 

Remarquons,  d'ailleurs,  que  le  point  situé  à  la  distance  i  sur 
l'axe  Oy{  décrit  la  courbe  (T),  normale  au  plan  de  la  ligne  de 
courbure  ;  et,  par  conséquent,  ce  plan  roule  sur  le  cône  qu'il  enve- 
loppe. L'équation  précédente  nous  montre  que  la  droite  de  con- 
tact du  plan  de  la  ligne  de  courbure  avec  le  cône  enveloppe  ne 
dépend  que  des  constantes  k,  co  et  nullement  de  la  forme  de 
la  fonction  arbitraire.  C'est  la  troisième  propriété  géométrique 
de  la  surface. 

En  réunissant  tous  ces  résultats,  nous  pouvons  énoncer  la  pro- 
position suivante  : 

Considérons  les  coordonnées  rectangulaires  X\,  yt  comme 
des  fonctions  des  variables  u,  r(  définies  par  la  double  équa- 
tion 

TT  /  u-±  ivx  —  3  w\  _., 


(46)  xx±iyl=  — -i-— '- —    — ^ : '-e  <=)< 

V  équation 

Pi  =  const. 

définira  une  famille  de  courbes  planes  isothermes.  Faisons 
correspondre  à  chaque  courbe  (<>,  )  la  droite  définie  par  V équa- 
tion 

_iv     ©'(CD)  ©'(03) 

(47)  e      '  ®(w)  0(w  +  iV1)(iP1H-i>1)  =  e  '  ©(««»  0(co  _fV1)(^I—  iy{). 

Faisons  rouler  le  plan  qui  contient  les  courbes  sur  un  cône 
quelconque  ayant  pour  sommet  l'origine  des  coordonnées. 
Alors  la  courbe  (v<),qui,  dans  chaque  position  du  plan,  corres- 
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pond  à  la  génératrice  de  contact  du  plan  et  du  cône,  engendre 
précisément  la  surface  cherchée. 

On  peut  établir,  à  l'aide  de  considérations  géométriques  di- 
rectes, une  partie  des  résultats  précédents  ;  montrer,  en  particulier, 
pourquoi  la  solution  obtenue  contient  une  fonction  arbitraire  et 
pourquoi  cette  fonction  arbitraire  tient  si  peu  de  place  dans  le 
développement  de  la  solution.  Reportons-nous  à  la  génération  de 
toute  surface  à  lignes  de  courbure  planes  au  moyen  de  trois  dé- 
veloppables  (D),  (D,)  et  (A).  Si  l'on  transforme  par  flexion  la 
développable  (D)  en  un  plan  (P),  les  lignes  de  courbure  consti- 
tueront sur  ce  plan  (P)  un  réseau  orthogonal.  Soit  v  le  paramètre 
des  lignes  de  courbure  planes,  dont  la  forme  n'aura  pas  changé,  et  u 
le  paramètre  des  lignes  de  seconde  courbure.  L'élément  linéaire 
du  plan  sera  de  la  forme 

ds\  =A*du2-hC'idvZ, 

et,  d'après  la  proposition  du  n°  998,  celui  de  la  surface  sera  déter- 
miné par  la  formule 

ds*  =  A2  du*--h  C2(i  -+-  V2)  dçt, 

où  V  désigne  une  fonction  de  p,  qui  n'est  autre  que  la  tangente  de 
l'angle  <p  défini  au  n°  999.  La  condition  d'isotliermie  se  traduisant 
par  une  équation  de  la  forme 

A  c?(k) 


on  voit  immédiatement  qu'elle  est  indépendante  de  la  fonction  V. 
Ainsi  : 

Lorsqu'une  surface  à  lignes  de  courbure  planes  sera  isother- 
mique, la  même  propriété  devra  appartenir  à  toutes  les  sur- 
faces à  lignes  de  courbure  planes  que  l'on  en  peut  dériver  par 
la  flexion  de  la  développable  (D). 

1018.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  étudié  seulement  le 
cas  le  plus  général.  Les  calculs  se  trouveraient  en  défaut,  par 
exemple,  si  l'on  envisageait  ce  cas  particulier  de  l'équation  de 
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Lamé  pour  lequel  les  deux  solutions  U,  XJi}  que  nous  avons  sup- 
posées distinctes,  se  réduisent  à  une  seule. 

Cette  hypothèse,  qui  conduit,  en  particulier,  aux  surfaces  à 
courbure  constante  d'Enneper,  a  fait  l'objet  des  études  de 
M.  Adam  (,).  On  déduit  les  résultats  qui  s'y  rapportent  des  pré- 
cédents en  supposant  que,  dans  les  formules  données  plus  haut, 
ol)  tende  vers  zéro. 

Changeons,    en  effet,   dans  les  formules  (46)   et  (47)5  X\    en 

02(o)    1         e  .  -,  , 

X\  -\-  „,2,   ,  -  et  taisons  tendre  w  vers  zéro.  En  supprimant  par- 


H'*(o)  w 
e  facteui 
courbe,  la  double  formule 


&-(0)  ,      ,      I  .,  ,.    ,  .  ,  t 

tout  le  tacteur  =~-^:  égal  a -7  j    il  restera,   pour   1  équation    de  la 


H"       -"'• 


^+<„±JV,)|g 


H 

\       2 

et,  pour  celle  de  la  droite, 

(10)  v    -  0"(O)C     1    r-0f(^l) 

Par  suite,  il  suffira  de  faire  rouler  le  plan  de  la  courbe  sur  un 
cylindre  quelconque  de  telle  manière  que  la  droite  précédente 
soit  la  génératrice  de  contact  et  que  chacun  de  ses  points  décrive 
une  section  droite  du  cylindre. 

Si  k  devient  égal  à  zéro,  on  a 


II' 


11  -h  IV 1 


S'(ivi)  =  o,  e"(o)  =  o,  ■ — ) '-^—{r  =  cot 

""  -+-  IV 1 


K-l-  IV \ 


les  plans  des   lignes  de  courbure  passent  par  une  droite  et  ces 
lignes  de  courbure  sont  des  cercles. 


(•)  P.  Adam,  Sur  les  surfaces  isothermiques  à  lignes  de  courbure  planes 
dans  un  système  ou  dans  les  deux  systèmes  (Annales  scientifiques  de  l'École 
Normale  supérieure,  3e  série,  t.  X,  p.  3ig;  i8g3). 
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CHAPITRE  XL 

SURFACES    A    LIGNES    DE    COURBURE    SPHERIQUES. 

Les  surfaces  à  lignes  de  courbure  sphériques  dans  un  système  correspondent  à 
des  équations  aux  dérivées  partielles  à  invariants  égaux  qui  sont  du  premier, 
du  second  ou  du  troisième  rang.  —  Méthode  directe  de  recherche.  —  Etant 
donnée  une  surface  à  lignes  de  courbure  sphériques  (S),  il  existe  une  infinité 
de  surfaces  (S0)  de  même  définition,  dépendant  d'une  fonction  arbitraire  et  ad- 
mettant la  même  représentation  sphérique.  —  Théorème  de  M.  Blutel.  — 
Construction  géométrique  des  surfaces  (S0).  —  Comment  on  peut,  sans  aucune 
intégration,  déduire  toutes  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  sphériques  des  sur- 
faces à  lignes  de  courbure  planes.  —  Propriétés  diverses  :  en  appliquant  des 
inversions  convenablement  choisies  à  chaque  ligne  de  courbure  sphérique  de 
la  surface,  on  peut  les  placer  toutes  sur  une  même  développable  isotrope.  — 
Définition  de  la  rotation  autour  d'un  cercle;  proposition  qui  rapproche  les  sur- 
faces à  lignes  de  courbure  sphériques  des  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes. 

—  Des  surfaces  dont  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  planes  ou  sphériques. 

—  Leur  détermination  se  ramène  à  la  solution  de  l'équation  fonctionnelle 


z< 


A,.-t-B,.)»=o. 


—  Résultat  :  toutes  les  surfaces  cherchées  dérivent  simplement,  soit  du  cône, 
soit  de  la  surface  dont  les  normales  sont  tangentes  à  un  cône. 


1019.  Si  nous  poursuivions  l'application  de  la  méthode  déve- 
loppée dans  le  Chapitre  VIII  de  ce  Livre,  nous  obtiendrions  une 
suite  illimitée  de  surfaces,  déterminées  sans  aucun  signe  de  qua- 
drature, et  pour  lesquelles  on  saurait  résoudre  d'une  manière  com- 
plète le  problème  de  la  représentation  sphérique.  Les  surfaces  à 
lignes  de  courbure  planes  correspondent,  nous  l'avons  vu  (n°996), 
à  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ou  du  second 
rang.  Nous  allons  terminer  cette  étude  en  montrant  de  même  que 
les  surfaces  à  lignes  de  courbure  sphériques  correspondent  à  des 
équations  aux  dérivées  partielles  du  premier,  du  deuxième  ou  du 
troisième  rang. 
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Nous  commencerons  par  la  remarque  suivante  : 

Lorsqu'une  ligne  de  courbure  est  sphérique,  la  développable 
circonscrite  à  la  surface  suivant  cette  ligne  de  courbure  doit 
aussi  être  circonscrite  à  une  sphère;  et,  réciproquement,  si 
cette  développable  est  circonscrite  à  une  sphère,  la  ligne  de 
courbure  est  sphérique. 

En  effet,  d'après  le  théorème  de  Joachimsthal,  tous  les  plans 
tangents  aux  divers  points  d'une  ligne  de  courbure  située  sur  une 
sphère  (S)  coupent  cette  sphère  sous  un  angle  constant  et,  par 
suite,  sont  tangents  à  une  sphère  (S')  concentrique  à  (S).  Inver- 
sement, si  tous  les  plans  tangents  en  tous  les  points  d'une  ligne 
de  courbure  (C)  sont  tangents  à  une  sphère,  soit  (C)  la  courbe 
de  contact  :  on  connaîtra  deux  lignes  de  courbure,  (C)  et  (C),  de 
la  développable  enveloppée  par  ces  plans  tangents;  et  comme  (C) 
est  sur  une  sphère,  (C)  sera  sur  une  autre  sphère  concentrique  à 
la  précédente  ('). 

1020.  Appliquons  cette  remarque  à  ]a  détermination  de  toutes 
les  surfaces  pour  lesquelles  les  lignes  de  courbure  de  l'un  des 
systèmes,  que  nous  appellerons  dans  la  suite  les  lignes  de  pre- 
mière courbure,  sont  toutes  sphériques.  Il  suffira  évidemment 
d'exprimer  qu'en  chaque  point  d'une  telle  ligne  le  plan  tangent 
à  la  surface  est  circonscrit  à  une  sphère,  qui  variera  d'ailleurs 
lorsqu'on  changera  de  ligne  de  courbure. 

Soit  toujours  x  le  paramètre  des  lignes  de  première  courbure. 
Le  plan  tangent  à  la  surface  cherchée,  défini  par  l'équation 

(t)  (a+  p)X  +  i(P  —  a)Y  +  (ap-i)Z-l-É  =  o, 

devra,  en  tous  les  points  d'une  ligne  de  courbure,  être  tangent  à 
une  sphère  (S').   Soient  x'0,  x\,   x\,  x'3  les  coordonnées  carté- 


(l)  A  propos  du  théorème  de  Joachimsthal,  nous  signalerons  la  réciproque 
suivante  dont  le  lecteur  trouvera  la  démonstration  : 

Si  les  sphères  assujetties  à  contenir  trois  points  consécutifs  d'une  ligne  de 
courbure  et,  de  plus,  à  être  tangentes  à  la  surface  au  point  où  elles  touchent 
la  ligne  de  courbure  coupent  toutes  une  sphère  (S)  sous  un  angle  constant, 
la  ligne  de  courbure  est  sphérique  et  située  sur  la  sphère  (S). 
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siennes  du  centre  et  le  rayon  de  (S').  Ce  sont  quatre  fonctions 
de  x  que  nous  supposerons  données.  En  traduisant  analytiquement 
la  propriété  qui  nous  sert  de  définition,  on  aura 

(a  4-  $)x'0-h  î(P  —  a)a?i  -+-  (a(i  —  i)a?'2-f-  \  =  ar'3(<z$  +  1). 

Changeant  un  peu  les  notations,  nous  écrirons  cette  condition 
comme  il  suit 

(2)  aj3a?0H-  a^+  p.r2-h  #3  +  £  =  o, 

3?0>  ^(,  3?2>  #3  étant  toujours  des  fonctions  de  .r. 

<93 
Différentions  par  rapport  àj/  :  en  remplaçant  y-  par  sa  valeur 

déduite    des    équations    (7)   [p.    199],  y  sera   en  facteur,    et  il 

viendra,  p  et  q  désignant  ~,  -r^> 

(3)  ficco^r-Xi-hp  =  w2(a x0-{-  a?2  +  q). 

Différentions  encore  par  rapport  à  y  et  remplaçons  ~-  ■>  -—•  par 
leurs  valeurs  (7)  [p.  199].  Il  viendra,  en  supprimant  le  facteur  20), 

dm  ,  [      da.         dq 

dy  \      ày        dy 

Cette  équation  s'intègre  à  vue  et  nous  donne 

(4)  x0rJ-Oi  -+-  X2  w  -+-  q  (M  =  xk, 

Xu,  désignant  une  nouvelle  fonction  de  x.  La  relatiou  précédente 
s'obtiendrait  aussi  en  exprimant  que  la  ligne  de  courbure  est  sur 
une  sphère  concentrique  à  (S'). 

* 

1021.   Si  nous  remarquons  que  co,  qw  et  au  sont  trois  solutions 

particulières    d'une    même    équation    à   invariants   égaux,   nous 

voyons  que  l'on  retrouve  ici,  sous  une  forme  un  peu  plus  générale, 

un  problème  déjà  rencontré  pour  les  lignes  de  courbure  planes 

et  dont  nous  allons  dire  quelques  mots. 

Lorsque,  pour   une  équation  à  invariants    égaux,  la  suite  de 

Laplace   se  termine,  l'équation  admet  une  solution  de  la  forme 

suivante 

^  =  AX.+  A1X'+...+  XW; 

D.  —  IV.  16 
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de  sorte  que,  si  l'on  prend- ï -h  i  solutions  zi:  z2,  •  •  . ,  £/+i,  cor- 
respondantes aux  déterminations  X< ,  ...,  X,-+1  de  X,  elles  vérifient 
identiquement  la  relation  linéaire 


m-X'/' 

vU) 

'2  ' —  ^2 

v(il 
-1  —  a  ■■ ,  , 


x, 

x2 


Xi 

x; 

X'^ 


xu-i) 

x'r1' 


v(J-l) 

Ai+1 


dont  les  coefficients  sont  fonctions  de  la  seule  variable  x.  Mais, 
réciproquement,  si  l'on  aune  relation  de  cette  forme  entre  des  so- 
lutions particulières  au  nombre  de  i  +  i,  peut-on  en  conclure  que 
l'équation  sera  intégrable  et  de  rang  au  plus  égal  à  i-\-  i?  C'est  la 
question  que  nous  allons  examiner  pour  le  cas  où  «est  égal  à  2. 

Suivons  la  même  marche  que  pour  les  surfaces  à  lignes  de  cour- 
bure planes.  Pour  plus  de  netteté,  posons 

(5)  aw  =  zu         qio  =  z-2; 

la  relation  (4)  prendra  la  forme 

{6)  z%  —  xk — x2u> —  x0Zi- 


Soit 


<7) 


dx  dy 


=  kz 


l'équation  dont  w,  zt,  z2  sont  trois  solutions  particulières.  Si  l'on 
y  substitue  la  valeur  précédente  de  z2,  on  trouvera,  en  supposant, 
comme  il  est  permis,  x'0  différent  de  zéro, 


ou,  plus  simplement, 

(8) 


dy 


k% 

X  A 


1  7 

-  =  kx& 


dy 


dy 


x5  etx6  désignant  de  nouvelles  fonctions  de  x.  Différencions  par 
rapport  à  x,  et  remplaçons  les  dérivées  secondes  de  zt  et  de  w  par 
leurs  valeurs  déduites  de  l'équation  (7),  dont  elles  sont  des  solu- 
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lions  particulières.  Il  viendra 

àk  .  àio 

kjs<  =  — -  x-0  -+-  kx ,  -+-  kx6  w  -+-  x6  — - , 
dx  dy 

ou,  en  supposant  k  différent  de  zéro, 

/    v  dlosk  .  ,  i    dm 

(9)  "i  =  J;ir  +  a;5+';6W+"?6i-^' 

Pour  éliminer   £,    substituons  la  valeur  précédente    dans  l'é- 
quation (8).  En  posant 

(io)  *1  =  *-_^-,  (u)  -r=x,, 

on  trouvera 

.  d    /i    dco\ 

et  cette  condition  contient  l'unique  solution  particulière  w. 

Pour  l'éliminer  enfin,  différentions  les  deux  membres  par  rap- 
port à  x.  Nous  aurons 


à    /  i    dlog/c  <to>\   _  M, 

— —    I    U)  -r - ■      — —     I     - —   A  1  X  7   -r*  Xi  — ; 

dy  \  k      dx      dy  j  dx 

ou  encore 


da>        i    d2log/i  àix>        dlogk    à    / 1    doi\  ,  dki 


/  i    du>  \  , 


dy        k    dx  dy    dy  dx      dy  \  k  dy  J  '  dx 

En  tenant  compte  des  formules  (to)  et  (12)  et   supposant  kt 
différent  de  zéro,  il  vient 

(i3)  d^=kx'^kx1d^l. 

dy  '  dx 

11  ne  reste  plus  qu'à  substituer  cette  valeur  de  -—  dans   l'é- 
quation  (12)  pour  obtenir  la  relation 

qui  constitue  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  quatrième 
ordre  à  laquelle  devra  satisfaire  la  fonction  k.  Mais,  si  l'on  se  re- 
porte aux  formules  qui  relient  les  invariants  dans  une  suite  de 
Laplace  (n°331),  on  reconnaît  immédiatement  que  l'équation  (i4) 
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est  ia  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  solution  géné- 
rale de  l'équation  (7)  soit  de  rang  égal  à  trois. 

Comme,  dans  la  suite  des  calculs,  nous  avons  écarté  l'hypo- 
thèse où  l'une  ou  l'autre  des  fonctions  k,  kt  serait  nulle,  on  voit 
bien  que  toutes  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  sphériques  seront 
fournies  par  les  équations  aux  dérivées  partielles  des  trois  premiers 
rangs.  Mais  comme,  pour  l'équation  du  premier  rang,  les  lignes 
de  courbure  des  surfaces  correspondantes  sont  toutes  planes,  elles 
ne  pourront  être  sphériques  sans  être  circulaires. 

En  difïerentiant  l'équation  (i3)  par  rapport  à  x,  on  trouve 

et  il  est  clair,  par  suite  de  la  symétrie  de  la  relation  (6),  qui  nous 
a  servi  de  point  de  départ,  relativement  aux  trois  solutions  parti- 
culières Zi,  z-2  et  to,  que  au  et  qio  seront  définis  par  des  formules 
toutes  semblables  à  la  précédente,  mais  où  x7  devra  être  remplacé 
par  d'autres  fonctions,  d'ailleurs  arbitraires,  de  x. 
En  développant  les  calculs,  on  trouvera 

,    d  1      7,7         l        d  li  à\o%kkx 
(16)  «o  =  *.  +*,  -log*»*t+  -^  Tx  [k—^- 

C'est  la  partie  de  la  solution  générale  qui  contient  une  fonction 
arbitraire  de  x\  l'autre  s'obtiendrait  en  changeant  x  en  y  et  rem- 
plaçant la  fonction  arbitraire  de  x  par  une  fonction  arbitraire  dey. 

Nous  avons  maintenant  tous  les  éléments  nécessaires  pour 
poursuivre  la  recherche.  En  continuant  et  étendant  jusqu'au 
troisième  rang  les  calculs  qui  terminent  le  Chapitre  VIII  de  ce 
Livre,  nous  obtiendrons,  sans  aucun  signe  de  quadrature,  les  équa- 
tions qui  définissent  les  surfaces  cherchées.  Nous  avons  même 
donné  au  n°  994  les  éléments  nécessaires  pour  écrire  immédiate- 
ment la  valeur  de  w.  Mais  ici  encore,  au  lieu  de  poursuivre  la  so- 
lution analytique,  nous  préférons  revenir  à  la  Géométrie  en  nous 
appuyant  sur  un  théorème  dû  à  M.  Blutel  ((). 


(»)  E.  Blutel,  Sur  les  surfaces  qui  admettent  un  système  de  lignes  de 
courbure  sphériques  et  qui  ont  même  représentation  sphérique  pour  leurs 
lignes  de  courbure  {Comptes  rendus,  t.  CXVI,  p.  249;  i8g3). 
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1022.  Étant  donnée  une  surface  (S)  à  lignes  de  courbure  sphé- 
riques  dans  un  système,  nous  allons  montrer  tout  d'abord  qu'il 
existe  une  infinité  de  surfaces  de  même  définition,  et  admettant 
par  surcroît  la  même  représentation  sphérique  que  (2). 

Désignons,  en  effet,  par  «,  b,  c,  r,  h  des  fonctions  du  paramètre  a 
des  lignes  de  première  courbure  de  (S),  par  x,  y,  z  les  coor- 
données d'un  point  de  (S),  par  y,  y',  y"  les  cosinus  directeurs  de 
la  normale  en  ce  point.  D'après  le  théorème  de  Joachimsthal,  on 
aura  les  deux  équations 

(17)  (a?  —  «)2H-     {y  —  6)'2H-      (z  —  c  )*=/■*, 

(18)  y(#  —  a)  ■+-*(' {y  —  6 )  -+-  y" ( a?  —  c)  —  hr, 

dont  la  première  exprime  que  la  ligne  de  courbure  de  la  surface 
se  trouve  sur  une  sphère  (S)  de  centre  (#,  b,  c)  et  de  rayon  r; 
la  seconde  exprime,  conformément  au  théorème  de  Joachimsthal, 
que  le  plan  tangent  à  la  surface  en  chaque  point  de  la  ligne  de 
courbure  coupe  la  sphère  (S)  sous  un  angle  constant,  dont  le 
cosinus  est  h.  Si  l'on  pouvait  éliminer  le  paramètre  a  entre  ces 
deux  équations,  on  serait  conduit  à  une  équation  aux  dérivées 
partielles  propre  à  définir  toutes  les  surfaces  (2).  On  peut  traiter 
cette  équation  par  les  procédés  réguliers;  nous  nous  bornerons  ici 
à  remarquer  que  ses  caractéristiques  sont  les  lignes  de  courbure 
du  second  système. 

En  effet,  pour  déterminer  toutes  les  surfaces  vérifiant  l'équation 
et  passant  par  un  point  M  de  l'espace,  il  faut  d'abord  exprimer 
que  la  sphère  (S),  définie  par  l'équation  (17),  passe  par  ce  point;  et 
cette  condition  fait  connaître  une  ou  plusieurs  valeurs  de  a.  Pre- 
nons une  des  sphères  (S)  qui  passent  en  M  :  les  plans  tangents 
aux  surfaces  correspondantes,  devant  couper  cette  sphère  sous  un 
angle  constant,  envelopperont  un  cône  de  révolution  dont  l'axe 
sera  le  rayon  de  (S)  qui  passe  au  point  M.  Or  les  caractéristiques 
de  l'équation  aux  dérivées  partielles,  étant  par  définition  les 
courbes  tangentes  aux  génératrices  rectilignes  de  ce  cône,  auront 
évidemment  mêmes  tangentes  en  M  que  les  lignes  de  seconde 
courbure,  et,  par  suite,  se  confondront  avec  ces  lignes,  puisque  le 
raisonnement  s'applique  à  tout  point  de  chaque  surface  (S). 

1023.    S'il  existe  une  surface  (S0)  de  même  définition  que  (S)  et 
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admettant  la  même  représentation  sphérique,  y,  y',  y"  auront  les 
mêmes  valeurs  aux  points  correspondants  des  deux  surfaces.  La 
surface  (S)  sera  donc  définie  par  des  équations  telles  que  les  sui- 
vantes 

(19)  (a?0— «o)2-i-     (fo  —  M2+      (-0  —  c0)2=  ri, 

(20)  YOo—  «0)  -HY'Oo—  60)  -+-Y"Oo  —  c0)  =  r0A0, 

où  x0,y0,  z0  désignent  les  coordonnées  du  point  de  la  surface  et 
où  «o?  ^oj  c0,  /'05  no  sont  des  fonctions  de  a  comme  «,  6,  c,  r,  h. 
La  première  équation  représente  la  sphère  (S0)  qui  contient  la 
ligne  de  première  courbure  de  (£0);  et  la  seconde  exprime  que  le 
plan  tangent  coupe  (S0)  sous  un  angle  de  cosinus  h0.  Si  nous  dé- 
signons par  C,  C0  les  centres  des  deux  sphères  (S),  (S0);  par  M, 
M0  deux  points  correspondants  des  surfaces  (2),  (S0),  pris  respec- 
tivement sur  les  sphères  (S),  (S0),  il  est  clair  que  les  normales, 
parallèles,  en  ces  deux  points  et  les  deux  rayons  CM,  C0M0  sont 
parallèles  à  un  même  plan,  à  celui  qui  est  normal  en  M,  par 
exemple,  à  la  ligne  de  courbure  sphérique  de  (S).  En  traduisant 
analogiquement  cette  propriété,  on  obtiendra  les  relations  sui- 
vantes 

t   cc0 — a0=  l(se  —  a)+  fiy, 

(21)  j  y0—b0=l(y  —  ô)4-f*T', 
(    z0 —  c0  =  1 (z  —  c)  -+-  [-ty", 

où  X  et  p.  sont  deux  fonctions  auxiliaires  que  l'on  déterminera  en 
substituant  dans  les  équations  (19)  et(?o)  les  valeurs  précédentes 
de  x0—  a0,y0  —  b0i  z0  —  c0. 
On  a  ainsi  les  deux  équations 


(22) 

d'où  l'on  déduit 

(23) 


X2r2-f-  2 X{z /•&-+-  [jl2=  r|, 
Ihr-h  [x.  =  h0j'0, 

À  r  \/ 1  —  A  2  ~  ,-0  v/ï^Â| , 
^  =  h0r„  —  \hr 


et  qui  font  connaître  ),  et  ]x  comme  des  fonctions  de  a. 

11  reste  à  exprimer  la  condition  essentielle  que  l'on  a  identique- 
ment 

Y  ^0  -+■  Y'  dy0  -t-  y"  dz0  =  o. 
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Si  l'on  substitue  les  valeurs  des  différentielles  dx0,  dy0,  dz0 
déduites  des  équations  (21),  en  tenant  compte  de  la  relation 

Y  dx  -4-  y'  dy  -+-  y"  dz  =  o, 
il  vient 

rh  dl  4-  d\i.  -+-  ^(da0  —  X  da)-\-  «('(db0—  X  db)-\-  *["(dc0 —  X  de)—  o. 

Si  les  coefficients  de  y,  y',  y"  n'étaient  pas  nuls  identiquement,  on 
aurait,  en  tous  les  points  de  la  ligne  de  courbure  sphérique,  une 
relation  linéaire  entre  ces  cosinus;  et,  par  suite,  cette  ligne  de 
courbure,  ayant  pour  représentation  sphérique  un  petit  cercle, 
serait  elle-même  un  cercle.  Ecartons  d'abord  ce  cas  exceptionnel  : 
il  faudra  que  nous  ayons 

(24)  rh  dk  -+-  d\i  —  o, 

da0        dbç        dcG       . 
da  db  de 

Mais  je  dis  que  ces  relations  conviennent  aussi  au  cas  des  lignes 
de  courbure  circulaires,  pourvu  que  l'on  choisisse  convenablement 
la  sphère  (S0)  parmi  toutes  celles,  en  nombre  infini,  qui  passent 
par  la  ligne  de  courbure  circulaire  de  (S0).  Car  soit  alors 

Hy  +  H'y'+H"y"+K  =  o, 

la  relation  linéaire  entre  les  cosinus  directeurs,  relation  nécessaire- 
ment unique.  Supposons  H^o.  Si  l'on  choisit  (S0)  de  telle  ma- 
nière que  l'on  ait 

da0  =  X  da, 

comme  il  ne  peut  y  avoir  aucune  relation  linéaire  entre  y',  y",  cette 
unique  équation  entraînera  les  autres  relations  contenues  dans  les 
formules  (24)  et  (25). 

4024.  Ce  point  étant  admis,  il  faut  interpréter  les  équations  (24) 
et  (25)  qui  définissent  toutes  les  surfaces  (S0).  Voici  le  théorème 
de  M.  Blutel. 

Désignons  par  (K)  et  (K0)  deux  lignes  de  courbure  correspon- 
dantes de  (S)  et  de  (S0).  Ces  lignes  de  courbure  ne  sont  pas  gé- 
néralement homothétiques;  mais  les  développahles  (D),  (Do) 
formées  par  les  normales  en  tous  leurs  points  le  sont  toujours. 
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Les  courbes  (G)  et  (C0),  décrites  par  les  centres  C  et  C0  des 
deux  sphères  (S)  et  (S0),  ont  leurs  tangentes  correspondantes 
toujours  parallèles;  par  suite  la  droite  CC0  engendre  une  dé- 
veloppable  et  touche  l'arête  de  rebroussement  (R)  de  cette  dé- 
veloppable  en  un  certain  point  O.  Ce  point  O  est  le  centre 
d'homothétie  des  deux  développables  (D),  (D0).  L'homologue 
du  point  C  dans  cette  homothétie  est  le  point  C0  ;  et  le  rapport 
de  similitude  est  égal  au  rapport  des  distances  de  ces  points 
C0,  C  aux  deux  plans  principaux  qui  contiennent  respective- 
ment la  tangente  à  la  ligne  de  première  courbure  de  (S0)  ^^ 
la  tangente  correspondante  de  (S). 

Dans  cette  proposition,  il  y  a  des  points  qui  sont  évidents  a 
priori;  il  y  en  a  d'autres  que  l'on  pourrait  démontrer  par  la  Géo- 
métrie, mais  qui  résultent  immédiatement  des  relations  précé- 
dentes. Les  équations  (  25  ),  par  exemple,  montrent  immédiatement 
que  les  deux  courbes  (G),  (G0)  ont  leurs  tangentes  toujours  pa- 
rallèles et  que  A  est  le  rapport  des  distances  OG0  et  OC  des  points 
G0,  G  au  point  de  contact  de  la  droite  CG0  avec  la  courbe  qu'elle 
enveloppe  nécessairement.  Il  est  évident,  au  contraire,  sans  calcul 
que  les  développables  (D),  (D0)  sont  homothétiques;  car:  i°  elles 
ont  leurs  plans  tangents  parallèles;  2°  les  plans  de  la  première, 
coupant  la  sphère  (S)  sous  un  angle  constant  de  cosinus  égal  à  h, 
sont  tous  tangents  à  la  sphère  (S')  concentrique  à  (S)  et  de  rayon 
r\J\  —  h-;  3°  pour  la  même  raison,  les  plans  de  la  seconde  sont 
tangents  à  une  sphère  (S'0)  concentrique  à  (S0)  et  de  rayon 
ro\/ 'i  —  hl-  Or  deux  développables  dont  les  plans  tangents  sont 
parallèles  sont  évidemment  homothétiques  dès  qu'elles  sont  assu- 
jetties en  outre  à  être  circonscrites  respectivement  à  deux  sphères 
(S')  et(S'0).  On  passe  de  l'une  à  l'autre  par  l'homothétie  qui  trans- 
forme (S')  en  (S'0);  de  sorte  que  le  centre  d'homothétie  est  sur  la 
ligne  des  centres  CG0  et  que  le  rapport  de  similitude  est  égal  au 
rapport  des  rayons  des  deux  sphères.  Or,  d'après  la  première  for- 
mule (23),  ce  rapport  est  égal  à  A  :  le  centre  d'homothétie  est,  par 
suite,  le  point  O.  La  proposition  de  M.  Blutel  se  trouve  ainsi  com- 
plètement établie. 

On  verrait  de  même  que  les  développables  (D"),  (D„)  circon- 
scrites aux  deux  surfaces  (S),  (S0)  en  tous  les  points  des  lignes 
de  courbure  (R),  (R0)  sont  homothétiques,  car  elles  sont  circon- 
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scrites  à  des  sphères  (S")  et  (S*),  de  rayons  rh  et  r0h0,  concen- 
triques respectivement  à  (S)  et  à  (S0).  Mais  ni  le  rapport,  ni  le 
centre  d'homothétie,  ne  sont  les  mêmes  que  pour  les  développables 
(D),  (D0).  Toutefois  ce  complément  donné  à  la  proposition  de 
M.  Blutel  est  essentiel  pour  la  suite  de  la  recherche. 

1025.  Tl  nous  faut  maintenant  indiquer  comment,  à  l'aide  des 
propositions  précédentes,  on  pourra  déterminer  toutes  les  sur- 
faces (S0)  lorsque  la  surface  (S)  sera  donnée.  On  aura  sept  fonctions 
inconnues  a0,  b0,  c0,  r0,  A0,  X,  p.  et  seulement  les  six  équations 
(23),  (a4)  et  (20);  une  des  fonctions  pourra  donc  être  choisie 
arbitrairement.  Si  c'est  ~k  par  exemple,  que  l'on  supposera  ex- 
primée en  a,  les  équations  (24),  (20)  fourniront  a0,  60,  c0,  [>•  par 
des  quadratures  et  les  deux  équations  (23)  détermineront  ensuite 
r0,  h0  en  fonction  algébrique  de  r  et  de  h.  Du  reste  ces  valeurs 
de  r0,  h0  ressortent  immédiatement  des  formules  précédentes  (22). 
Comme  on  peut  ajouter  à  toutes  ces  relations  la  suivante 

(■26)  d(h0r0)=  X  d(hr), 

obtenue  en  différentiant  la  seconde  équation  (23)  et  tenant  compte 
de  la  relation  (24),  on  reconnaît  que  h0  ne  pourra  être  égal  à  zéro 
tant  que  h  ne  sera  pas  aussi  égal  à  zéro.  En  tenant  compte  aussi 
de  la  première  équation  (23),  on  peut  dire  que  h  et  h0  prennent 
en  même  temps  les  valeurs  o  et  1 . 

Par  suite,  toutes  les  fois  que  (S)  et  (S0)  auront  leurs  lignes  de 
courbure  circulaires,  tous  les  théorèmes  précédents  leur  sont 
applicables  soit  que  l'on  prenne  comme  sphères  (S)  et  (S0) 
associées  dans  les  énoncés  précédents,  les  deux  sphères  inscrites 
ou  les  deux  sphères  orthogonales  aux  deux  surfaces.  Ainsi  se 
trouvent  justifiées  les  propositions  dont  nous  avons  fait  usage  plus 
haut  au  n°  1006. 

1026.  Pour  que  la  solution  précédente  puisse  fournir  sans  aucun 
signe  de  quadrature  La  surface  (S0),  il  faudrait  pouvoir  résoudre 
sans  aucun  signe  de  quadrature  les  équations  suivantes 

dao  _  db^  __  dco  _  d(rQh0)  _  , 
7'  da   ~~   db   ~~   de   —    d{rh) 
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après  quoi  p.  et  /'0  se  détermineraient  sans  difficulté  par  les  for- 
mules (23). 

Le  problème  auquel  on  se  trouve  ainsi  conduit  peut  être  résolu 
de  la  manière  suivante  : 

Déterminons  les  rapports  mutuels  de  quatre  fonctions  A,  B,  C,  H 
de  a  par  les  relations  suivantes 

!A  4  +  B  d b  -4-  G  de  -+-  H  d{  rh  )  =  o, 
A  d2  a  -4-  B  d*  b  -+-  G  d2  c  -+-  H  d2  (  /7i  )  =  o, 
A  d3  a  -+-  B  d3  6  -h  G  d3  c  -+-  H  d3  (  r/i  )  =  o . 

La  différentiation  de  ces  relations  nous  conduira  aux  suivantes 

dAda-+-    dB  db  -+-    f/G  c?c  +    d\i  d(rh)=o, 
d2A  da  -+-  d2 B  afô  -+-  d2 G  de  +  d- H  d(7*h)=  o, 

où  l'on  peut  remplacer,  de  même  que  dans  la  première  (28),  da, 
db,  de,  d(i*li)  par  les  quantités  proportionnelles  da0,  db0,  dcQ, 
^(''o^o))  de  sorte  que  l'on  aura  nécessairement 

(       Ada0-+-       Bdb0-+-      Ccfc0-I-      Hd(j^h0)=o, 

(29)  <     dAda0-h    dBdb0-h     dCdc0-h    c?H  d(roh0)  =  o, 
(  d2  A  da0 -+-  d2 B  dbQ -+-  d'1  G  dc0 -+-  d2 H  d( r0 ^o  )  =  o. 

Prenons  maintenant  comme  inconnue  auxiliaire  u  la  fonction 

(30)  u  =  Aa0  -+-  B60-+-  Gc0+  H/'0/'o- 

En  différenciant  les  deux  membres  de  cette  relation  et  tenant 
compte  des  formules  (29),  il  viendra 

[     du  =  a0    dA-hb0    dB  -+-  c0    c/C -i- /-0  Ao    dH, 

(  3 1  )  <  c/2  m  =  «0  cZ2  A  h-  b0  d2  B  -+-  c0  d2  G  -4-  /*„  A0  d2  H , 

(  d3  u  =  rt0  <r/3  A  -+-  b0  d3  B  -+-  c0  d3  C  -4-  r0  h0  d3  H, 

de  sorte  que  aQ,  b0,  c0,  r0h0  seront  déterminées  par  ces  trois 
équations  et  s'exprimeront  linéairement  au  moyen  de  la  fonction 
arbitraire  u  et  de  ses  trois  premières  dérivées. 

La  question  proposée  se  trouve  ainsi  complètement  résolue.  On 
peut  remarquer  que  ~k  sera  une  fonction  linéaire  de  u  et  de  ses 
quatre  premières  dérivées;  et  comme  \da,  \db,  \dc,  "kd(rh) 
sont  des  différentielles  exactes,  \  sera  V adjointe  de  l'expression 


SURFACES    A    LIGNES    DE    COURBURE    SPIIÉRIQUES.  '2.5 1 

linéaire  qui,  égalée  à  zéro,  donnerait  une  équation  différentielle 
admettant  les  solutions  particulières  a',  b',  c',  (fh)'. 

1027.  Au  lieu  des  calculs  précédents  on  peut  indiquer  une  con- 
struction géométrique  déterminant  la  surface  (S0).  Il  suffît  de  re- 
marquer que  les  formules  (23),  (24)  et  (25)  ne  cessent  pas  de 
subsister  si  l'on  y  remplace  d'abord  h  et  h0  par  1,  puis  /*,  r0  par 
rh,  r0h0.  Gela  revient  à  dire  que  les  surfaces  à  lignes  de  cour- 
bure circulaires  (2;/),  (S'0)  enveloppées  /respectivement  par  les 
sphères  (S"),  (S^)  ont  même  représentation  sphérique.  D'après 
cela,  la  construction  donnée  plus  haut  (n°  1007)  et  indiquée  par 
M.  Rouquet  pour  déduire  de  toute  surface  à  lignes  de  courbure 
circulaires  une  surface  de  même  définition  admettant  même  repré- 
sentation sphérique  nous  permettra  de  construire  la  sphère  (S'0) 
et,  par  suite,  la  courbe  (C0).  Cette  courbe  une  fois  connue,  on 
pourra  construire  le  point  O,  la  sphère  (S0),  les  développables 
(D0),  (Dq)  qui  se  couperont  suivant  la  ligne  de  courbure  (Ko)- 
Du  reste,  le  carré  du  rayon  de  (S0)  est  la  somme  des  carrés  dts 
rayons  de  (S'0)  et  de  (S'0). 

1028.  Revenons  à  la  solution  analytique.  Nous  avons  vu  que  la 
surface  (S0)  dépend  d'une  fonction  arbitraire.  On  peut  disposer 
de  cette  fonction  arbitraire  de  telle  façon  que  la  surface  remplisse 
certaines  conditions  données  à  l'avance,  par  exemple  que  toutes 
les  sphères  (S0)  soient  orthogonales  à  une  sphère  fixe  ou  passent 
par  un  point  fixe.  Ces  deux  conditions  se  traduisent,  avec  des  axes 
convenables,  par  une  équation  de  la  forme  suivante 

ao  "+~  bl~*~  cu  —  ''0  =  const.; 

et,  si  l'on  y  substitue  les  valeurs  de  «0,  b0,  c0,  >'o  en  fonction  de  u, 
on  obtiendra  une  équation  différentielle  du  4e  ordre  à  laquelle 
devra  satisfaire  cette  fonction.  Cette  équation  est  quadratique; 
mais,  en  la  différentiant,  on  fera  apparaître  le  facteur  \  que  1  on 
devra  supprimer;  et  il  restera  une  équation  linéaire  du  5e  ordre. 
Cela  se  voit  tout  de  suite  si  on  l'écrit  sous  la  forme 

«0+60  +  co—  C'V'o)2—  X2/'2(i  —  h-)=  const. 
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Car  en  différentiant  il  viendra 

~k  [a0da  -t-  b0db  ■+-  Code  —  r0h0  d(rh)]  —  X  r  sj i  —  A2  d\k  r  \/ 1  —  h2)  =  o. 

Ainsi,  parmi  les  surfaces  (S0),  il  en  existe  toujours  un  nombre 
illimité  pour  lesquelles  les  sphères  (S0)  passent  par  un  point  fixe 
ou  sont  orthogonales  à  une  sphère  fixe. 

Or,  toute  surface  (S)  pour  laquelle  les  sphères  (S)  passent  par 
un  point  fixe  est  l'inverse  par  rapport  à  ce  point  d'une  surface  (T) 
à  lignes  de  courbure  planes.  Donc  on  pourra  toujours,  par  des 
constructions  géométriques  qui  ri  exigent  aucune  intégration, 
faire  dériver  toutes  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  sphé- 
riques  des  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  :  i°  en  prenant 
les  inverses  de  celles-ci;  i°  en  construisant  ensuite  les  surfaces 
à  lignes  de  courbure  sphériques  de  même  représentation  sphé- 
rique  que  ces  inverses. 

1029.  De  cette  génération  des  surfaces  à  lignes  de  courbure 
sphériques  résultent  plusieurs  propriétés  que  nous  allons  in- 
diquer. 

Remarquons  que,  pour  deux  surfaces  (S),  (S0)  ayant  même  re- 
présentation sphérique  et  pour  deux  lignes  de  courbure  phériques 
correspondantes  (K),  (K0),  les  cônes  enveloppes  des  plans  nor- 
maux ont  leurs  plans  tangents  parallèles  et,  par  suite,  sont  homo- 
thétiques.  Les  développées  isotropes  des  lignes  (K),  (K0),  déve- 
loppées qui  sont  tracées  sur  ces  cônes,  ont  leurs  tangentes 
parallèles,  et  sont,  par  suite,  des  courbes  homothétiques  (bien 
que  leur  rapport  d'homothétie  ne  soit  pas  en  général  égal  à  ~k).  Si 
nous  supposons  que,  pour  la  surface  (S0),  toutes  les  sphères  (S„) 
passent  par  un  point  fixe,  cette  surface  sera  l'inverse  d'une  sur- 
face (T)  à  lignes  de  courbure  planes,  et  les  développées  isotropes 
de  ses  lignes  de  courbure  (K0)  seront  les  inverses  des  développées 
isotropes  des  lignes  de  courbure  planes  de  (T).  C'est,  en  effet, 
une  propriété  essentielle,  signalée  depuis  longtemps  ('),  des  dé- 
veloppables  et  par  suite  des  développées  isotropes,  de  se  conserver 
par  l'inversion.  Comme  les  développées  isotropes  des  lignes  de 


(])   Voir  la  première  Partie  de  l'Ouvrage  cité  plus  haut  [III,  p.  479]. 
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courbure  planes  de  (T)  sont  égales,  nous  pouvons  donc  énoncer 
la  proposition  suivante  : 

Etant  donnée  une  surface  à  lignes  de  courbure  sphériques 
(2),  toutes  les  développées  isotropes  de  ses  lignes  de  courbure 
sphériques  peuvent,  par  des  inversions  convenables  appliquées 
à  chacune  d'elles,  se  transformer  en  des  courbes  identiques. 

En  d'autres  termes,  en  soumettant  les  lignes  de  courbure  (K) 
à  des  inversions  convenables  et  variant  de  l'une  à  l'autre  ligne, 
on  peut  les  placer  toutes  sur  une  même  développable  iso- 
trope (A). 

Si  donc  une  des  lignes  de  courbure  sphériques  est  algé- 
brique, toutes  les  autres  sont  nécessairement  algébriques. 

1030.  Les  remarques  que  nous  venons  de  signaler  rapprochent 
évidemment  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  sphériques  des 
surfaces  à  lignes  de  courbure  planes;  et  l'on  est  conduit  ainsi  à  re- 
chercher s'il  n'existerait  pas,  pour  les  lignes  de  courbure  sphé- 
riques, une  proposition  analogue  au  théorème  du  n°  1000.  Cette 
proposition  existe  effectivement,  mais  son  énoncé  demande 
quelques  explications  préliminaires. 

Considérons,  d'une  manière  générale,  deux  inversions,  définies 
par  les  deux  sphères  principales  (S)  et  (S0).  L'effet  de  ces  deux 
inversions  ne  sera  pas  changé  ('),  si  l'on  substitue  à  ces  deux 
sphères  (S),  (S0)  deux  autres  sphères  passant  par  leur  cercle  d'in- 
tersection (C)  et  se  coupant  sous  le  même  angle  a  que  les  deux 
premières.  On  peut  donc  dire  que  l'effet  des  deux  inversions  est 
défini  si  l'on  donne  le  cercle  (C)  et  l'angle  a.  Ajoutons  que,  pour 
choisir  les  deux  sphères  principales  des  deux  inversions  suc- 
cessives dans  l'ordre  convenable,  il  faut  indiquer  aussi  un  sens 
déterminé  sur  le  cercle  (C).  Nous  appellerons  l'effet  de  ces  deux 
inversions  une  rotation  d'angle  a  autour  du  cercle  (C).  Tandis 
qu'une  inversion  simple  imprime  toujours  des  déplacements  finis 
aux  points  de  l'espace  qui  ne  sont  pas  voisins  de  la  sphère  prin- 


(')   Voir,  en  particulier,  la  Note  VI  de  l'Ouvrage  cité  à  la  page  précédente. 
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cipale,  une  rotation  autour  cVun  cercle  peut  imprimer  des  dé- 
placements infiniment  petits  à  tous  les  points  de  l'espacer  pourvu 
que  son  angle  soit  infiniment  petit. 

Si  l'on  soumet  la  figure  et  sa  transformée  à  une  inversion  dont 
le  pôle  se  trouve  sur  le  cercle  (C),  la  rotation  autour  de  ce  cercle 
se  transforme  en  une  r 
transformée  du  cercle, 


se  transforme  en  une  rotation  du  même  angle  autour  de  la  droite 


1031.  Si  l'on  admet  cette  généralisation  de  la  notion  de  rota- 
tion, il  est  clair  qu'on  peut  soumettre  toute  surface  à  lignes  de 
courbure  circulaires  (S)  à  une  déformation  analogue  à  cette  défor- 
mation particulière  d'une  développable  dans  laquelle  les  généra- 
trices rectilignes  restent  rectilignes.  Faisons  correspondre  aux 
cercles  de  la  surface  les  génératrices  rectilignes  d'une  dévelop- 
pable; aux  rotations  infiniment  petites  autour  de  ces  génératrices 
rectilignes,  des  rotations  d'angle  égal  autour  des  cercles  corres- 
pondants. A  toute  flexion  de  la  développable  correspondra  une 
flexion  isomorphe  de  la  surface  (S),  comportant  dans  sa  définition 
une  fonction  arbitraire. 

Cette  notion  admise,  le  lecteur  démontrera  aisément  le  théorème 
suivant  : 

Pour  obtenir  la  surface  à  lignes  de  courbure  sphériques  la 
plus  générale  on  coupe  une  développable  isotrope  (A)  par  une 
famille  de  sphères  (S);  on  soumet  ensuite  ces  sphères  et  leur 
surface  enveloppe  (Y,)  à  la  flexion  qui  vient  d'être  définie.  Les 
sections  de  la  développable  (A) par  les  sphères  (S)  se  transfor- 
ment ainsi  dans  une  famille  de  courbes  engendrant  la  surface 
cherchée. 

Les  surfaces  qui  coupent  à  angle  droit  une  famille  de  sphères  (S) 
apparaissent  ainsi  comme  les  analogues  des  surfaces  moulures  de 
Monge.  Pour  elles,  les  lignes  de  courbure  sont  les  transformées 
par  des  inversions  d'une  même  courbe,  d'ailleurs  quelconque. 

La  proposition  précédente  permet  évidemment  de  retrouver  les 
propositions  que  nous  avons  obtenues  plus  haut  (n°  1029). 

1032.  Nous  terminerons  ce  Chapitre  en  donnant  la  démonstra- 
tion d'une  proposition  déjà  énoncée  au  n°  483,  et  en  déterminant 
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toutes  les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  sont  planes  ou  sphé- 
riques  dans  les  deux  systèmes.  Nous  commencerons  par  établir 
un  lemme  relatif  à  deux  équations  simultanées  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre.  Soient,  avec  les  notations  habituelles, 

(32) 

(  fi(x,y,*:P,q)  =  o 

ces  deux  équations.  Si  l'on  veut  qu'elles  admettent  une  solution 
commune  avec  une  constante  arbitraire,  il  faudra,  comme  on 
sait,  que  la  relation 


.33) 


dx 

dx 


ndf\  dfr 

P  dz)   dp 

<% 

1  dz  J   dq 

1   dz  J  dp 

(àfi 

dz  J  dq 

se  vérifie  identiquement  ou  soit  une  conséquence  des  proposées. 
La  première  équation  aux  dérivées  partielles  (3a)  a  ses  caracté- 
ristiques définies  par  les  équations  différentielles 

dx         cl  y  dp  dq 

(  34  ) 


dx 

dy 

àf 

àf 

dp 

dq 

v+pV'   dJ-+qdr 

dx  as  dy  dz 

de  même,  pour  la  seconde,  les  caractéristiques  sont  définies  par  le 
système  suivant 

(35)  oœ    _oy    _ 


riX 

°.7 

à/i 

à/i 

dp 

dq 

dx  dz 

de  sorte  que  la  condition  d'intégrabilité  (33)  se  ramène  à  la  re- 
lation 

(36)  dp  ox  —  op  dx  -+-  dq  oy  —  oq  dy  =  o, 

qui  doit  avoir  lieu,  bien  évidemment,  pour  deux  directions  quel- 
conques, en  chaque  point  d'une  surface  intégrale.  Or,  supposons 
que  les  caractéristiques  soient  les  lignes  de  première  courbure 
pour  la  première  équation,  et  les  lignes  de  seconde  courbure  pour 
la  seconde.  On  aura  alors 

n-7-ï  dp         -        dq         -  )  ?jp  lq        -  » 

(07) j-    —    -, -j-     —    A,  > ; —    —    S ; 5-    —    fi., 

'  dx -v- p  dz        dy  -+-  q  dz  ox-^poz        oy  -h  q  os 
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X  et  p.  désignant  des  inconnues  auxiliaires;  de  sorte  que  la  con- 
dition d'intégrabilité  (36)  où  l'on  remplacera  dp,  o/?,  dq,  <îq  par 
leurs  valeurs  déduites  des  équations  précédentes  prendra  la  forme 

(1  —  \x){dx  Bx  -+-  dy  §y  -+-  dz  oz)  =  o, 

et  elle  exprimera  simplement,  \  étant  différent  de  [/.,  la  propriété 
d'orthogonalité  des  deux  familles  de  lignes  de  courbure. 

1033.  D'après  cela,  supposons  qu'une  surface  (S)  ait  toutes  ses 
lignes  de  courbure  sphériques.  Désignons  par  (S,)  les  sphères 
qui  contiennent  les  lignes  de  première  courbure  et  par  (S2)  les 
sphères  qui  contiennent  les  lignes  de  seconde  courbure.  Soient  co, 
l'angle  sous  lequel  la  surface  doit  couper  la  sphère  (S()  et  co2 
l'angle  sous  lequel  elle  doit  couper  la  sphère  (S2).  Parmi  les 
sphères  (S,)  et  (S2),  choisissons  celles  qui  se  coupent  en  un 
point  M  de  l'espace  et  dont  l'intersection  est  un  cercle  (G)  qui 
passe  en  M.  Le  plan  tangent  en  M  à  la  surface  cherchée  sera  évi- 
demment défini  parla  double  condition  de  faire  les  angles  w,  et  to2 
respectivement  avec  les  plans  tangents  en  M  aux  deux  sphères  (S<  ) 
et(S2);  cette  double  condition  montre  qu'il  doit  être  tangent  à 
deux  cônes  de  révolution  ayant  pour  axes  les  rayons  des  deux 
sphères  qui  passent  en  M,  ce  qui  donne,  en  général,  quatre  plans 
distincts.  Prenons  l'un  quelconque  d'entre  eux.  Il  coupera  évi- 
demment les  deux  plans  tangents  aux  sphères  suivant  les  deux 
tangentes  principales  de  la  surface  cherchée.  Par  conséquent, 
pour  que  la  surface  existe,  pour  que  la  condition  d'intégrabilité 
soit  vérifiée,  il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  ces  deux  droites 
soient  rectangulaires.  Cela  donne  une  condition  à  laquelle 
doivent  satisfaire  les  deux  familles  de  sphères  (Sl)et(S2).  Cette 
condition  peut  d'ailleurs  s'exprimer  sous  la  forme  suivante. 

Pour  chaque  point  du  cercle  (C),  construisons  le  trièdre  ayant 
pour  arêtes  les  rayons  des  deux  sphères  (S<),  (S2)  qui  aboutissent 
à  ce  point  et  la  normale  à  la  surface  cherchée  :  le  dièdre  formé 
par  les  faces  du  trièdre  qui  se  coupent  suivant  cette  normale 
devra  être  droit;  et,  par  suite,  si  V  désigne  l'angle  des  sphères 
(S,),  (S2),  la  Trigonométrie  nous  donnera  immédiatement  la  rela- 
tion suivante 

(38)  COSV    —  COSto!  COStû2) 
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Si  les  équations  des  deux  familles  de  sphères  (S,  )  et  (S2)  sont 
données  sous  les  formes  suivantes 

(  (*-ai)s+(<r-M»+(*-c,)«=r1'> 
f  (se  — as)*-h  (y  — bt)*+ (*  —  &%)*  =r\, 

as ,  bK ,  c, ,  rt ,  to,  étant  fonctions  d'un  paramètre  a  et  a2,  b2l  c2,  1-2 
d'un  autre  paramètre  [3,  la  relation  (38)  donnera  la  condition 

(4o)     («i  —  «2)2  +  (bx  —  b2)2-\-  (ci —  c2)2  =  /"f -t-  ;*|  —  2r1ri  coswi  cosod2, 

qui  devra  être  vérifiée  identiquement  et  qui  a  été  le  point  de  dé- 
part du  Mémoire  de  M.  J.-A.  Serret(1). 

1034.  Au  lieu  de  suivre  la  même  méthode,  nous  reprendrons 
le  cercle  (C)  intersection  des  deux  sphères  (St)  et  (Sa)  et  nous 
remarquerons  que,  si  (S)  est  la  surface  cherchée,  une  sphère  (U) 
tangente  en  M  à  (S)  coupera  le  cercle  (C)  en  un  second  point  M, 
tel  que  le  plan  tangent  à  cette  sphère  en  M1  fasse  aussi  les  angles  co, , 
m,  avec  les  deux  sphères  (S,),  (S2)  et  coupe  les  plans  tangents  en 
ce  même  point  Mt  aux  deux  sphères  suivant  deux  droites  rectan- 
gulaires. Il  sera  donc  toujours  possible  d'associer  à  la  surface 
cherchée  (S)  une  autre  surface  (2,)  de  mêmes  propriétés,  de 
même  définition,  coupant  les  sphères  (S<)  et  (S2)  sous  les  mêmes 
angles,  telle,  en  outre,  que  (2)  et  (2^)  constituent,  à  elles  deux, 
les  deux  nappes  de  l'enveloppe  des  sphères  variables  (U);  et,  de 
plus,  les  lignes  de  courbure  se  correspondront  évidemment  sur 
les  deux  nappes  de  cette  enveloppe  de  sphères  (2). 

Nous  pourrons  donc  appliquer  les  propositions  démontrées  au 


(>)  J.-A.  Serret,  Mémoire  sur  les  surfaces  dont  toutes  les  lignes  de  cour- 
bure sont  planes  ou  sphériques  {Journal  de  Liouville,  t.  XVIII,  ire  série,  p.  n3; 
i853). 

(2)  Pour  bien  comprendre  ce  point  essentiel,  remarquons  que,  lorsqu'on  donne 
a  priori  les  familles  de  sphères  (S,),  (S2)  ainsi  que  les  angles  w,,  w2  sous  les- 
quels ces  sphères  doivent  être  coupées  par  la  surface  cherchée  (S),  cette  surface 
devra  vérifier  deux  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  qui  ad- 
mettront une  intégrale  commune  avec  une  constante  arbitraire  toutes  les  fois 
que  la  condition  (38)  ou  (/Jo)  sera  vérifiée.  Mais,  comme  il  passe,  en  chaque 
point  du  cercle  (C),  quatre  plans  tangents  coupant  respectivement  les  sphères  (  S,), 
(S2)  sous  les  angles  w,,  wa,  il  y  aura  quatre  familles  distinctes  de  surfaces  (S), 
D.  —  IV.  17 
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Livre  IV,  Chapitre  XV,  relativement  à  ces  enveloppes.  Pour  plus 
de  symétrie,  nous  emploierons  les  coordonnées  pentasphériques 
(Liv*  II,  Chap.  VI).  Soit 


niiXi=  o 
1 


(40  2 

1 

l'équation  de  la  sphère  (U).  Soient  de  même 

5  5 

(4a)  ^  ajXj  —  o,  (43)  2j  b  1x1=0 


les  équalions  des  sphères  (S()  et  (S2);  les  ai  étant  des  fonctions 
d'un  paramètre  a  et  les  bi  des  fonctions  d'un  paramètre  (3;  les  mt 
dépendront  à  la  fois  de  a  et  de  (3. 

Pour  avoir  les  deux  points  de  contact  de  (Q)  avec  son  enve- 
loppe, il  faut  joindre  à  l'équation  (4i)  ses  deux  dérivées 

(44)  2i-dïXi=0'    2ài?ïXi=0- 

1  1 

Les  deux  points  de  contact  devant  se  trouver  par  hypothèse  sur 
les  sphères  (S(),  (S2),  les  cinq  équations  précédentes  doivent  se 
réduire  à  trois.  On  aura  donc  nécessairement 

l  -y-  =  ^nii  -H  Aaj  -+-  Bibi, 

(45)  <      * 

I   ànij 

[  -jâ  —  *■  1  mi  +A,a('+B^, 

X,  ~kt,  A,  B,  Al7  B4  étant  des  fonctions  auxiliaires  et  i  devant  re- 
cevoir les  valeurs  1 ,  2,  .  .  . ,  5. 

D'autre  part,  les  six  coordonnées  mt  de  la  sphère  (U)  doivent 
être  (n°  477)  des  solutions  particulières  d'une  équation  aux  dé- 
rivées partielles  de  la  forme  suivante  : 

à2  nij  drrii  dm,- 


qui  correspondront  aux  quatre  plans  précédents;  et  ces  familles  se  grouperont 
deux  à  deux  de  telle  manière  que  deux  surfaces  différentes  prises  dans  deux  fa- 
milles associées  forment  les  deux  nappes  de  l'enveloppe  de  sphères  que  nous  con- 
sidérons dans  le  texte. 


SURFACES    A    LIGNES    DE    CQURBURE    SPHÉRIQUES.  259 

Substituons  dans  cette  équation  les  valeurs  de  -~-,  --—  définies 
par  les  équations  (45)  et  celle  de  3—375  déduite,  par  exemple,  de 
la  première  de  ces  équations.  Nous  aurons 

(46)  \  ,R  x 

^  \W  +GB1H-DBH-XBjôiH-B16i=o. 

Si  les  coefficients  de  #;,  6/,  6^-,  m/  dans  cette  équation  n'étaient 
pas  nuls,  l'équation  (4i)  de  la  sphère  tangente  apparaîtrait  comme 
une  combinaison  linéaire  des  équations 

\aiX;=o,         \biXi=o,  2_lb'ixi=o^ 

ce  qui  est  en  contradiction  avec  la  remarque  faite  au  début  de  ce 
numéro,  ces  trois  équations  définissant  deux  points  déterminés 
du  cercle  (C).  Il  faut  donc  que  la  relation  (46)  se  réduise  à  une 
identité  et  que  l'on  ait,  en  particulier, 

On  verra  de  même  que  l'on  a  aussi 

Ai  =  o, 

de  sorte  que  les  deux  équations  (45)  peuvent  se  ramener  à  la 

forme  plus  simple 

/  àrrii        , 

l  -3—  =  A  mi  -+■  A  ai, 

(47)  \   , 

f  -dç  =  limi+Bbi. 

Ecrivons  maintenant  que  les  deux  valeurs  de  t — ^  déduites  de 
ces  équations  sont  égales.  Il  viendra 

/dl       dlA  (dk  \  (dB 

Pour  les  raisons  déjà  indiquées,  on  doit  avoir 

dl        dli  dk  dB 

35 3""  =  °»  315"  —  *ik,  -t—   =  ÀB. 

dp         d%  op  au. 
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Ces   équations    nous   donnent,    en  introduisant   une   fonction 
auxiliaire  h, 

i   dh  i    dh  d(Ah)  _  d(Bh)  _ 

k--hdï'     Ki—hd$'     —df--°>     ~^r-°- 

Nous  aurons  donc 

AA=/(a),         BA  =  «p(p.) 

et  les  équations  (47)  nous  fourniront  la  valeur  suivante  de  m,- 

nith  =    !  ai/(a)  da-h  f  bi<?($)d$. 

Comme  on  peut  évidemment  multiplier  tous  les  mi  par  une  fonc- 
tion quelconque /i,  nous  pourrons  prendre,  pour  i  =  1 ,  2,  3,  4>  5, 


fatf(a)d*+J'bi<iW)dp. 


L'équation  à  laquelle  satisfont  (n°  477)  les  six  coordonnées  de  la 
sphère  sera  donc 

à2  n%i 

à^dj  =  °' 

de  sorte  que   la  sixième  coordonnée   m6  sera,   elle   aussi,    la 
somme  d' une  fonction  de  a  et  d'une  fonction  de  (3. 

1035.  Réciproquement,  considérons  la  surface  enveloppe  d'une 
sphère  pour  laquelle  les  six  coordonnées  sont  données  par  la  for- 
mule 

(48)  mi=Ai+Bi, 

où  A,-,  B;  dépendent  respectivement  de  a  et  de  [3.  Pour  obtenir  la 
surface  il  faudra  joindre  à  l'équation 

(49)  2(A'+B')r<-=° 

1 

ses  deux  dérivées 


(5o)  2A^=°>  2b'j 


1 
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par  rapport  à  a  et"  à  (3.  Prises  isolément,  les  deux  équations  précé- 
dentes définissent  deux  courbes  sphériques  de  la  surface.  La 
sphère  qui  contient  la  première,  par  exemple,  coupe  la  surface 
sous  un  angle  w,  défini  par  la  formule  (n°  156) 

5 

i 
coswt=  


3 

2 


(A6+B6)à   / -%W 
Or  si  l'on  différentie,  par  rapport  à  a,  la  relation  identique 

6 

2(AH-B,)«  =  o, 

i 

qui  doit  nécessairement  exister  (n°  156)  entre  les  six  coordonnées 
de  la  sphère,  il  vient 

5 

2a;-(a1-+b;)+a'6(a6+b6)=o, 


de  sorte  que  l'on  a 

(5i)  coswi 


A'fi 


■2  A? 


L'angle  w,  étant  une  fonction  de  a,  on  voit  que  la  sphère  définie 
par  la  première  équation  (5o)  coupe  la  surface  sous  un  angle 
qui  est  partout  le  même;  et,  par  suite,  les  courbes  de  paramètre  a 
sont  des  lignes  de  courbure  sphériques  de  la  surface.  La  démon- 
stration est  toute  semblable  pour  les  lignes  de  paramètre  (3, 

En  résumé,  nous  obtenons  la  proposition  suivante  : 

Pour  définir  les  surfaces  dont  toutes  les  lignes  de  courbure 
sont  planes  ou  sphériques,  on  déterminera  de  la  manière  la 
plus  générale  six  fonctions  A{-  de  a  et  six  fonctions  B/  de  (3  vé- 
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rifiant  identiquement  la  relation 

6 

1 
puis  on  prendra  V enveloppe  de  la  sphère  variable 

(53)  ]£(A;+B;)*ï=0. 

1 

Les  deux  nappes  de  cette  enveloppe  seront  deux  des  surfaces 
cherchées. 

C'est  la  proposition  déjà  énoncée  au  n°  483. 

1036.  Appliquons-la  à  la  détermination  effective  des  surfaces 
cherchées  :  il  faudra  d'abord  résoudre  l'équation  fonctionnelle  (02). 
Cette  résolution  se  simplifie  beaucoup  si  l'on  emploie  toutes  les 
substitutions  linéaires  orthogonales,  qui  transforment  en  elle- 
même  la  forme  quadratique 

6 

1 

Dans  la  géométrie  des  sphères  elles  jouent  le  même  rôle  que  le 
changement  de  coordonnées  dans  la  géométrie  du  plan.  En  uti- 
lisant les  résultats  obtenus  au  Livre  II,  Chap.  VI,  on  reconnaîtra 
aisément  qu'on  les  obtient  toutes  en  combinant  des  déplacements, 
des  inversions,  des  dilatations  (augmentation  d'une  quantité 
constante  pour  le  rayon  de  toute  sphère).  Nous  admettrons  ce  ré- 
sultat. 

Si  nous  différentions  l'équation  à  résoudre  par  rapport  à  a  et 
à  (3,  elle  devient 


(«)  2 


a;b; 


1  "1 


Etudions  d'abord  celte  dernière  équation. 

Comme  tous  les  B^-  ne  sont  pas  nuls,  en  donnant  à  (3  une  valeur 
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fixe  quelconque,  on  obtiendra  au  moins  une  relation  linéaire,  à 
coefficients  constants,  entre  les  A^.  Supposons  d'abord  qu'il 
n'existe  qu'une  pareille  relation,  savoir 

6 

i 

Si  l'on  a 

on  peut,  par  une  substitution  orthogonale,  ramener  la  relation  à  la 
forme 

(55)  A'6  =  o, 
et  si  Ton  a 

on  la  ramène  de  même  à  la  forme  suivante 

(56)  A '5  -i-  i'Ag  =  o. 

Dans  le  premier  cas,  pour  que  l'équation  (54)  soit  vérifiée,  il 
faut  que  l'on  ait 

b;  =  b;  =  b'3  =  b;,  =  B'3  =  o 

et  l'équation  (52)  devient  alors 

s 

]£](A;+B;)2:=-(A6-t-B6)S. 
1 

Le  premier  membre  ne  pouvant  dépendre  que  de  a  et  le  second 
dépendant  nécessairement  de  (3,  il  y  a  impossibilité.  Le  raisonne- 
ment s'appliquera  de  même  si  l'on  substitue  la  relation  (56)  à  la 
précédente  (55).  Il  n'y  a  donc,  en  ayant  égard  à  ce  que  l'échange 
de  a  et  de  j3  revient  à  un  changement  de  notations,  qu'à  examiner 
deux  hypothèses  :  i°  ou  bien  il  y  a  deux  relations  linéaires  entre 
les  dérivées  A;  par  exemple,  et  quatre  entre  les  dérivées  B);  2°  ou 
bien  il  y  a  trois  relations  linéaires  entre  les  unes  et  les  autres. 

Une  discussion  facile  montre  que  des  relations  linéaires,  en 
nombre  quelconque,  entre  les  A^  par  exemple,  peuvent  toujours, 
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par  une  substitution  orthogonale,  être  ramenées  à  vérifier  les 
deux  conditions  suivantes  : 

i°  Chaque  relation  sera  de  la  forme 

A'h  =  o        ou        A/j  -+-  iA'k  =  o  ; 

2°  De  plus,  la  même  dérivée  A^  ne  figure  que  dans  une  seule 
relation. 

Les  cas  où  quelques-unes  des  relations  contiennent  deux  déri- 
vées se  déduisent  des  autres  par  le  passage  à  la  limite. 

1037.  D'après  cela,  s'il  y  a  deux  relations  seulement  entre 
les  A,-,  on  pourra,  en  se  bornant  au  cas  général,  les  prendre  sous 
la  forme 

A'4  =  o,        A'5  =  o. 
Il  faudra  que  l'on  ait 

b;  =  b;  =  b;  =  b;  =  o; 

par  suite,  B,,  B2,  B3,  Bc,  A5,  A4  seront  des  constantes  que  l'on 
pourra  prendre  égales  à  zéro;  de  sorte  que  l'équation  à  vérifier 
prendra  la  forme 

A?  +  A|  H-  A32  +  A*  =  _  B?  -  BJ 

et  chacun  de  ses  membres  devra  se  réduire  à  une  constante.  On 
pourra  prendre  par  exemple 

B4=  cos  (3,         B5=  sin(3, 

A  \  -+-  k\  -+-  A|  +  A'I  =  —  1 . 

Si  l'on  choisit  un  système  de  sphères  coordonnées  comprenant 
les  trois  plans  principaux,  la  sphère  de  coordonnées  mt  sera  dé- 
finie, en  coordonnées  cartésiennes  as, y,  5,  par  l'équation  suivante 

2  mx  x  -+-  2  m%y  ■+■  2  m3  s  -+-  mk J 

R 

'.  CC* -h   y2_f_z2_(_B2 

-+-  mis - — 5 =  o  ; 

n 

de  sorte  qu'ici  la  surface  cherchée  deviendra  l'enveloppe  de  la 
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sphère 

#2  _|_  y2_|_  z1 

(57)  2Aj^  +  2  A2jk  +  2A3^  +  e'P ^5 e-*'PR  =  o. 

Enjoignant  à  l'équation  précédente  les  deux  dérivées 

(58)  l         A\  #  +  A'2jk+  A'33  =  0, 

î  eJ'P(iP2-HjK2-l--s2)4-e-i'PR2=o, 

on  reconnaît  que  cette  surface   se  réduit  à  un  cône,   d'ailleurs 
quelconque. 

1038.  Envisageons  maintenant  le  cas  où  il  y  a  trois  relations 
entre  les  A'-;  et,  nous  bornant  toujours  au  cas  le  plus  général, 
prenons-les  sous  la  forme 

A'*=  A'5  =  A'6  =  o; 
il  viendra 

Bj  =  B,  =  B3  =  o. 

On  pourra  encore  supposer  nulles  A4,  A5,  A6,  B1?  B2,  B3,  et  l'on 
aura 

A\+\l  +  Al=-Bl-Bl-Bl 

Il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  les  deux  membres  se  réduisent  à 
une  même  constante. 

La  surface  étant  l'enveloppe  de  la  sphère  définie  par  l'équation 


x*~  -+-  JK2  -+-  z"-  —  R 

1     j.ti.iuu  -v  -J.rs.2j>    "t-  a-tt-ï»  -t-  -L»4 

(59) 


[    2  At  4?  -H  2  A2  JK    +"2  A3  5  -+-  B4 


-t,  ^2+r2+^2H-R2 
-H  tB5 *— ^ =  o, 

il  faudra  joindre  à  cette  équation  les  deux  dérivées 

[  A'^  +  AjZ  +  A^^o, 

(60)  I   .  ay«  H-  y« -!_*«_  RJ  ^2  +  J2+z2+R2 

|  B4 — g +  *B5 g =  0. 

On  voit  que  les  lignes  de  première  courbure  sont  dans  les  plans 
tangents  d'un  cône  et  que  les  lignes  de  seconde  courbure  sont  sur 
les  sphères  ayant  pour  centre  le  sommet  de  ce  cône.  On  reconnaît 
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la  surface  de  Monge,  dont  toutes  les  normales  sont  tangentes 
à  un  cône. 

En  résumé,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Les  surfaces  dont  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  planes  ou 
sphériques  se  déduisent,  par  des  inversions  et  des  dilatations, 
soit  d'un  cône,  soit  de  la  surface  dont  toutes  les  normales  sont 
tangentes  à  un  cône,  ou  bien  elles  dérivent  par  dégénérescence 
des  surfaces  ainsi  obtenues. 
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CHAPITRE  XII. 

GÉNÉRALISATIONS     DIVERSES. 

Systèmes  d'équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  à  n  va- 
riables indépendantes  dans  lesquels  chaque  équation  ne  contient  qu'une  dérivée 
seconde  prise  par  rapport  à  deux  variables  différentes.  —  Forme  type  de  ces 
systèmes,  condition  pour  qu'ils  admettent  /H-i  intégrales  linéairement  indé- 
pendantes. —  Extension  à  ces  systèmes  de  la  méthode  de  Laplace.  —  Comment 
on  les  intègre  lorsque  la  suite  de  Laplace  se  termine  dans  un  sens.  —  Indica- 
tion de  certains  systèmes  généraux  dont  l'intégrale  peut  être  obtenue.  —  Cas 
particuliers.  —  Applications  géométriques.  —  Systèmes  de  coordonnées  curvi- 
lignes à  lignes  conjuguées.  —  Ces  systèmes  sont  les  seuls  qui  puissent  corres- 
pondre à  d'autres  systèmes,  les  plans  tangents  aux  surfaces  coordonnées  étant 
parallèles  pour  les  points  correspondants.  —  Interprétation  géométrique  des 
substitutions  de  Laplace  généralisées.  —  Cas  particulier  des  systèmes  triples 
orthogonaux.  —  Théorème  de  M.  Combescure.  —  Démonstration  directe  de  ce 
théorème.  —  Application.  —  Détermination  d'une  classe  de  systèmes  triples  pour 
lesquels  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  planes.  —  En  combinant  l'inver- 
sion avec  le  théorème  de  M.  Combescure,  on  peut  faire  dériver  d'un  système 
triple  orthogonal  une  suite  illimitée  de  systèmes  analogues.  —  Détermina- 
tion des  systèmes  orthogonaux  à  lignes  de  courbure  planes  dans  un  seul  sys- 
tème. —  Détermination  des  systèmes  orthogonaux  à  lignes  de  courbure  sphé- 
riques  dans  un  seul  système. 


1039.  Bien  qu'il  n'entre  pas  dans  notre  plan  de  faire  une  étude 
détaillée  et  complète  des  systèmes  orthogonaux,  nous  croyons 
cependant  qu'il  sera  utile,  pour  bien  saisir  les  méthodes  précé- 
dentes, de  montrer  comment  elles  peuvent  être  généralisées  et 
étendues.  Nous  trouverons  ainsi  l'occasion  de  revenir  sur  les  pro- 
positions analytiques  établies  au  Livre  IV  et  de  montrer  qu'elles 
peuvent  être  beaucoup  développées;  que  les  démonstrations  sub- 
sistent, presque  sans  modification,  lorsqu'on  substitue  à  une 
équation  linéaire  du  second  ordre  certains  systèmes  du  même 
ordre  auxquels  doit  satisfaire  une  fonction  inconnue  de  plusieurs 
variables. 

Désignons  par  p,  pl9  p2,  ...,  ç>n-\  un  système  de  n  variables 
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indépendantes  et  envisageons  le  système  des  équations 

d^u  du  du 

dpidpk  àpk  dpi 

où  i  et  k  peuvent  prendre  deux  valeurs  différentes  quelconques 
dans  la  suite  o,  i,  2,  .  .  . ,  n  —  i;  de  sorte  que  le  système  com- 
prend   équations  simultanées.  Nous  chercherons  en  pre- 
mier lieu  les  conditions  qui  sont  nécessaires  pour  qu'il  admette, 
en  dehors  de  la  solution  évidente  u  =  i,  n  solutions  distinctes, 
linéairement  indépendantes. 

Pour  obtenir  ces  conditions,  nous  allons  former  de  trois  ma- 
nières différentes  les  valeurs  des  dérivées  troisièmes  telles  que 

dsU  ,  -,  ,       i  r\ 

- — r — —  et  nous  écrirons  que  ces  valeurs  sont  égales.  Un  trouve, 

dpi  dpk  dpi  ^  & 

par  exemple,  en  prenant  la  dérivée  de  l'équation  (i)  par  rapport 
à  pi,  l  étant  différent  de  i  et  dek,  et  en  substituant  les  valeurs  des 
dérivées  secondes  qu'introduit  cette  opération, 

à3  u  I  dcikt  \  du 


àpidpkdpl       \àpt     '   ~""~"JdPt 

àaiic  \   du  du 

dpi  }  dpk  dpi 

Permutons  dans  les  deux  membres  les  indices  k  et  l,  par  exemple  ; 
le  premier  membre  ne  changera  pas.  Comme,  par  hypothèse,  le 
système  doit  admettre  n  solutions  linéairement  indépendantes  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  une  solution  dont  les  dérivées  premières 
peuvent  être  choisies  arbitrairement  pour  un  système  quelconque 
de  valeurs  des  variables  indépendantes,  les  coefficients  des  mêmes 
dérivées  du  premier  ordre  devront  être  égaux  dans  les  deux  ex- 
pressions ainsi  obtenues  de  la  dérivée  troisième.  Gela  nous  con- 
duit à  des  relations  du  type  suivant 

/    v  dctik 

(2)  — —  =  aua/k-h  aiictik— (lucane        (i  je  k  ^  l). 

Echangeons  dans  cette  relation  les  indices  i  et  l  :  le  second 
membre  ne  change  pas.  On  doit  donc  avoir 

datk  _  da/k . 
dpi   ~   àpt  ' 
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et,  par  conséquent,  a^,  ciik  sont  les  dérivées,  par  rapport  à  Oj  et 
à  pi,  d'une  même  fonction  que  nous  désignerons  par  logH*;  de 
sorte  que  l'on  pourra  poser 

L'équation  de  condition  (2)  deviendra 

(4) 


d*Kk 

1     dtti  âEk 

1     OU/  dHk 

àpi dpi 

U£    dpi    dpi 

n  H,   dpi   ~dpi 

et  le  système  (1)  prendra  la  forme  suivante 

d^u  1     àY{k   du         1     àU.i  du  I  i^£k, 


vu,  1      unfc    uu  1      uni    vu,  /  i  7=  a  ,  \ 

dpi  dp  %        H/L.    dpi    dp  ^        Hi  dpk   dpi  \i,  k  =  o,  1,  2,  ...,  n  —  1/ 

Les  relations  (4),  auxquelles  doivent  satisfaire  les  fonctions  H/, 

sont  au  nombre  de  — — -•  Nous  indiquerons  plus  loin  de 

nombreux  exemples  dans  lesquels  ces  relations  en  si  grand  nombre 
sont  toutes  vérifiées.  Dans  ce  cas  le  système  (5)  admettra  d'ailleurs, 
non  seulement  n  solutions  particulières  linéairement  indépen- 
dantes, mais  aussi  une  solution  générale  contenant  n  fonctions 
arbitraires  d'une  seule  variable  indépendante;  c'est-à-dire  que,  si 
l'on  calcule  de  proche  en  proche  les  dérivées  des  différents  ordres 
de  u  pour  un  système  quelconque  de  valeurs  de  p,  p,,  .  . .,  pn_^ 

les  dérivées  de  chaque  ordre  relatives  à  une  seule  variable  -z — > 

à'"-u  ,  .  i  •       ■ 

— —  ?  •  •  •  demeureront  toujours  arbitraires. 

Pour  ne  pas  compliquer  la  théorie,  nous  avons  laissé  de  côté 
les  systèmes  de  la  forme 

.  „ .  d%  u  du  du       , 

(6  )  - — -: atk aki biku  =  o, 

àpidpk  àpk  dpi 

qui  contiennent  la  fonction  inconnue;  mais,  dès  que  l'on  en  con- 
naîtra une  solution  particulière  u'.  il  suffira  d'effectuer  la  substi- 
tution 

u  ==  u'v, 

pour  être  ramené  à  un  système  en  v  qui  devra  admettre  la  solu- 
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tion  v  =  1  et,  par  suite,  sera  de  la  forme.  (1).  On  peut  donc  dire 
que,  dès  qu'un  système  de  la  forme  précédente  admet  n  -+- 1  solu- 
tions linéairement  indépendantes,  il  est  réductible  à  la  forme  (5) 
et  admet  une  solution  contenant  n  fonctions  arbitraires  d'une  va- 
riable. 

1040.  Si  l'on  désigne,  conformément  à  une  notation  déjà 
employée  au  Livre  IV,  par  fik{u)  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (5),  c'est-à-dire  si  l'on  pose 

à- 11  1     dHk    du  1     dHi  du 

(7)  ,        fikW  =  d^dpk  ~  wk  ~djj  dj~k  ~  eu  dj;  dPy 

on  reconnaîtra  aisément  que  les  relations  auxquelles  doivent  satis- 
faire les  H/  s'expriment  par  la  formule  simple 

(8)  fa.(Et)=o        (i^k^él), 

D'après  la  manière  même  dont  on  les  a  obtenues,  on  voit  qu'il 
y  a,  entre  les  symboles/}*,  les  relations  identiques 

d fik(u)         1     àEk  1    dEc   . 

dp/  H/,    dpi  J  Et  àpk  J 

à  fki(u)  i     dEi    .    .    .  1     dEic    ,    . 

(9)       î  =  ~^?r+  m  w*Mu)  +  m^7Mu) 

àfn(u)  1    àEt  1    dEt 

-       d^T  +  Hi  àp]fiM  +  E/  "5p7  ■**<">' 

les  indices  î,  k,  l  étant  toujours  supposés  différents.  Ces  identités 
montrent  déjà  que  les  relations  auxquelles  doivent  satisfaire  les 
fonctions  H  ne  sont  pas  essentiellement  distinctes. 

Elles  permettent  encore  de  donner  une  forme  plus  précise  à  un 
énoncé  précédent  et  de  démontrer  que,  sous  les  conditions  ha- 
bituelles de  continuité  pour  les  coefficients,  le  système  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  simultanées  (5)  admet  une  solution  u 
satisfaisant  aux  conditions  initiales  suivantes  : 

Soient  p°,  p°,  .  .  .,  p°_4  un  système  de  valeurs  des  variables  in- 
dépendantes. Choisissons  n  fonctions /(p),/,  (p,  ),  ...,  fn_K  (pn_i), 
assujetties  à  l'unique  condition  de  se  réduire  à  une  même  con- 
stante quand  on  remplace  dans  chacune  d'elles  la  variable  p;  par 
sa  valeur  initiale  p°.  Il  existera  une  solution  du  système  (5),   et 
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une  seule,  se  réduisant  à  fi(oi)  lorsque  toutes  les   variables  o* 
autres  que  p;  se  réduiront  à  leurs  valeurs  initiales  p£ . 

Cette  proposition  est  une  simple  conséquence  de  celle  que  nous 
avons  établie  au  Livre  IV,  Chap.  IV,  relativement  à  une  seule 
équation.  Pour  plus  de  netteté,  bornons-nous  au  cas  de  trois  va- 
riables indépendantes  p,  p,,  p2.  La  solution  cherchée  u  doit  se 
réduire 


à     /(?) 

pour 

Pi  =  P?> 

?.  =  ?? 

à  /i(pi) 

pour 

P  =  P°> 

P2   =   PS 

à/»(p») 

pour 

P  =  P0' 

pl  =  p; 

Elle  sera  donc  pleinement  déterminée,  pour  p,  =  p",  par  la 
condition  de  satisfaire  à  l'équation 

foi(u)  =  o, 

et  de  se  réduire  à/(p)  ou  à  /2(p2)  suivant  que  p2  ou  p  prennent 
les  valeurs  p"  ou  p°.  Soit  u'  la  fonction,  ainsi  obtenue,  de  p  et 
de  p2. 

Pour  le  même  motif,  la  fonction  u  sera  déterminée,  pour  p  =  p°, 
par  la  condition  de  satisfaire  à  l'équation 

/«  (a)  =  0, 

et  de  se  réduire  à/(  (pi  )  ou  à/2(p2)  suivant  que  p2  ou  pi  prennent 
les  valeurs  initiales  p°  ou  p".  Soit  u"  la  fonction  ainsi  obtenue 
de  p)  et  de  p2. 

Cela  posé,  en  vertu  même  de  la  proposition  que  nous  venons 
d'invoquer,  la  fonction  cherchée  u  sera  complètement  déterminée 
parla  condition  de  satisfaire  à  l'équation 

O)  /oiO)  =  o, 

pour  toutes  les  valeurs  de  p,  pl}  p2,  de  se  réduire  à  u',  pour 
p,  =  p°,  et  à  u"  pour  p  =  p°.  Il  ne  reste  plus  qu'à  démontrer  que 
la  fonction  ainsi  obtenue  satisfait,  pour  toutes  les  valeurs  des  va- 
riables indépendantes,  aux  deux  autres  équations 

/02(i<)  =  o,       fl2(u)  =  o, 

qui  composent,  dans  ce  cas,  le  système  (5). 

Si  l'on  tient  compte  de  l'équation  («),   les  identités  (9)  nous 


272  LIVRE    VIII.  —   CHAPITRE    XII. 

donnent  ici  les  relations 

1     dH1  1    dH 

_  àfVz{u)    ,      1    <M2 

=  ~^?7-  +  h2"^/i2(w)' 

qui  ont  lieu  pour  toutes  les  valeurs  des  variables  indépendantes. 
Ces  relations  peuvent  être  envisagées  comme  des  équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  auxquelles  doivent  satisfaire 
les  deux  fonctions  inconnues  y20(  m),  f2\(u)-  En  éliminant,  par 
exemple,  f2o{u)i  on  sera  conduit  à  une  équation  de  la  forme 

(c)  d-p4^+Ad^f^+Bd-I^  +  Cf^u)  =  o. 

dpdp!  dp  dpt  J     K    ' 

Recherchons  les  -conditions  initiales  auxquelles  doit  satisfaire 
fi2(u)-  On  a  d'abord,  u  se  réduisant  alors  à  ii\ 

/i2O)  =  0         pour         p  =  po, 

D'autre  part,  si  l'on  fait,  dans  les  identités  (b),  p,  =  p°,  comme 
on  a  alors /02(w)  =  o,  il  vient 

àftt(u)  _     1    dHt 
~~dp~~  -Ri  ~dp~/n(u)' 
et,  de  là,  on  déduit 

/i2(M)  =  Hi^(p2)        pour        pi  =  pï- 

Mais  comme/, o  (m)  est  nul  par  hypothèse  pour  p  =  p°,  quelles 
que  soient  les  autres  variables,  il  faudra  que  l'on  ait 

Hi^(p2)  =  o        pour         p  =  p°, 

et,  par  conséquent,  H,  n'étant  pas  nul  en  vertu  des   conditions 
de  continuité, 

»Kp>)  =  0. 

On  voit  que  la  fonction  f,,(u)  devra  être  nulle  soit  pour 
p  =  p°  soit  pour  p,  =  p?  et,  comme  elle  doit  en  outre  vérifier 
l'équation  (c),  elle  sera  nécessairement  nulle  pour  toutes  les  va- 
leurs de  p,  p),  p2. 
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Le  raisonnement  fait  pour  fi2(u)  se  répète  évidemment  pour 
foz{u)  et  l'on  voit  que  la  fonction  u  satisfait  aussi  à  l'équation 

/0,(k)  =  o, 
ce  qui  achève  la  démonstration. 

1041.  Nous  ajouterons  la  remarque  suivante  relative  aux 
relations  entre  les  H;.  Introduisons  les  quantités  (3^  définies  par 
la  formule 

(lo)  ^=h^' 

Les  relations  (4)  ou  (8)  s'exprimeront  uniquement  au  moyen 
des  ftik  et  prendront  la  forme  simple 

de  sorte  que,  si  l'on  pose 


1  viendra 


^  =  Pi*P*/P«+P«P«P/*, 


et  l'on  aura,  par  suite, 


àpi    '  '    àp£    "   dpk  ' 


Ces  relations  permettent  d'introduire  une  fonction  V  telle  que 
l'on  ait 


Mite  =  PiA  Paï  = 


^P« ^Pa 


On  peut  exprimer  tous  les  (3^  en  fonction  de  V,  former  des 
équations  aux  dérivées  partielles  auxquelles  V  devra  satisfaire; 
mais  nous  laisserons  de  côté  tout  ce  qui  concerne  cette  fonction. 

1042.  Supposons  que  l'on  ait  obtenu  d'une  manière  quelconque 
un  système  de  la  forme  (5),  pour  lequel  toutes  les  conditions 
d'intégrabilité  soient  vérifiées,  et  proposons-nous  de  rechercher 
comment  on  peut  l'intégrer. 

D.  —  IV.  18 
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Nous   allons   montrer   qu'ici    encore    on    peut  employer    avec 
succès  la  substitution  de  Laplace  (n°  330). 
Considérons,  en  effet,  l'équation  particulière 

(12)  fik(u)  =  o. 

Si  elle  était  seule  et  si  l'on  voulait  lui  appliquer  la  substitution 
de  Laplace,  il  faudrait,  par  exemple,  substituer  à  u  la  fonction  p, 
définie  par  l'équation 

au         1    dHk , 

((3)  -r-  =  Tj-   -t—  (u . -t-  p). 

api        H/,    dpi 

Si  l'on  pose  alors 

H,  dHt         H|    dMogH*  H,. 

(l4)       hk=  m  ^  -  w  ^1^-  =-  dHr/'*(H*)' 

dp*  ^Pi- 

on aura 

°5)  ^Hy/"4"^ 

et  v  satisfera  à  l'équation 

/  n  à"1  v  1     dL/,.    dp  1    dht   dv 

dp;  âpk       Lk  dpi   ôpk        Lj  dpk  dpt  ~ 

où  l'on  a  posé 

do,- 


On  verra  de  même  que  si  l'on  introduit  les  quantités  Lk-  dé- 
finies par  les  relations 

H   dUk'  —  H    ^5* 

^Pi- 
la fonction  p  satisfera,  pour  toutes  les  valeurs  distinctes  de  i!  et 
de  k' ,  au  système 

)      •  d^v      _    1     dU'    dv  1     dhk-    dv 

d?rdpk,       Lr  dpk>  dpr       Lk,  dpr   dpk>' 

tout  semblable  au  proposé. 
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Comme  on  a  — — équations,  comme  chacune  fournit  deux 

substitutions,  on  voit  que  chaque  système  de  la  forme  (5)  admettra, 
en  général,  n(n  —  i)  systèmes  dérivés,  n(n  —  i)  systèmes  con- 
tinus. De  ceux-ci,  on  pourra  en  déduire  d'autres  et  continuer,  soit 
indéfiniment,  soit  au  moins  jusqu'à  ce  que  l'une  des  équations 
qui  composent  le  système  ait  un  de  ses  deux  invariants  égal  à 
zéro. 

Il  y  a  de  nombreuses  relations  entre  toutes  les  substitutions 
ainsi  obtenues  :  nous  nous  contenterons  de  signaler  la  propriété 
suivante  : 

Si  l'on  désigne  par  S/#  la  substitution  définie  par  la  formule  (i3), 
l'effet  de  deux  substitutions  S^,  S^»  appliquées  successivement  ne 
change  pas  lorsqu'on  échange,  soit  les  deux  premiers,  soit  les 
deux  seconds  indices. 

1043.  Examinons  ce  qui  arrive  lorsqu'une  des  substitutions  S,-# 
devient  impossible,  c'est-à-dire  lorsque  l'équation  d'indices  i  et  À" 
du  système  (5)  a  l'un  de  ses  invariants  nuls.  Pour  plus  de  simpli- 
cité, nous  nous  bornerons  au  cas  de  trois  variables  p,  p,,  p2,  qui 
se  présentera  seul  dans  les  applications. 

Considérons  l'équation 

.      .  .  -,    .  d^-u  i    dHj    dit  i    dH,   du 

(  20  )  t\î{U)=   t r ■  tj-    ——    -z —  —  7j ~   -. —  =o, 

dpidpi        Hi  .dp%   dpi        H2    dpv   àp2 

et  supposons  que  son  invariant 

_  e^logHt         i    <?Hi     t    c)H2 
dpi  dp%         Hi    dp%   H2    dpi 

soit  nul.  Cela  se  traduira  par  la  relation 

(21)  /l2(Ht)  =  0. 

On  a  déjà 

/02(Hi)  =  O. 

Si  donc  nous  substituons  H{  à  la  place  de   u  dans  les  iden- 
tités (9)  où  l'on  remplacera  par  o,  1,  2  les  indices  différents  ï,  k,  l. 
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il  viendra 

On  déduit  donc  de  là,  soit 
(22)  /oi(HI)  =  o, 

soit 

1    dHj  _  1   m 
(a3)  til~dp^  ~  H  dp2' 

Envisageons  d'abord  la  première  hypothèse  :  H,  est  alors  une 
solution  des  trois  équations  qui  composent  le  système;  si  l'on 
effectue  la  substitution 

u  =  Hjf, 

on  aura  un  système  tout  semblable  au  proposé,  mais  dans  lequel, 
H2  et  H3  étant  remplacés  par  de  nouvelles  fonctions,  H(  serait 
fait  égal  à  l'unité.  Introduisons  donc,  pour  ne  pas  changer  de  no- 
tations, cette  hypothèse  directement  dans  le  système  proposé.  La 
première  et  la  troisième  équation  s'intégreront  à  vue  et  nous 
donneront 

?=H2Sl,  ^  =  HTl) 

dp2  dp 

S1  et  Tf  étant  des  fonctions  qui  ne  dépendent  pas  de  p,.  Portant 

successivement  les  valeurs  de  -r- >  -r—  dans  la  seconde  équation, 

dp      dp2  * 

nous  trouverons 

dp    ~  H,  àp%     u  dp2  "H    dp      *' 

Il  est  clair  que  ces  équations  ne  peuvent  fournir  des  valeurs 
de  S!  et  de  T1  indépendantes  de  p1  que  si  l'on  a 

dB       „  dH,      „_ 

dp2  dp 

A,  et  Bt  ne  dépendant  nullement  de  p4 .  Alors  S(  et  T,  se  détermi- 
neront par  le  système 
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qui  ne  contient  que  deux  variables  indépendantes.  Puis  on  aura 

(24)  u=  f(HT1^p  +  H2'S1dp2)'  +  /(p1). 

1044.   Examinons  maintenant  la  seconde  hypothèse,  celle  où 

l'on  a 

1    dEi  _  1   dU 
Hj    dp2        H  e)p2 
ce  qui  donne 

R2  ne  dépendant  pas  de  p2.  Si  nous  faisons  la  substitution 

u  =  HiP, 
nos  trois  équations  deviendront 

/i2(HiP)  =  t —    Hn —     —  =-  — — ■  Hi  - — •  =  o, 
àpi\       àpz)        H,    ^pi      1  dp2 

/02(H1t»)=   —     Hi-—      —  ^  -v-  Hj-—  =  o, 

Op    \  dp2/  "2      "P  »p2 

c)V  dloeR,  dv 

dp  dp!  dpi       dp 

Mais  les  identités  (9)  nous  donnent  ici  la  relation,  déjà  écrite 
plus  haut, 

<?/oi(Ht)       ,  ,„'      1    dH, 

dp,      =-/oi(Hi)h7^7' 

d'où  l'on  déduit,  en  intégrant, 

/oi(H!)  =  H1S2, 

S2  étant  de  même  définition  que  R2,  c'est-à-dire  ne  contenant 
pas  p2.  Les  deux  premières  équations  en  v  admettent  l'intégrale 
générale 

dv 

où  a2  dépend  exclusivement  de  p2.  En  intégrant,  on  déduit  de  là 


/^2a2H,   . 
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U2  étant  indépendant  de  p2  comme  S2  et  T2,  et  a  désignant  une 
constante  quelconque.  Comme  on  a 

/oi(H2)  =  o, 
l'équation 

/oi(Hip)  =  0 

admet  la  solution  définie  par  la  formule 

IV  =  H2; 

et  comme,  après  la  division  par  H, ,  ses  coefficients  sont  ramenés 
à  ne  plus  contenir  p2,  elle  admet  aussi  l'intégrale 


I 


Donc  la  solution  générale  du  système  proposé  sera  définie  par 
la  formule 

/  Cn  rp2«2H2  .       TT 

(25)  v  =    \      -^— rtp2  +  U2, 

U2  étant  déterminée  par  la  condition  de  vérifier  l'équation 

(26)       — wt —  =  Wàit    ~^r~  w +s^=°> 

où  R2  et  S2  sont  deux  fonctions  connues  de  p  et  de  p, . 

1045.  La  théorie  complète  des  systèmes  d'équations  aux  dé- 
rivées partielles  précédents  nous  entraînerait  trop  loin.  Nous 
nous  contenterons  de  signaler  rapidement  le  cas  où  la  solution 
générale  se  présente  sous  la  forme  la  plus  simple  et  la  plus  utile 
pour  les  applications. 

Pour  plus  de  netteté,  et  comme  la  méthode  est  la  même  dans 
tous  les  cas,  nous  supposerons  le  nombre  des  variables  égal  à  3. 

Supposons  qu'on  ait  obtenu  par  un  moyen  quelconque  un  sys- 
tème d'équations  aux  dérivées  partielles 

,      N          à*u                 du               du        .  (ifék), 

(27)      -5 — ; aik a  ià  - biku  =  0  )-j 

àpidp/(  dp;  dpk  (1,  k  =  o,  1,  2), 

pour  lequel  les  conditions  d'intégrabilité  soient  satisfaites  et  dont 
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on  ait  déterminé  l'intégrale  générale  u.  Considérons  une  expres- 
sion de  la  forme  suivante 


(28) 


Z  =  A  u  -+-  Ai  -r— 

dp 


àmu 

do"1 


„   du  „    dnu        „    du 

Btl K..-t-B„— -  +  Ci 


à?i 


dp? 


à?* 


-...-H  G, 


dPu 
IpJ' 


dont  nous  déterminerons  les  coefficients  par  la  condition  que  Z 
s'annule  quand  on  y  remplace  l'intégrale  générale  u  par  des  inté- 
grales particulières,  linéairement  indépendantes,  du  système  pro- 
posé, en  nombre  égal  à 

m  -+-  n  -+- p. 

Nous  aurons  l'équivalent  des  expressions  (m,  ri)  considérées 
au  Chapitre  VIII  du  Livre  IV.  La  démonstration  donnée  au 
n°  399  montrera  ici  que  Z  est  l'intégrale  d'un  système  tout  pareil 
au  proposé  (27). 

Il  y  a  là,  on  le  voit,  un  moyen  très  général  de  faire  dériver  de 
tout  système  que  l'on  sait  intégrer  une  suite  illimitée  d'autres 
systèmes  dont  l'intégration  se  rattache  à  celle  du  premier. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  système  proposé  soit  constitué 
par  les  trois  équations 

à^u 
dPi  dpk  ~ 

En  choisissant  l'unité  parmi  les  solutions  particulières  qui 
doivent  annuler  Z,  on  sera  conduit  à  introduire  le  déterminant 
suivant  : 


(29) 


où  ri,  Si,  .  .  . ,  wi  sont  des  fonctions  données  de  la  variable  p; 
tandis  que  l'on  désigne  par  R,  R,,  R2  des  fonctions  arbitraires 
de  la  variable  de  même  indice.  Ce  déterminant  A  sera  l'intégrale 
générale  d'un  système  analogue  au  système  (27).  On  peutd'ailleurs 
le  démontrer  directement  en  répétant  le  raisonnement  du  n°  340. 


R 

R'     . 

K{m) 

Ri 

r;    .. 

.     R'/1* 

R2 

. .      Rf 

7' 

r' 

r[m) 

''i 

r\       .  . 

.      r[ll) 

r-i 

r(p) 

S 

s' 

*i 

*2 

W 

w' 

w(in) 

wx 

w\      .  . 

.      w{'l) 

(V2 

. .    wT 
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Les  équations  aux  dérivées  partielles  auxquelles  satisfait  A  ad- 
mettent les  solutions  particulières 

d\  d\  d\ 

àH'      dRl'     d R2  ' 

obtenues  en  donnant  à  l'une  des  fonctions  arbitraires  R,  Rb  R2 
la  valear  i ,  et  aux  deux  autres  la  valeur  zéro.  On  pourra  donc,  par 
exemple,  par  la  substitution 

à\ 
(3o)  A=^U, 

obtenir  pour  U  un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  ne 
contenant  plus  la  fonction  U. 

1046.   Parmi  les  cas  particuliers  les  plus  intéressants,  on  peut 
signaler  les  suivants  : 
L'expression 

R  Rt  R2 


(3i)      u  = 


(p  —  pi)  (p  ps)  (Pl—  P)(pl—  pg)  (p2—  P)(P2—   Ri] 


où  R,  dépend  de  la  seule  variable  p?-,  est  l'intégrale  générale  du 
système 

à^-u  du         du 

(32)  (pt—pk)- —  = —  (l,  k=o,  I,  2). 

1  dp£  àpk        dpt        dp/, 

Si  l'on  diflférentie  ces  équations  m  —  i  fois  par  rapport  à  p, 
mK  —  i  fois  par  rapport  à  p( ,  m2  —  i  fois  par  rapport  à  p2j  on  verra 
que 

ç)m+mx+m2— 3  u 
~  àpm~l  dp'j"!-1  dp»2---1 

est  l'intégrale  générale  du  système 

(33)  (Pl—p/c)-, r~  =  mk -Â mil—  (^  A"  =  0,1,   2), 

r  àpt  àpk  dpi  àp/c 

dont  nous  allons  dire  quelques  mots,  en  attribuant  maintenant  des 
valeurs  quelconques  aux  coefficients  mi. 

D'abord  le  système  admet,  pour  toutes  les  valeurs  de  h:  la  solu- 
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tion  particulière 

(34)  p=(p-H/i)-'"(pi-î-^)-,",(p2+/0-;"2> 
et,  sous  ce  point  de  vue,  il  se  rattache  au  suivant 

,  „,  ,  .    d2  u  du        du  . 

(35)  (ri  —  rjt)-, — r-  =  ^—  —  t-         (i,  #:  =  o,  i,  2), 

où  /'j  dépend  de  la  seule  variable  p;,  et  auquel  se  ramènent  tous 
ceux  pour  lesquels  il  existe  une  infinité  de  solutions  particu- 
lières formées  du  produit  de  trois  fonctions  qui  dépendent,  cha- 
cune, d'une  seule  des  variables  p,  p1 ,  p2.  Ces  solutions  parti- 
culières ont  d'ailleurs  pour  expression  générale 


(36) 


la  constante  h  pouvant  recevoir  des  valeurs  quelconques. 

En  second  lieu,  les  substitutions  définies  plus  haut  (n°  1042) 
transforment  le  système  (33)  en  un  système  analogue,  où  l'un  des 
coefficients  est  augmenté  et  un  autre  diminué  d'une  unité.  Cette 
remarque  facilite  beaucoup  l'intégration. 

Enfin  ici  encore  on  peut  démontrer,  en  généralisant  la  remarque 
de  M.  Appell  (n°  349),  que  si 

k=/(P*  pi.  P») 

est  une  solution  quelconque  du  système,  on  pourra  en  déduire  la 
solution  plus  générale 

/x  7\        ,  7x         j,[ap-\-b     açn-^rb     ap2-hb\ 

v    r  '       v    r  '        v   r  '        J\cp-\-d     cpl-+-d     cp*-hd/ 

<z,  b,  c,  d  désignant  des  constantes  quelconques. 

1047.  Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  la  théorie  analy- 
tique; les  applications  géométriques  que  nous  allons  étudier  nous 
fourniront  d'ailleurs  les  moyens  d'obtenir  un  grand  nombre  de 
systèmes  intégrables  de  la  forme  que  nous  étudions  ici. 

D'après  le  théorème  de  Dupin,  qui  constitue  certainement  la 
propriété  géométrique  la   plus   importante  des  systèmes  triples 
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orthogonaux,  deux  surfaces  quelconques  appartenant  à  deux 
familles  différentes  d'un  système  orthogonal  se  coupent  suivant 
une  ligne  de  courbure  commune;  de  sorte  que  les  courbes  suivant 
lesquelles  chaque  surface  est  coupée  par  celles  qui  appartiennent 
à  d'autres  familles  y  forment  un  réseau  conj ugué.  Proposons-nous, 
d'une  manière  générale,  de  trouver  tous  les  systèmes  de  coor- 
données curvilignes  pour  lesquels  les  lignes  d'intersection  des 
surfaces  appartenant  à  des  familles  différentes  tracent  sur  chaque 
surface  un  réseau  conjugué.  Si  nous  désignons  encore  par  p,  p i ,  p2 
les  paramètres  des  trois  familles  de  surfaces  qui  composent  le 
système  cherché,  les  coordonnées  cartésiennes  x,  y,  z  d'un 
point  de  l'espace,  considérées  comme  fonctions  de  p,  pt,  p2,  de- 
vront être  des  solutions  particulières  d'un  système  de  la  forme 
suivante 

.  „    .  d%u  du  du  /  i,  k  =  o,  i,  i\ 

dp;  dp/.  dpk  dpk  \         1 7e  k        1 

et  cette  condition,  qui  est  nécessaire,  sera  d'ailleurs  suffisante. 

Or,  pour  qu'un  système  de  la  forme  précédente  puisse  admettre 
trois  solutions  x,  y,  z  linéairement  indépendantes,  il  faut  né- 
cessairement qu'il  soit  réductible  à  la  forme  déjà  indiquée 

/oo\  d^-u  i     dU,-    du  i     dHk   du 

dpi  dp/,.        H,   dp/,,  dpi        Ek    dpi    dp/c  ~ 

où  les  fonctions  H,  H,,  H>  vérifieront  les  conditions  d'intégrabilité 
(4)  ou  (8). 

Ces  systèmes  particuliers,  formés  de  surfaces  se  coupant  sui- 
vant des  lignes  conjuguées,  ont  des  propriétés  géométriques  qui 
les  distinguent  de  tous  les  autres  systèmes  de  coordonnées  cur- 
vilignes et  dont  nous  allons  dire  quelques  mots. 

Etant  donné  un  système  de  coordonnées  curvilignes,  défini  par 
trois  familles  de  surfaces,  cherchons  s'il  en  existe  un  autre,  tel  que 
les  surfaces  coordonnées  se  correspondent  mutuellement  dans 
les  deux  systèmes  et  qu'elles  aient,  de  plus,  leurs  plans  tangents 
parallèles  aux  points  correspondants.  En  d'autres  termes,  x,y,  z 
étant  les  fonctions  de  p,  p,,  p2  qui  définissent  le  premier  système 
de  coordonnées  curvilignes,   cherchons  si  l'on   peut  déterminer 
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trois  fonctions  A,  ~kt ,  X2  telles  que  les  expressions 

..  dx    .         -,     ^    7  «     dx    T 

A  -r-  ap  -+-  Aj  -— dpj-b  A2  v-  «p2, 
dp     l  dpi     l  dpi    ' 

A  ^-  <ip  -|-  Xj  -r^-  rfpx  +  l2r-  <^P2, 
op     l  opi  dp2 

\-^-  do  -\-~ki  -t—  <ipi  -+-  A2  -r —  <ip2 
ap     '  api     '  dp2 

soient  des  différentielles  exactes  dx{,  dy\,  dz{.  S'il  en  est  ainsi, 
xK,  y\,  zi}  considérées  comme  fonctions  de  p,  pt,  p2,  définiront 
bien  un  système  de  coordonnées  curvilignes  jouissant  de  la  pro- 
priété indiquée.  Or  les  conditions  d'intégrabilité  des  équations 
précédentes  montrent  immédiatement  que  x,  y,  z  doivent  être 
des  solutions  particulières  d'un  système  d'équations  aux  dérivées 
partielles  de  la  forme  (3^),  ce  qui  permet  d'énoncer  la  propo- 
sition suivante  : 

Pour  que  deux  systèmes  de  coordonnées  curvilignes  puissent 
se  correspondre  de  telle  manière  que  chaque  surface  du  pre- 
mier système  corresponde  à  une  surface  du  second  et  qu'aux 
points  correspondants  les  plans  tangents  aux  trois  surfaces 
homologues  aient  la  même  direction  dans  les  deux  systèmes,  il 
est  nécessaire  que  les  surfaces  de  chaque  système  se  coupent 
mutuellement  suivant  des  familles  de  lignes  formant  sur  cha- 
cune d'elles  un  réseau  conjugué  (1). 

1048.  Du  reste  cette  condition,  qui  est  nécessaire,  est  aussi  suf- 
fisante. On  le  reconnaît  aisément  en  effectuant  la  transformation 
suivante.  Etant  donnée  une  solution  quelconque  u  du  système  (38), 
introduisons  les  trois  quantités  U,  définies  par  la  formule 

(39)  ^  =  H'U<-> 


{')  Cette  proposition  résulte  aussi  de  considérations  géométriques  très  simples. 
Soient,  en  effet,  M,  M'  les  points  correspondants  dans  les  deux  systèmes.  Si  l'on 
attribue  à  p  une  valeur  déterminée,  ces  points  décrivent  deux  surfaces  dont  les 
plans  tangents  sont  parallèles.  Sur  ces  surfaces,  les  courbes  de  paramètres  p,  et 
p2  ont  leurs  tangentes  parallèles;  donc  elles  forment  un  système  conjugué. 
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le  système  (38)  pourra  être  remplacé  par  les  six  équations  sui- 
vantes 

(40)  ^-'  =  p**u*     (iv*)i 

les  |J,-*  étant  les  quantités  déjà  introduites  et  définies  par  la  for- 
mule 

On  a  vu  qu'elles  satisfont  aux  équations  comprises  dans  la  for- 
mule unique  (1 1),  que  l'on  retrouverait  ici  en  écrivant  les  condi- 
tions d'intégrabilité  du  système  (4°)- 

D'après  cela,  aux  coordonnées  x,  y,  z,  solutions  particulières 
du  système  (38),  correspondent,  par  les  formules  (39),  des  quantités 
X/,  Y,,  Tji  telles  que  l'on  ait 

[  dx  =  HX  dp  -h  HiXt  dpi  4-  H2X2  dp%, 

(42)  \dy=  HY^P  +  H1Y1rfp1-4-H,Y2^p2, 
(   dz  =  HZ  dp  -4-  H^!  dpi  -+-  H2Z2  dp2. 

Or,  si  l'on  peut,  en  changeant  les  valeurs  des  fonctions  H,  H, ,  H2, 
conserver  les  mêmes  valeurs  aux  fonctions  (J/*,  qui  figurent  seules 
dans  le  système  (4°)>  il  est  clair  que,  dans  les  formules  précé- 
dentes, on  pourra  conserver  les  neuf  quantités  Xj,  Y/,  Zt-  avec 
d'autres  expressions  de  H,  H,,  H2,  ce  qui  donnera  de  nouvelles 
fonctions x',yf,  z',  définies  par  des  formules  telles  que  les  suivantes 

/   dx' =  H'X  dp  -4-  H'2Xj  dpi-+-  H'2X2  dp2, 

(43)  I  dy=K'Ydp-hWlY1dpi-hE.'tYtdpt, 

[  dz'  —  H'Z  dp  -+-  Hj  Zj  dpi  -+-  H'2  Z2  dp2, 

et  qui  détermineront  évidemment  un  nouveau  système  de  coor- 
données curvilignes  satisfaisant  à  la  condition  demandée. 

Tout  se  réduit  donc  à  faire  voir  qu'il  y  a  une  infinité  de  systèmes 
de  valeurs  des  H;  satisfaisant  aux  équations  (41)'  ou  l'on  consi~ 
dérera  les  (3/#  comme  des  fonctions  données  et  connues.  Or  on 
reconnaît  très  aisément  que  ce  système  admet  des  intégrales  con- 
tenant trois  fonctions  arbitraires  d'une  variable.  Au  reste,  on  peut 
établir  ce  résultat  en  le  ramenant,  d'une  infinité  de  manières,  à 
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la  forme  étudiée  dans  ce  Chapitre.  Car  si  l'on  désigne  par  U,  U,, 
U2  un  système  quelconque  de  solutions  des  équations  (4o),  on 
reconnaîtra  aisément  que  l'on  a  le  droit,  en  introduisant  une  fonc- 
tion auxiliaire  9,  de  poser 

(44)  H'u'=3^ 

et  alors  la  fonction  9  à  laquelle  se  trouve  ainsi  ramenée  la  déter- 
mination des  H;  devra  satisfaire  aux  trois  équations 

<?ae  i    dU*   «M  _     i    d\Jj  àQ  _ 

dpidpk        XJk    dp;   dpk        Uj  dpk  dpt~ 

pour  lesquelles  les  conditions  d'intégrabilité  seront  vérifiées. 
En  résumé,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Toutes  les  fois  que  Von  aura  des  fonctions  (3/*  satisfaisant 
aux  équations  (i  i),  l'intégration  des  systèmes  (4°)  et  (41)?  Si 
elle  est  possible,  donnera,  avec  douze  fonctions  arbitraires 
d'une  variable,  des  systèmes  de  coordonnées  curvilignes  à 
lignes  conjuguées. 

Si  trois  familles  de  surfaces  se  coupent  suivant  des  lignes 
conjuguées,  il  existe  cV autres  systèmes  de  coordonnées  curvi- 
lignes, dépendant  de  trois  fonctions  arbitraires  d'une  seule 
variable,  correspondant  point  par  point,  surface  par  surface, 
au  système  proposé  et  tels  qu'aux  points  correspondants  les 
plans  tangents  aux  surfaces  correspondantes  soient  parallèles. 

1049.  On  peut  signaler  encore  d'autres  propriétés  géomé- 
triques se  rapportant  aux  systèmes  à  lignes  conjuguées.  Associons 
au  système  proposé  celui  qui  est  défini  par  les  fonctions  xt,  yt,  Z\ 
satisfaisant  aux  trois  équations 

/         dx  dy  dz         à% 

l         dp         J     dp  dp         dp 

,   „ ,                                     dx  ày  dz         d9 

(46)  <  xi- 1-  jKi  ~  -H  zx  —  =  -- , 

J        àpx       J     àpx  àpx        dpx 

f         àx  dy  dz         à% 

\        àp2  àp2  àp2        dp2 

où  9  est  une  solution  quelconque  des  équations  (38).  Si  l'on  tient 
compte  de  ces  équations,  on  verra  aisément  que  l'on  peut  déduire, 
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parla  différentiation  des  formules  précédentes,  toutes  les  relations 
comprises  dans  la  formule  suivante 

tf\  dxi   r)x        dy1   dy        dzy    dz 

dpi    dp/,        opt   dpk        dpt   àpk 

Ces  relations  expriment  évidemment  qu'aux  points  correspondants 
des  deux  systèmes  les  plans  tangents  aux  surfaces  coordonnées 
forment  deux  trièdres  supplémentaires.  Comme,  en  faisant  varier 
la  fonction  9,  on  obtient  une  infinité  de  systèmes  (x{,  yu  z^)  pour 
lesquels  les  plans  tangents  sont  toujours  parallèles  en  vertu  même 
de  la  propriété  précédente,  on  voit  que,  dans  chacun  de  ces  nou- 
veaux systèmes  (a?,,  j^,  ^t  ),  les  surfaces  coordonnées  se  coupent 
aussi  suivant  des  lignes  conjuguées. 

Chacune  des  équations  (46)  représente  le  plan  tangent  à  l'une 
des  trois  surfaces  coordonnées,  comme  on  s'en  assure  aisément  en 
cherchant  l'enveloppe  de  ce  plan. 

1050.  On  peut  démontrer  que  les  systèmes  définis  par  les 
équations  (46)  sont  les  plus  généraux  parmi  ceux  qui  corres- 
pondent au  système  proposé  de  la  manière  indiquée;  c'est-à-dire 
de  telle  manière  que  toutes  les  équations  (47)  soient  vérifiées. 
En  effet,  s'il  en  est  ainsi,  les  plans  tangents  aux  surfaces  qui 
composent  le  système  cherché  seront  évidemment  définis  par  trois 
équations  telles  que  les  suivantes 

dp  dp  dp 

àpi  àpY  dpi 

\  dp2  G>p2  C*p2 

Si  l'on  différentie  la  première  équation  par  rapport  à  pl5  on  sera 
conduit,  en  tenant  compte  des  équations  (38)  et  (48)5  à  l'identité 

—  -     L  dJh  \        1  f-H  1 

d?1  ~  Hi    do      1_f~  H  d?l    ' 


qui,  jointe  aux  identités  analogues,  nous  donne 


dl        àli 

dl        dl2 

àlr 

àpi        dp 

àp%         dp 

d?2 

dl, 


do 


pi 
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On  peut  donc  prendre  pour  \,  )M ,  ~k2  les  dérivées  d'une  même 
fonction  9;  et  cette  fonction  devra  satisfaire  aux  équations  (38). 
On  retrouve  donc  bien  les  formules  (46). 

1051.  Ces  nouveaux  systèmes  donnent  naissance  à  une  équa- 
tion identique  de  la  forme  suivante  : 

(49)  dxx  ox  -+■  dyi  8jk  -+-  dzL  oz  —  A  dp  op  -+-  B  dpt  8pt  -+-  G  dp2  op2- 
Le  plan  défini  par  l'équation 

(50)  Xar  +  Yy-H?*  =  e, 

où  X,  Y,  Z  désignent  des  coordonnées  courantes,  donne  lieu  aux 
propriétés  suivantes. 

Suivant  qu'on  y  fait  varier  pf  etp2,  ou  p  etp2,  ou  encore  p  et  p,, 
il  enveloppe  trois  surfaces  différentes  et  a,  par  suite,  trois  points 
de  contact  distincts.  Pour  chacun  de  ces  points  de  contact,  on 
connaît  deux  tangentes  conjuguées  de  la  surface  correspondante  : 
ce  sont  les  droites  qui  le  joignent  aux  deux  autres  joints  de  con- 
tact. Les  trois  côtés  du  triangle  formé  par  les  points  de  contact 
sont  dans  les  plans  tangents  aux  trois  surfaces  coordonnées  du 
système  (#,,  yt,  zt).  Si,  donc,  on  prend  le  pôle  du  plan  précédent 
relativement  à  une  quadriqne  quelconque,  on  obtient  un  nouveau 
système  de  coordonnées  curvilignes  à  lignes  conjuguées. 

1052.  Ajoutons  que  les  systèmes  à  lignes  conjuguées  permettent 
d'interpréter  très  simplement  les  six  substitutions  définies  au 
n°  1042.  Si  l'on  considère  au  point  M(œ,  y,  z)  la  tangente  à  la 
courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  coordonnées,  par  exemple 
de  celles  de  paramètres  p(  et  p2,  cette  droite  engendre  trois  con- 
gruences  différentes  suivant  que  l'on  fait  varier  p1  et  p2,  ou  p  et  p2, 
ou  p,  et  p. 

Ces  trois  congruences  ne  donnent  sur  la  droite  que  trois  points 
focaux.  Par  exemple,  si  l'on  fait  varier  p  et  p2,  c'est-à-dire  si  la 
droite  se  déplace  en  restant  tangente  à  la  surface  (o(),  les  points 
focaux  sont  le  point  M  et  un  autre  point  M2.  Si  la  droite  demeure 
tangente  à  la  surface  (po),  les  points  focaux  sont  M  et  un  autre 
point  M,  ;  mais  alors,  si  le  point  de  contact  de  la  droite  décrit  la 
surface  (p),  les  points  focaux  sont  M|  et  M2.  Les  formules  par 
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lesquelles  on  passe  de  M  aux  points  Mt,  M2  correspondent  préci- 
sément à  deux  des  substitutions  du  n°  1042.  D'ailleurs,  la  relation 
établie  ainsi  entre  M  et  M,,  ou  entre  M  et  M2,  fait  dériver  du 
système  proposé  un  autre  système  à  lignes  conjuguées  correspon- 
dant, point  par  point,  surface  par  surface,  au  système  donné. 

1053.  On  pourrait  ici  étudier,  en  suivant  les  méthodes  analy- 
tiques du  Livre  IV,  et  plus  particulièrement  du  Chapitre  VIII, 
les  relations  que  présentent  tous  les  systèmes  d'équations  aux  dé- 
rivées partielles  analogues  au  système  (5)  et  relatifs  aux  différents 
systèmes  de  coordonnées  curvilignes  qui  sont  rattachés  les  uns 
aux  autres  par  les  propositions  géométriques  précédentes. 

Nous  réserverons  cette  discussion  pour  le  cas,  plus  important 
et  plus  simple,  où  les  systèmes  deviennent  orthogonaux. 

Ici  les  deux  séries  de  systèmes  dérivés  considérées  aux  nos  1047, 
1049  se  ramènent  à  une  seule  et  l'on  peut  évidemment  énoncer  la 
proposition  suivante  : 

Etant  donné  un  système  triple  orthogonal,  pour  obtenir  tout 
autre  système  triple  admettant  la  même  représentation  sphé- 
rique,  c1  est-à-dire  tel  que  les  surfaces  coordonnées  se  corres- 
pondent une  à  une  clans  les  deux  systèmes  et  qu'aux  points 
correspondants  les  plans  tangents  aux  surfaces  homologues 
soient  parallèles,  il  faudra  former  le  système  des  trois  équa- 
tions linéaires  de  la  forme  (38)  auxquelles  satisfont  les  coor- 
données x,  y,  z  considérées  comme  fonctions  de  p,  pf,  p2.  Si  ù. 
désigne  la  solution  la  plus  générale  de  ce  système,  les  équa- 
tions 


(5i) 


définiront  le  système  cherché. 

Le  système  primitif  correspond  au  cas  où  l'on  prend  pour  Q  la 


dx             dy             dz 
dp        J    dp             dp 

dQ 

-dp~' 

dx             ày             dz 

xx  -. 1- ri  -r—  -+-  «!  -s— 

dpi       J    dpt            dpt 

dû 

~  àpi 

dx             dy              dz 

àp2       J    àp2            dp2 

dQ 

àp2 
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solution 

12=  ^ , 

2 

qui,  nous  l'avons  vu  (nos  147,  148),  vérifie,  dans  ce  cas  et  dans 
ce  cas  seulement,  les  trois  équations  (38). 

1054.   On  peut  encore  établir  comme  il  suit  la  proposition  pré- 
cédente. 

Reprenons  les  quantités  déjà  introduites 

v      '  H,  dpt 

où  u  désigne,  conformément  à  la  notation  de  Lamé,  une  quel- 
conque des  coordonnées  se,  y,  z.  Les  neuf  quantités  ainsi  définies 
sont  évidemment  les  cosinus  directeurs  des  normales  aux  surfaces 
qui  composentle  système  orthogonal;  par  exemple,  Xj,  Y/,  Z;  dé- 
finissent la  direction  de  la  normale  à  la  surface  de  paramètre  p,-. 
Par  suite,  dans  le  cas  spécial  que  nous  envisageons,  il  faut  intro- 
duire la  relation  nouvelle 

(53)  U*h-UÎ-hUî  =  i, 

«ntre  les  trois  cosinus,  ce  qui  va  nous  conduire  à  de  nouvelles  re- 
lations différentielles,  venant  s'ajouter  aux  suivantes 

<54)  ^=17*  P/*        (M*), 

déjà  établies  plus  haut  (n°  1048).  Si  l'on  différentie,  en  effet,  la 
relation  (53)  en  tenant  compte  de  celles  que  nous  venons  de  rap- 
peler, on  sera  conduit  à  une  relation  du  type  suivant 

(55)  ÇÎ£=_u*p«-U/P«        {i^k^l). 

Opi 

Ces  nouvelles  relations  donnent  naissance  elles-mêmes  à  de 
nouvelles  conditions  d'intégrabilité  ;  et,  en  égalant  les  deux  valeurs 
de  -j — y-  que  l'on  peut  déduire  des  formules  (54)  et  (55),  on  est 
conduit  à  trois  relations  différentielles 

(56)  ^  +  3k'  +  P«[j/*=o  (»V**0, 

D.  -  IV.  19 
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qui  viennent  s'ajouter  aux  suivantes 

(57)  ^f  =  M'*.        (»V*^0, 

déjà  démontrées  plus  haut. 

Cela  posé,  on  peut  reprendre  la  démonstration  du  n°  1048.  Si, 
conservant  tous  les  U/,  on  calcule  de  nouvelles  quantités  H;  satis- 
faisant aux  équations 

(58)  ^*=H/p/*        (i^k), 

"Pi 

on  obtiendra  de  nouveaux  systèmes   triples  orthogonaux   ayant 
même  représentation  sphérique  que  le  système  proposé  ('). 

1055.  Revenons  à  notre  première  démonstration.  On  peut  en 
déduire  très  simplement  les  formules  propres  à  définir  le  nouveau 
système  orthogonal.  Si  l'on  introduit,  en  effet,  les  notations  de 
Lamé  déjà  employées  (n°672)  pour  des  invariants  analogues  et  si 
l'on  pose 

l        Afi      / 1  dey      /  i   à%y     /  i    <?e 

(5)     \      A9=  [ûTP)  ^{môfj  +{msi2 

[      (  '  l)  ~   H2  do    dp   +  Hj  d?l  dpi  +  H*  à9î  d?2  ' 

les  relations  entre  les  neuf  cosinus  X,-,  Y/,  Z,  nous  permettent  de 
résoudre  très  simplement  les  équations  (5i)  et  nous  donnent 

(6o)  Xi  =  h(x,Q.),        7l=A(j,0),         Zi=b(z,Q), 

(6i)  a7«+^î+s;==Aû. 


(*)  C'est  M.  E.  Combescure  qui,  dans  un  Mémoire  Sur  les  déterminants  fonc- 
tionnels et  les  coordonnées  curvilignes,  présenté  en  1864  a  l'Académie  des 
Sciences  et  inséré  en  1867  au  tome  IV  (ire  série)  des  Annales  de  l'École  Nor- 
male supérieure,  a  fait  le  premier  la  remarque  que  l'on  peut  toujours  associer  à 
un  système  triple  orthogonal  d'autres  systèmes  ayant,  aux  points  correspondants, 
leurs  plans  tangents  parallèles.  On  pourra  consulter  le  §  VIII  de  ce  Mémoire  et 
aussi  une  Note  de  l'auteur,  insérée  en  1868  au  tome  LXVII,  p.  noi,  des  Comptes 
rendus. 
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D'autre  part,  les  relations  évidentes 

dx\  dfi  dsi 

ta    \  dPl  d?1  dPi 

(6;0  a —  =  -y—  —    t- 

ox  oy  oz 

dpt  dpi  dpi 

nous  conduisent  à  la  suivante 

dxi  Ç\       dxx  i  à  AU 

dpi  O       dpi  2    dpi 


dx  c\       àx  n        àx 


Sôx  C\ 

Xi dit    S 


dpt  VJ      dpt         O       dpt 

En  tenant  compte  de  l'une  des  équations  (5i),  on  obtient  la 

formule 

à  Ml 
dxi  _  i   dx_     dpt 
^    '  dpi   ~  '2  d?i     dU    ' 

àpi 
Si  donc  on  pose 

(  64  )  dx\  +  dy\  +  dz\  =  H'2  df-  -4-  H'^  dp  \  H-  H',2  dp» , 

on  aura 

(MO 

(65)  ^=^^k> 

de  sorte  que  le  second  système  sera  aussi  complètement  connu 
que  le  premier. 

1056.  Pour  indiquer  au  moins  une  applicalion,  supposons  le 
système  primitif  déterminé  par  les  formules 

-  =  Z  _  £  =  T 

p      pi     p-2     p2-+-  p|  -^  pi  ' 

qui  définissent  une  inversion.  Les  trois  familles  de  surfaces  coor- 
données sont  formées  de  sphères  qui  passent  par  l'origine  et  sont 
tangentes  à  l'un  des  plans  coordonnés. 
Le  système  (38)  prend  ici  la  forme 

M(p*+p*  +  p3)  =  o        (i^k). 


àpi  dp ic 
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Son  intégrale  générale  est  évidente;  elle  est  déterminée  par 
l'équation 

lt(p2-f-  p2-hpp  =  Rh-R!-4-R2, 

où  Ri  dépend  de  la  seule  variable   p,-.  Les  formules  (60)  nous 
donnent  alors 

1R  — pR'-f-R,  — P1R1  +  R.— p2R',       n. 
x,  =   2  p  ! s z -+-  n  , 
R  —  pR'+  Rt—  pjR^  +  R,—  p,R', 

.^'=2?1  ~ P'H-PÎ  +  PS —  +  R» 


=   2  0; 


R  — pR'  +  Rt—  piR;  +  R2—  paR'g 


,2     1      ^2 


\  P 

On  aura  de  même 

(67)  r-pr--(-r,-p,r;  +  rî-p,r;  +  r, 

P  +P1  +  P2 

Les  surfaces  coordonnées  du  nouveau  système  ont  toutes  leurs 
lignes  de  courbure  planes.  Elles  appartiennent  à  la  classe  définie 
par  les  équations  (12)  du  n°  104. 

1057.  Revenons  au  cas  général.  Nous  avons  déjà  remarqué  que 
les  équations  (38)  auxquelles  doit  satisfaire  la  fonction  Q  doivent 
admettre  la  solution  particulière  x- -\- y'1 -\- z- .  D'après  cela,  il 
suffît  de  répéter  le  raisonnement  fait  au  n°  146  pour  reconnaître 
que,  si  l'on  effectue  la  substitution 

les  trois  nouvelles  équations  en  ût  seront  celles  auxquelles  satis- 
feront les  coordonnées  x',  y\  z'  relatives  au  système  orthogonal 
qui  se  déduit  du  premier  par  une  inversion  dont  le  pôle  est 
l'origine  des  coordonnées.  En  rapprochant  ce  résultat  de  tout  ce 
qui  précède,  on  peut  conclure  la  proposition  suivante  : 

Lorsqu'on  sait  déterminer  tous  les  systèmes  triples  admet- 
tant la  même  représentation  sphérique  qu'un  système  ortho- 
gonal donné,  on  sait  résoudre  le  même  problème  pour  tous 
les  systèmes  orthogonaux  qui  en  dérivent  par  inversion;  et 
cela  sans  aucune  intégration. 
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Plus  exactement,  à  chaque  solution  du  premier  problème 
correspond  une  solution  du  second  et  vice  versa. 

Ce  résultat,  qui  peut  être  considéré  comme  la  généralisation  des 
propositions  que  nous  avons  données  dans  les  Chapitres  précé- 
dents, relativement  à  la  représentation  sphérique  des  surfaces,  va 
nous  permettre  d'étendre  beaucoup  les  applications  de  la  mé- 
thode. 

Considérons,  en  effet,  un  système  orthogonal  (S),  défini  par  les 
fonctions  x,  y,  z,  et  supposons  qu'on  sache  intégrer  les  équa- 
tions (38)  relatives  à  ce  système.  Si  Qt  désigne  une  solution  quel- 
conque de  ce  système,  les  formules 

(68)  §^=.|i  (;  =  o,i,,) 

définiront  des  fonctions  %{,  yi:  z,  qui  feront  connaître  un  nou- 
veau système  orthogonal  (S(  )  dérivé  du  premier.  Or,  il  est  évident 
géométriquement  que  les  systèmes  orthogonaux  ayant  même  re- 
présentation sphérique  que  (St)  ont  aussi  même  représentation 
sphérique  que  (S).  Donc,  on  saura  résoudre  les  équations  (38) 
relatives  au  système  (S,)  comme  on  sait  les  résoudre  pour  le 
système  (S).  C'est  d'ailleurs  ce  que  confirme  la  remarque  analy- 
tique suivante. 

D'après  les  formules  (6o)  et  (63)  on  a,  par  exemple, 

^  dx       dot 
2  dxx  =   y -^ —  dpi} 

àç>i 

et  les  formules  analogues  pour  yh  et  pour  zt .  Or  x,  y,  z  sont  des 
solutions  particulières  du  système  (38)  relatif  à  (S);  et  3^,  y{,  zK 
sont  des  solutions  du  système  analogue  relatif  à  (S4).  On  est  donc 
conduit  à  conclure  que  si  Q  est  une  solution  quelconque  des  équa- 
tions relatives  au  système  (S),  il  existera  une  fonction  û'  définie 
par  la  formule 

àpi 
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et,  de  plus,  cette  fonction  0'  sera  la  solution  la  plus  générale  du 
système  (38)  relatif  à  (  S<  ).  Aucun  calcul  n'est  nécessaire  pour  vé- 
rifier celte  conclusion.  Il  suffit,  en  effet,  de  remarquer  que  les 
conditions  d'intégrabilité  de  0',  les  équations  du  second  ordre 
auxquelles  elle  doit  satisfaire,  étant  vérifiées  quand  on  remplace  Q 
par  ce,  y  ou  z:  doivent  l'être  identiquement,  sous  la  seule  réserve 
que  Q  satisfasse  aux  mêmes  équations  (38)  que  ces  solutions  par- 
ticulières x,  y,  z. 

Ces  points  étant  admis,  on  reconnaît  immédiatement  la  possi- 
bilité, dès  qu'on  sait  intégrer  le  système  (38)  relatif  à  un  système 
orthogonal  (S),  d'obtenir  une  suite  illimitée  de  systèmes  triples 
orthogonaux  contenant  un  nombre  de  plus  en  plus  grand  de 
fonctions  arbitraires.  Il  suffira  de  passer  de  (S)  à  un  système  (Si  ) 
admettant  la  même  représentation  sphérique,  puis  de  prendre 
l'inverse  (S'x)  de  (St)  et  de  recommencer  sur  (S't)  les  mêmes 
opérations  que  sur  (S).  Ces  opérations  introduiront  seulement  des 
quadratures  analogues  à  celle  qui  est  définie  par  la  formule  (69), 
quadratures  qui  s'effectuent  d'ailleurs  complètement  quand  le 
système  initial  est  complètement  intégrable. 

1058.  Pour  compléter  et  faciliter  les  applications  de  la  mé- 
thode, nous  indiquerons  comment  on  passe  d'un  système  ortho- 
gonal (S)  à  un  système  inverse  (S')  par  rapport  à  l'origine  des 
coordonnées. 

Soit,  pour  abréger, 

(70)  (T  —  ^2_|_j2+/S2. 

Si  Û  estime  solution  du  système  (38)  relatif  à  (S),  -  sera  la  so- 
lution correspondante  du  même  système  relatif  à  (S').  D'autre 
part,  si  l'on  désigne  par  A'  le  A  relatif  à  (S')  on  a,  comme  on  sait, 
en  prenant  le  module  de  l'inversion  égal  à  l'unité, 

A'(6)  =  <t2A(6). 

Donc  les  formules  qui  définissent  les  fonctions  x\,y\,  z\  rela- 
tives au  système  (S,  )  dérivé  de  (S')  par  l'emploi  de  la  solution  Q, 
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formules  qui  se  déduisent  des  équations  (60),  seront 
'   x\ 
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(70 


y 


a2  A     - ,   - 


=  a2  A 


=  a2  A 


y 


En  appliquant  les  règles  données  au  n°  679  relativement  au 
symbole  opératoire  A  et  tenant  compte  des  formules  données  plus 
haut,  on  trouvera 


ari-t-  —  (û  —  xxl  —  yyl  —  zz1), 


(72) 


IV 


y'i  =  yi-+-  -^-(&  —  xxi  —  yyl  —  zzi), 


z\  =  zl  -+-  —  (û  —  xxi  —yyi  —  zzi), 


xt,  yu  Z\  étant  les  coordonnées  définies  par  les  formules  (60)  et 
relatives  au  système  (S,)  dérivé  de  (S)  par  l'emploi  de  la  solu- 
tion ù. 

1059.  Supposons,  par  exemple,  que  le  système  (S)  soit  celui 
qui  correspond  aux  coordonnées  polaires  ayant  pour  origine  le 
point  (A,  k,  l)  et  qui  est  défini  par  les  formules 


(73) 


x  =  h  -+-  p  sinp!  cosp2, 
y  =  k ''-+-  p  sinpi  sinp2, 
z  =  l  -+-  p  COSQj. 


Les  équations  en  x,  y,  z  admettront  la  solution  générale 

(74)  û  =  R  + Rjp -I- R2p  sinpi, 

où  R;  dépend  de  la  seule  variable  p;;  et  les  formules  (60),  (72)  fe- 
ront alors  connaître,  avec  les  trois  fonctions  arbitraires  R,  Rl5  R2, 
un  système  orthogonal  admettant  même  représentation  sphérique 
que  le  système  inverse  de  (S),  c'est-à-dire  composé  de  trois 
familles  de  surfaces  à  ligues  de  courbure  planes  dans  les  deux 
systèmes.  Elles  appartiennent  cette  fois  à  la  classe  de  celles  qui 
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sont  les  plus  générales  et  qui  ont  été  déterminées  par  les  équa- 
tions (n)  du  n°  104. 

On  pourra  poursuivre  l'application  de  la  méthode  et  introduire 
autant  de  fonctions  arbitraires  qu'on  le  voudra,  sans  aucun  signe 
d'intégration. 

1060.  Pour  obtenir  des  applications  très  générales,  nous  choi- 
sirons la  série  admettant  comme  système  initial  (S)  celui  qui  a 
été  déjà  déterminé  plus  haut  (n°  971)  et  pour  lequel  les  lignes 
d'intersection  des  surfaces  de  paramètres  p  et  pt,  par  exemple, 
sont  des  courbes  planes  (K).  On  peut  d'ailleurs  le  retrouver, 
comme  nous  l'avons  indiqué  (note  du  n°  972),  par  la  méthode 
suivante  : 

Si  nous  construisons  les  cercles  oscillateurs  (C)  aux  différentes 
lignes  (K),  au  point  où  elles  sont  coupées  par  une  surface  déter- 
minée de  paramètre  o2,  tous  les  cercles  (C)  forment  un  système  cy- 
clique, d'après  la  proposition  de  Ribaucour  (n°  972).  Nous  avons 
donc  deux  systèmes  orthogonaux  :  (S)  et  le  système  cyclique. 
Faisons  correspondre  à  chaque  courbe  (K)  le  cercle  (C)  de  son 
plan;  il  est  clair  que  les  surfaces  de  paramètres  p  et  p(  se  corres- 
pondront dans  les  deux  systèmes.  Mais  si,  de  plus,  on  associe  à 
chaque  point  M  de  (K)  le  point  M,  de  (C)  où  la  tangente  est  pa- 
rallèle à  celle  de  (K),  les  surfaces  de  paramètres  p  et  p(  se  corres- 
pondront par  plans  tangents  parallèles  dans  les  deux  systèmes 
orthogonaux;  et,  comme  ce  sont  leurs  lignes  de  courbure  qui 
forment  le  système  conjugué  commun,  on  voit  que  les  surfaces  de 
paramètre  p2  se  correspondront  aussi  dans  les  deux  systèmes 
orthogonaux  :  par  suite,  ces  deux  systèmes  auront  la  même  re- 
présentation sphérique  dans  le  sens  précis  défini  plus  haut.  On 
obtiendra  donc  les  systèmes  (S)  en  cherchant  tous  ceux  qui 
admettent  même  représentation  sphérique  que  le  système  cy- 
clique le  plus  général. 

Or  nous  avons  donné  au  Livre  IV,  Ch.  XV,  toutes  les  formules 
nécessaires,  relatives  au  système  cyclique  (G0)  formé  de  cercles 
normaux  à  une  surface  quelconque  (A).  Conservons  toutes  les 
notations  adoptées  :  x,  y,  z  désignant  les  coordonnées  d'un  point 
de  la  surface  (A)  (n°  481);  c,  c' ,  c"  les  cosinus  directeurs  de  la 
normale  à  la  surface  en  ce  point;  X,  Y,  Z  les  coordonnées  du 
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point  du  cercle  (C)  dans  le  système  cyclique;  X  et  p.  deux  fonc- 
tions de  p  et  o1  vérifiant  le  système  (54)  [II,  p.  33g],  on  aura, 
d'après  les  équations  (66)  [II,  p.  342] 


(75) 


dX 


x- 


de  -1 


t?(JL 


dX 
dpi 


j_  de 

6  dp~. 


de  -\ 
x  +  A  — L-L 
dpi  — 


de  sorte  que,  pour  former  les  équations  aux  dérivées  partielles  de 
la  forme  (38)  dont  X,  Y,  Z  sont  des  solutions  particulières,  il 
suffira  d'employer  ces  deux  formules  et  d'en  éliminer  x  et  c,  en 
tenant  compte  uniquement  de  ce  fait  que  x  et  c  sont  des  solutions 
particulières  du  système  (54)  [II,  p-  33g],  solutions  qui  ne  dé- 
pendent pas  de  p2.  On  déduit  de  là  qu'il  est  inutile  de  former  ces 
équations  aux  dérivées  partielles  et  que  l'on  aura  immédiatement 
leur  intégrale  générale  en  cherchant  la  fonction  Q  qui  satisfait 
aux  deux  équations  du  premier  ordre 


- 

d^0 

à\J.a 

,  „.     dQ      1  ae 

-x0  +  x-£- 

dû 

1  de 

-.         -s   àpi 

(76)  dp-  =  6dp- 

Q  - 

dpi 

~  8  dfi 

o_X0+X-fi 

d[J. 

— 

dp  J 

-                          dpi 

où  ~k0,  [x0  sont  les  fonctions  les  plus  générales  de  p  et  de  ^  satis- 
faisant aux  équations  (54),  que  nous  reproduisons  ici, 


(77) 


dX0  du0  dXc 

dp  dp  dpi 


Ri 


d;j.q 
dpi 


Par  exemple,  en  adoptant  les  solutions  suivantes 


An  —   À„  — 


.y*. 


[jl0  =  [jl0  =  ex  -+-  c  y  -+-  c  z, 


on  trouverait  que  l'on  peut  prendre  pour  ù  la  valeur 

X2+Y2+Z2 


0  = 


Nous  ferons  usage  de  cette  remarque. 

L'intégration  des  deux  équations  simultanées  (76)  se  fait  à  vue  ; 
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elle  nous  donne 

J  \  dp   /  \  dPl 

Après  quelques  transformations  simples  et  en  tenant  compte  de 
la  formule  (65)  [II,  p.  342],  on  peut  écrire 

/dK  dK 

dp  dpt 

en  posant,  pour  abréger, 

Les  formules  qui  déterminent  alors  le  système  cherché  sont  les 
suivantes 


S 


(80) 


dc\  d^Q 

d[JL       /  d[Jl 

dp  /  dp 

de  \  d|j.0 


s 


dpi/  dpj 


^+P2/  K-+-  PS 


Ce  système  (S|  ),  défini  par  les  fonctions  xt,  yt,  zt,  est  le  plus 
général  de  ceux  qui  correspondent  par  plans  tangents  parallèles 
au  système  cyclique  donné  (C0).  Mais,  si  l'on  veut  se  bornera 
obtenir  le  système  le  plus  général  à  lignes  de  courbure  planes 
dans  un  système,  il  résulte  du  raisonnement  qui  a  été  notre  point 
de  départ  qu'au  lieu  de  garder  le  système  (S<),  on  peut  se  con- 
tenter de  déterminer  le  système  particulier  (S0)  pour  lequel  les 
lignes  de  courbure  planes  (K)  sont  clans  les  plans  des  cercles  (C) 
correspondants. 

Or  on  obtient  ici  le  plan  de  chaque  ligne  (K)  en  retranchant 
membre  à  membre  les  deux  premières  équations  (80)  ;  car  cette 
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opération  élimine  p2.  On  trouve  ainsi  l'équation 


S*1!*: 


/de  de  \  dp0  dp.0 

dpi    \  dp  dpi 

\    d[i  d\j.     J  à\x  à\x    ' 

\  dp  dpi  /  dp  dpi 


et  il  n'y  a  plus  qu'à  exprimer  que  cette  équation  définit  le  plan 
du  cercle  (G),  c'est-à-dire  qu'elle  est  vérifiée  quand  on  y  rem- 
place xK ,  y\ ,  zK  par  x,  y,  z.  On  trouve  ainsi  la  condition 

d\x    à  ,  d\x     à  , 

ir-  -r(\>-Q  —  cx  —  cy  —  c  z) —  —  (fi0—  ex  —  c  y  —  c  z)  =  o, 

opi  op  dp   àpt    '  ^ 

qui  nous  donnerait,  d'une  manière  générale, 

p.0  =  ca?  -+-  c'y  ■+■  c" z  -\-  G\x  -h  Ci, 

G  et  C(  désignant  deux  constantes  quelconques.  En  se  repor- 
tant, par  exemple,  à  l'expression  de  û  qui  précède  la  formule  (78), 
on  reconnaîtra  qu'on  peut  réduire  ces  constantes  à  zéro  sans  di- 
minuer la  généralité,  et  prendre  simplement 

(ol)  [J-Q  =  [-t0  =  cx-\-  c  y  ^r  c  'z,  A0  =  À0  =  ■ 

Dans  ce  cas,  l'intégrale  qui  figure  dans  l'expression  de  O  dispa- 
raît et  l'on  peut  prendre 

1  X2-^  Y2_i_  72 

Qo=-       a         +e/0(p2) 
=  er/o(P.)-x  +  ^'0  +  rtp,]  +  x'0+  !  ^  ^  +  °-  ^  M. 

\  iJ      v  rV       '  01    J  °       e  c>p     dp  g-  dpi   dpi 

Les  formules  (80)  nous  donnent  donc,  pour  le  système  (S(  ),  les 
équations  suivantes  : 


S 


(83) 


(x0-x)lx-x+  i-JL  )  =  e[/o(pO  — X], 


(*«>-*)  (    X-^+     X-^    )=6[/0(p2)-X], 


§(*o-*)(x-*+  j^-)=8[/0(p2)       X] 


X/0'(p2) 
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où  tout  est  connu  et  où  l'on  a  remplacé,  pour  plus  de  netteté  dans 
la  suite  du  raisonnement,  xK ,  yt ,  z,  par  ;r0,  y0l  z0. 

On  aurait  pu  aussi  garder  les  formules  générales  (80),  en  sup- 
posant que  la  surface  (A)  se  réduise  à  une  sphère. 

1061 .  Si  l'on  veut  appliquer  la  méthode  de  récurrence  indiquée 
plus  haut  au  système  (S0)  que  nous  venons  de  déterminer,  il 
faudra  prendre  d'abord  l'inverse  de  ce  système,  ce  qui  donnera 
un  système  (S'0)  pour  lequel  les  lignes  d'intersection  des  surfaces 
de  paramètres  p,  p{  seront  sphériques:  mais  les  sphères  contenant 
ces  lignes  passeront  par  un  point  fixe.  On  déterminera  ensuite 
tous  les  systèmes  ayant  même  représentation  sphérique  que  (S'0). 
Nous  allons  établir  d'abord  que,  parmi  ces  nouveaux  systèmes,  se 
trouvent  tous  ceux  pour  lesquels  les  surfaces  appartenant  à  deux 
familles  déterminées  se  coupent  suivant  des  courbes  sphériques. 
En  d'autres  termes,  sur  les  trois  familles  de  courbes  d'intersec- 
tion du  système  orthogonal,  une  seule  sera  assujettie  à  être  sphé- 
rique. 

Pour  établir  ce  résultat,  nous  remarquerons  qu'on  exprime  la 
propriété  cherchée  en  écrivant  que  les  coordonnées  x,  y,  z  du 
système  orthogonal  vérifient  une  équation  de  la  forme  suivante  : 

(84 )  §  (x  -  a)»  =  {x-  a)«  +  (y  -  P)«  +  (z  -  y  )2  =  r\ 

où  a,  [3,  y,  r  sont  des  fonctions  des  seules  variables  p  et  p,.  Pour 
abréger,  nous  écrirons  aussi,  sans  les  déduire  de  la  précédente, 
les  équations 

!V  {x  —  a)X2  =  o, 
Q  (x  —  a)Xt  =  u, 
§0  —  «)X  =v, 

où  u  et  v  sont  encore  des  fonctions  de  p  et  de  p{  assujetties  à  vé- 
rifier la  relation 

(86)  k»  +  e«  = /■»  ; 

la  première  est  évidente,  les  deux  autres  expriment  que  les  sur- 
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faces  de  paramètres  p,  et  p  coupent  la  sphère  contenant  la  ligne 

de  courbure  commune  sous  des  angles  dont  les  cosinus  -  et  -  ne 

°  r        r 

dépendent  pas  de  p2. 

Difïerentions  la  seconde  formule   (85)   par  rapport  à   p.   On 
trouve,  en  tenant  compte  des  formules  (54),  la  relation 


S         du  du 


dp 

à  laquelle  on  peut  joindre  la  suivante 

Sda.  dv 

xdyl^^u=djl' 

obtenue  en  échangeant  les  indices  o  et  i .  Si  Ton  pose 

du  dv 

(87)  3?  =  ""        àf,=uh 

(    £  =  A*.  f=B,,  *I=C,, 

1    dp  dp  dp 

l  opi  opi  opi 

ces  deux  relations  deviendront 

(89)  §AX1=  0,0-^,  ^A1X=Poi-e. 

En  différentiant  les  deux  membres  par  rapport  à  p2  et  rempla- 
çant toujours  les  dérivées  de  X,  X.t  par  leurs  valeurs,  on  en  dé- 
duit les  deux  suivantes 

(90)  g  AX2  =  p20,  §AvX2  =  p21. 

Continuons  encore  et  différentions  la  première  de  ces  relations 
par  rapport  à  p, .  Il  viendra 

ou,  en  remplaçant  ^  AX)  par  sa  valeur  (89), 
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Si  les  coefficients  de  X2,  Y2,  Z2  n'étaient  pas  égaux  dans  les 
deux  membres,  l'équation  précédente  exprimerait  que,  pour 
chaque  ligne  de  courbure  sphérique,  la  tangente  est  parallèle  à 
un  plau  déterminé  5  c'est-à-dire  que  cette  ligne  se  réduit  à  un 
cercle.  C'est  une  hypothèse  que  nous  pouvons  écarter,  et  il  est, 
par  suite,  permis  d'écrire  les  trois  relations 

(90  ^=£lA"  d^=ilBl'         3pï=BlGl' 

auxquelles  on  devra  joindre  les  suivantes 

que  l'on  en  déduit  en  permutant  p  et  p,. 

Pour  obtenir  toutes  les  relations  qui  nous  seront  nécessaires, 
nous  n'avons  plus  qu'à  ajouter  les  deux  équations  (89),  après  avoir 
différentié  la  première  par  rapport  à  p,  et  la  seconde  par  rapport 
à  p,  ce  qui,  en  tenant  compte  de  la  formule  (56)  et  des  relations 
(91),  (92),  nous  donnera 


dp        dp 
ou  encore 


;  =  SAXSA'X+SAX'S<V'X'-SAX=SA'X 


(93)  AA,+  BB,+  CC,=  |  +  |l. 

1062.  Toutes  les  relations  (89)  à  (93)  auxquelles  nous  avons 
été  conduits  se  rapportent  à  la  représentation  sphérique  des  sys- 
tèmes orthogonaux  cherchés.  En  les  combinant  et  les  difïeren- 
tiant,  on  en  déduirait  d'autres;  on  pourrait  même  supposer  qu'elles 
conduisent  à  de  nouvelles  relations  entre  les  A  et  les  s.  Leur  in- 
tégration est  loin  de  paraître  facile;  mais  il  est  inutile  de  l'entre- 
prendre. Il  nous  suffit  de  savoir  qu'il  existe  des  systèmes  or- 
thogonaux à  lignes  de  courbure  sphériques  dans  un  système,  et 
que  nous  avons  entièrement  éliminé  des  relations  finales  les  fonc- 
tions a,  [3,  y,  u)  ç'  de  sorte  que,  lorsqu'on  aura  un  système  de  va- 
leurs pour  les  huit  fonctions  de  p  et  de  p(,  A,  A| ,  ...,  e,  sf ,  toutes 
les  fonctions  a,  [3,  y,  u  et  v  qui  satisferont  aux  équations  (87),  (88) 
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conviendront  à  des  systèmes  orthogonaux  admettant  une  famille 
de  lignes  de  courbure  sphériques.  Gomme  les  conditions  d'inté- 
grabilité  sont  remplies  pour  les  équations  (88)  en  vertu  des 
relations  (87)  et  (91),  on  voit  que  les  fonctions  u  et  v  se  déter- 
mineront par  l'intégration  des  deux  équations  (87);  puis  les  coor- 
données a,  (3,  y  du  centre  de  la  sphère  contenant  la  ligne  de  cour- 
bure sphérique  seront  données  par  les  quadratures  suivantes 


(94) 


Ainsi  : 

Toutes  les  fois  qu'il  existe  un  système  orthogonal  à  lignes 
de  courbure  sphériques  dans  un  système,  il  y  a  une  infinité  de 
systèmes  analogues  dépendant  de  deux  fonctions  arbitraires 
d'une  variable  et  admettant  la  même  représentation  sphé- 
rique que  le  système  proposé. 

1063.  Nous  allons  compléter  cette  proposition  en  montrant  que, 
parmi  ces  systèmes  associés  au  premier,  il  en  existe  pour  lesquels 
les  sphères  qui  contiennent  les  lignes  de  courbure  passent  par  un 
point  fixe  et  qui,  par  suite,  peuvent  être  considérés  comme  les 
inverses  de  ceux  que  nous  avons  déterminés  plus  haut  (n°  971). 

Pour  cela,  il  faut  montrer  que  l'on  peut  satisfaire  à  la  fois  aux 
équations  (87),  (94)  et  à  la  relation 

(95)  a2-H  pS-f-Y2—  »2—  ^  =  o, 

par  laquelle  on  exprime  que  la  sphère  contenant  la  ligne  de  cour- 
bure passe  par  l'origine  des  coordonnées. 

Si  l'on  différence  l'équation  précédente  par  rapport  à  p  et  à  pi, 
on  obtient  les  deux  relations 


(96) 


dv 

uzi-+-   —   =  Aa  -i-  BB-f-Cv, 
dp  '  ' 

011  a  non 

es  -+-  —  =  A!  a  -+-  Bj  8  -+-  Ci  y. 

00 1  ' 
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Mais  si  l'on  différentie  la  première  de  ces  équations  par  rap- 
port à  p,,  ou  la  seconde  par  rapport  à  p,  on  n'obtient  pas  d'équa- 
tion nouvelle,  en  vertu  de  la  formule  (93).  Cela  suffît  à  montrer 
qu'il  y  aura  des  solutions  communes  aux  équations  (87),  (95)  et 
(96).  Au  reste,  voici  comment  on  pourra  les  obtenir.  La  différen- 
tiation  des  équations  (96)  donnera  les  deux  équations 


(97) 


d      I  du\  ,k2  r>2  /~.2\..     ,      O   ^1 

dpi  V  £  ~*~à? 


En  éliminant  a,  (3,  y  entre  les  cinq  équations  (9$),  (96),  (97), 
on  aura  deux  équations  du  second  ordre  en  u  et  v,  qui,  jointes 
aux  précédentes  (87),  formeront  un  système  complet. 

1064.  Il  est  ainsi  établi  que  tout  système  orthogonal  à  lignes 
de  courbure  sphériques  a  même  représentation  sphérique  qu'un 
système  analogue,  pour  lequel  les  sphères  contenant  les  lignes  de 
courbure  passent  par  un  point  fixe,  et  qu'il  pourra,  par  suite,  être 
obtenu  par  l'application  de  notre  méthode  générale  de  dérivation 
aux  systèmes  orthogonaux,  déterminés  plus  haut,  pour  lesquels 
les  lignes  de  courbure  sont  planes  dans  un  système.  Nous  termi- 
nerons ce  Chapitre  en  développant  cette  application.  Et,  à  cet 
effet,  nous  nous  appuierons  sur  la  remarque  suivante  : 

Soit  (S,  )  le  système  cherché,  défini  par  les  fonctions  x\ ,  y\ ,  z' 
de  p,  o(,  p2;  soit  (S'0)  l'un  quelconque  de  ceux  qui  admettent 
même  représentation  sphérique,  défini  de  même  par  les  expressions 
des  coordonnées  x'0,  y'0,  z'0.  (S\)  sera  déterminé  par  les  trois 
équations 

(93)  jy,-^-         (»  =  o,i,a), 

où  û'  est  une  solution  convenablement  choisie  des  trois  équations 
auxquelles  satisfont  cc'0,  j-'0,  z'0.  Comme  on  a,  par  hypothèse, 

(99)  K-a^+cX-P^-HK  —  Y)2  =  ^2, 

a,  (3,  y,  r  étant  des  fonctions  qui  ne  dépendent  pas  de  p2,  la  diffé- 
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rentiation  par  rapport  à  p2  nous  donnera 

SK~a)^=o' 

on,  ce  qui  est  la  même  chose, 

L'équation  (98),  écrite  pour  i=  p2,  prendra  donc  la  forme  sui- 
vante 

d'où  l'on  déduit,  en  intégrant, 

(100)  o:  =  %x\  +  $y0  +  T^;  H-  ç, 

Ç  ne  dépendant  pas  non  plus  de  p2.  Réciproquement,  la  condition 
précédente,  qui  est  nécessaire,  est  aussi  suffisante,  comme  on  le 
reconnaît  facilement  en  reprenant  en  sens  inverse  la  suite  du  rai- 
sonnement. 

1065.  Ce  point  étant  démontré,  choisissons  pour  le  système 
(S'0)  l'inverse  de  celui  que  nous  avons  désigné  par  (S0)  et  qui  est 
défini  par  les  formules  (82),  (83).  En  posant  alors 


(10.) 

?o  =  x\  +7\  ■ 

on  aura 

(102) 

*o  =  -  >         Xo  =  — 

On^pourra  prendre  pour  Q'  le  quotient 

O"  étant  la  solution  par  laquelle  on  passe  de  (S0)  au  système  de 
même  représentation  sphérique  (S4)  défini  par  les  formules  (78) 
et  (80);  de  sorte  que  l'on  aura  (n°  1057) 

d  AQo 


(io3)                           Q'=  —  =  —      I  >  — £-  -—dph 

V        ;                                       a0         <?o     |  Ad  2<)Û»     dpi    '" 

J  '        àpi 

D.  —  IV. 
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il  étant  la  fonction  définie  par  la  formule  (78)  et  le  symbole  À  se 
rapportant  au  système  cyclique  (C0)  (n°  1060)  d'où  sont  déduits  à 
la  fois  (S0)  et  (S,  ).  L'équation  (100)  qu'il  s'agit  de  vérifier  prend 
donc  la  forme 

(104)  Q"=  axQ^r  P70 -H  Y ■*(> -+-  Çso- 

En  la  différentiant  par  rapport  à  p2  et  utilisant  les  équations 
telles  que  les  suivantes 

(?AQ0 

dx0  dp. 2      àX 

ào  9 


démontrées  plus  haut  d'une  manière  générale,  on  trouve,  après  la 

)  M. 
dp* 


suppression  du  facteur       """  ;  la  condition 


,     -,  dQ  dX        QdY  dZ  ydQ0 

(io5)  -—=,«- hp- l-Yi K2Ç— • 

dp2  c>p2        '   dp2  op2  opa 

Réciproquement,  si  cette  équation  est  vérifiée,  on  en  déduira, 
en  remontant  la  suite  du  raisonnement,  l'équation  un  peu  plus  gé- 
nérale que  la  précédente  (104) 


Q" 


=  a;r0-H  PjKo H-  Y -0 -+-  Çs0-Hrn 


où  7]  ne  dépend  pas  de  p2.  Mais,  comme  le  système  (S0)  a  ses 
lignes  de  courbure  planes,  il  y  aura  entre  x0,  yQl  z0  une  relation 
linéaire  ne  dépendant  pas  de  p2,  qui  permettra  toujours  de  ra- 
mener la  relation  précédente  à  la  forme  (io4);  de  sorte  que  l'on 
peut  regarder  les  équations  (io4)  et  (io5)  comme  absolument 
équivalentes. 

Or  l'équation  (io5)  peut  évidemment  être  remplacée  par  la 
suivante 

(106)  Q  =  a.X-i-pY  +  Yz  +  aSOo-+-&, 

8  étant  indépendant  de  p2  comme  a,  (3,  y,  

D'autre  part,  si  l'on  remplace  û,  Q0,  parleurs  valeurs,  données 
plus  haut  (n°  1060),  et  X,  Y,  Z  par  leurs  valeurs  données  au 
n°  482,  la  relation  à  vérifier,  divisée  par  9,  se  ramène  à  la  forme 
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suivante 

(107)  /(ps)  —  2C/o(p2)=  Mpî  +  Np2+  P, 

où  M,  N,  P  ne  dépendent  pas  de  p2. 

Pour  que  cette  équation  ait  lieu  identiquement,  il  faudra, 
comme  on  le  reconnaît  par  la  différentiation,  que  Ç  se  réduise  à 
une  constante.  Les  formules  (io3)  et(io4)  montrent  même  que 
cette  constante  disparaîtra  dans  les  dérivées  de  Q',  qui  inter- 
viennent seules  pour  la  définition  du  système  cherché.  On  peut 
donc  supposer 

Ç  =  o; 

et  il  faudra  alors  que  la  fonction  f(p2)  se  réduise  à  un  poly- 
nôme du  second  degré  en  p2.  En  égalant  ensuite  à  zéro  les  coef- 
ficients des  puissances  de  p2,  on  trouvera  trois  équations  qui  éta- 
bliront les  relations  nécessaires  entre  les  fonctions  arbitraires  a, 

%  Y,  i\- 

Comme  il  fallait  s'y  attendre,  la  solution  précédente  exige  l'in- 
tégration des  deux  équations  aux  dérivées  partielles  (77),  inté- 
gration qui  était  déjà  requise  pour  la  détermination  des  systèmes 
à  lignes  de  courbure  planes  et  qui  équivaut  à  la  détermination 
des  surfaces  admettant  même  représentation  sphérique  que  la 
surface  (A.). 
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CHAPITRE   XIII. 

NOUVELLES    CLASSES    DE    SURFACES    APPLICABLES. 

Ce  Chapitre  est  consacré  à  l'exposition  des  résultats  nouveaux  que  l'on  doit  à 
M.  Weingarten  dans  la  recherche  des  surfaces  applicables  sur  une  surface 
donnée.  —  La  méthode  de  M.  Weingarten  exige  que  l'on  connaisse  déjà  au 
moins  une  surface  réelle  ou  imaginaire  admettant  l'élément  linéaire  donné.  — 
Elle  fait  dépendre  la  détermination  de  toutes  les  surfaces  (0)  admettant  cet 
élément  linéaire  de  celle  d'autres  surfaces  (S),  satisfaisant  à  une  certaine  équa- 
tion aux  dérivées  partielles,  qui  établit  une  relation  entre  les  rayons  de  cour- 
bure principaux,  les  distances  d'un  point  fixe  au  plan  tangent  et  au  point  de 
contact.  —  Cas  particulier  où  les  caractéristiques  de  cette  équation  aux  dé- 
rivées partielles  sont  les  lignes  de  longueur  nulle  de  la  représentation  sphérique 
de  (S).  —  L'élément  linéaire  est  alors  défini  par  la  formule  simple 

ds2  =  du2-\-  i  [u  -+-  ty'(v)]  dv-, 

et  l'équation  à  intégrer  prend  la  forme  simple 

d2  v  Y  (  v  ) 

dzd$  ~  (i  +  ajî)2' 

Indication  des  différentes  formes  de  ty' (v)  pour  lesquelles  l'intégration  est 
possible.  —  Démonstration  de  différents  résultats  dus  à  MM.  Weingarten,  Ba- 
roni,  Goursat.  —  Les  cas  les  plus  intéressants  font  connaître  toutes  les  surfaces 
applicables  sur  le  paraboloïde  du  second  degré  dont  une  génératrice  rectiligne 
est  tangente  au  cercle  de  l'infini.  —  Réduction  de  l'élément  linéaire  de  ces  sur- 
faces à  la  forme  de  Liouville  qui  permet  l'intégration  des  lignes  géodésiques. 


1066.  Nous  pouvons  maintenant  rattacher  aux  propositions 
des  Chapitres  précédents  une  méthode  singulière  par  laquelle 
M.  Weingarten  a  obtenu  de  nouveaux  succès  dans  la  recherche 
des  surfaces  applicables  sur  une  surface  donnée  (1).  L'éminent 


(')  J.  Weingarten,  Sur  la  théorie  des  surfaces  applicables  sur  une  sur/ace 
donnée.  Extrait  d  'une  lettre  à  M.  Darboux  (  Comptes  rendus,  t.  CXII,  p.  607 
et  706;  mars  1891). 

On  pourra  consulter  aussi  une  Note  de  M.  Goursat,  insérée  au  même  Recueil, 
p.  707,  et  un  Mémoire  plus  étendu  du  même  auteur  Sur  un  théorème  de 
M.  Weingarten  et  sur  la  théorie  de  surfaces  applicables,  publié  en  1891,  au 
tome  V  des  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse. 
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géomètre  ne  nous  a  pas  fait  connaître  quels  sont  les  principes 
qui  lui  ont  servi  de  guide.  Nous  espérons  que  l'exposition  sui- 
vante expliquera  dans  une  certaine  mesure  pourquoi,  appliquée 
à  certains  cas  spéciaux,  elle  devait  réussir. 

Nous  avons  vu  que  les  caractéristiques  de  l'équation  aux  dé- 
rivées partielles  des  surfaces  applicables  sur  une  surface  donnée 
sont  les  lignes  asymptoliques  de  ces  surfaces.  Par  suite,  toutes  les 
fois  qu'il  sera  possible,  sinon  de  déterminer  ces  lignes  asympto- 
tiques,  tout  au  moins  d'en  indiquer  certaines  propriétés  particu- 
lières, le  problème  pourra  être  formulé  d'une  manière  nouvelle  et 
conduire  ainsi  à  quelque  résultat  nouveau.  La  considération  du 
système  conjugué  commun  à  deux  surfaces  applicables  l'une  sur 
l'autre  va  nous  permettre  d'appliquer  cette  remarque  générale. 

Nous  commencerons  par  supposer  que  nous  ayons  une  solution 
particulière  du  problème,  c'est-à-dire  que  nous  connaissions  une 
surface  admettant  un  élément  linéaire  donné.  Si  X\ ,  yK,  z-K  sont 
les  coordonnées  d'un  point  de  cette  surface  (61),  l'élément  li- 
néaire sera  déterminé  par  l'équation 

(  1  )  cW-  =  dx\  -+-  cly \  -4-  dz \. 

Posons 

(2)  xt  =  u,        y,  -4-  izx  =  r,        yx  —  izx  =  2  w, 

w  pourra  être  considérée  comme  une  fonction  de  u  et  de  v,  dont 
nous  écrirons  la  différentielle  sous  la  forme  classique 

( 3  )  dw  =  p  du  -4-  q  dv; 

et  l'élément  linéaire  considéré  prendra  la  forme 

( 4 )  dsz  =  du-  -+-  1  dv  dw  =  du- -+-  ip  du  dv  -+-  iq  dv^, 

qui  est  précisément  celle  qui  sert  de  point  de  départ  à  M.  Wein- 
garten. 

La  manière  même  dont  nous  y  sommes  conduits  montre  qu'on 
pourra  la  reproduire,  une  fois  obtenue,  avec  six  constantes  arbi- 
traires, en  effectuant  sur  x^  yi}  zt  une  -substitution  linéaire  or- 
thogonale quelconque.  Tl  est  vrai  que  la  relation  entre  u,  ç,  w 
contient  des  imaginaires  lorsque  la  surface  (0<)  est  réelle;  mais 
ici  encore,  on  pourra  utiliser  ces  solutions  signalées  au  n°  701, 
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et  pour  lesquelles  deux  des  coordonnées  xK,  y(,  zt  sont  des  fonc- 
tions réelles,  la  troisième  étant  une  imaginaire  pure.  Si  c'est  z\, 
par  exemple,  qui  est  purement  imaginaire,  on  reconnaît  immédia- 
tement sur  les  formules  (2)  que  w  sera  une  fonction  réelle  des 
variables  réelles  u  et  v.  Les  substitutions  orthogonales  auxquelles 
on  a  le  droit  de  soumettre  xA,  y(,  zt  pourront  alors  revêtir  une 
forme  réelle  quand  on  y  remplacera  ces  coordonnées  par  leurs 
expressions  en  u,  r,  «'. 

1067.  Soient  maintenante,^,  z  les  coordonnées  rectangulaires 
d'un  point  de  la  surface  (0)  qu'il  s'agit  d'obtenir  et  qui  est  appli- 
cable sur  la  surface  (0|).  Si  l'on  fait  rouler  la  surface  (0i)  sur  la 
surface  (6),  une  droite  isotrope  invariablement  liée  à  (©))  cou- 
pera le  plan  de  contact  de  (0)  et  de  (®i)  suivant  un  point  dont  le 
lieu  géométrique  sera  une  de  ces  surfaces  (S')  pour  lesquelles  les 
lignes  de  courbure  correspondent  au  système  conjugué  commun 
à  (0)  et  à  (@i).  Prenons  la  droite  isotrope  particulière  (d)  qui, 
rapportée  aux  axes  invariablement  liés  à  (0,  ),  est  représentée  par 
les  équations 

(5)  x{  =  o,        ^1+^1  =  0, 
c'est-à-dire  par  les  suivantes 

(6)  u  =  o,         v  =  o; 

et  proposons-nous  de  déterminer  les  coordonnées  X',  Y',  7J  du 
point  où  elle  coupe  le  plan  de  contact  de  (0)  et  de  (0<).  Pour 
cela  nous  appliquerons  la  méthode  donnée  au  n°  968;  les  coor- 
données cherchées  sont  évidemment  de  la  forme  suivante  : 

1v  t  àx        _  d.r 

ou  ov 

1  ou  ov 

\  ou  ov 

A  et  B  étant  des  coefficients  indépendants  du  choix  des  axes.  Par 
conséquent,  les  surfaces  (0),  (0,)  étant  applicables  l'une  sur 
l'autre,    on    pourra    appliquer    ces    formules    aux    axes    0|.r,, 
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Otyi,  0,3,,  auxquels  est  rapportée  la  surface  (©,),  sans  changer 
la  valeur  de  A  et  de  B.  On  aura  donc 

X.=£P1-f-A-r 1-  B  -—  , 

1  du  dv 

;y;=7i  +  a^+b^, 

1       J  du  dv 

Z'1=*1  +  A^î  +B^. 

Les  équations  de  la  droite  isotrope  (d)  nous  donnent 

Xj  =  o,         Y\  -+-  j'Z'j  =  o, 

et  l'on  a  d'ailleurs,  en  vertu  de  la  définition  de  u  et  de  v, 

dx\  àxt 

Xi=  u,  —  =  i,  — -  =  o, 

ou  dv 

àiVi  +  izi)                    à(y1  +  izl) 
yl-[-iz1=ç,         -^-L- -=o,  -^-^ =i; 

J  du  dv 

il  viendra  donc 

A  =  —  u,        B  = —  v , 

de  sorte  que  les  coordonnées  du  point  de  (S')  seront  déterminées 
par  les  formules 

„,                   àx  àx 

X  =  x  —  u v  -t—  > 

(9)  {  Y  =  JK  —  «  T1  —  f  f1  ' 

_,  ds  cte 

Z    =    5  Ji  - V  -T-  • 

Tl  est  très  aisé  de  déterminer  les  cosinus  directeurs  C,  G,  G' 
de  la  normale  à  (S').  Si  l'on  différence,  en  effet,  les  formules  pré- 
cédentes, on  trouve 

dX'  =  —  u  d- v  d—-  -, 

du  dv 

(io)  {  <Ti'  =  —  ud-f-  —  v  d-^-, 

ou  dv 

dz  dz 

clL  =  —  u  d v  a  -r-  • 

du  dv 
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Gomme  on  doit  avoir 

dx^-h  dy^-\-  dz"-  =  du-  -h  -ip  du  dv  -t-  iq  dv2, 
il  viendra 


(ii) 


et  l'on  déduira  de  là,  eu  égard  à  l'équation  (3),  les  deux  relations 
identiques 

M  dx    7dx  C\  dx    ,dx 

(12)  \^d—  =  o,  V  — rf—-=o, 

v      '  O  du     du  O  du      dv 

qui,  rapprochées  des  formules  (10),  nous  permettent  de  prendre 
pour  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface  (S')  les  va- 
leurs suivantes  : 

(i3)  C=^,         G'=^,         G"=^. 

du  du  du 

Ces  valeurs  de  C,  G',  C"  subsisteraient  sans  modification  si  l'on 
substituait  à  la  surface  (S')  la  surface  plus  générale  (S")  définie 
par  les  formules 

dx  dx 

A  =  x  —  (  u  —  u0  ) (  V  —  v0  )  3-  ' 

du  dv 

(Y»  =  y-(u-uQ)d£-(»-ç0)^, 

L"  =  z  —  (u—  u0) (v  —  Co)t"  ' 

ou  dv 

où  w0,  va  désignent  deux  constantes  quelconques.  Au  reste,  la  sur- 
face (S")  est  de  même  définition  que  (S');  elle  est  décrite  par  le 
point  où  la  droite  isotrope  (d")  parallèle  à  (d)  et  définie  par  les 
équations 

a?i=  «0,       ji  -+-  izi  =  v0, 

coupe  le  plan  de  contact  de  (@)  et  de  (©i)-  Tous  ces  résultats 
sont  en  parfait  accord  avec  ceux  qui  ont  été  démontrés  au  Cha- 
pitre VI  de  ce  Livre.  Toutes  les  surfaces  (Sff)  ont,  aux  points  cor- 
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respondants,  leurs  plans  tangents  parallèles;  car,  pour  chacune 
d'elles,  ce  plan  tangent  est  le  plan  projetant  la  droite  isotrope 
correspondante.  Elles  ont  de  plus  même  représentation  sphérique 
de  leurs  lignes  de  courbure  (n°  947);  et  ces  lignes  de  courbure 
correspondent  aux  courbes  du  système  conjugué  commun  à  (0) 
et  à  (0,). 

Introduisons  ici  la  définition  suivante  :  étant  données  plusieurs 
surfaces  qui  se  correspondent  point  par  point,  désignons  sous  le 
nom  de  résultante  de  ces  surfaces  celle  qu'on  obtient  en  ajoutant 
géométriquement  les  rayons  vecteurs  qui  joignent  un  point  fixe 
de  l'espace  aux  points  correspondants  des  surfaces  données.  Tl 
est  clair  que  la  surface  (£")  la  plus  générale  sera  la  résultante  de 
la  surface  (2')  et  de  deux  autres  surfaces  homothétiques  aux  sui- 
vantes (S0)  et  (S),  qui  sont  respectivement  définies  par  les  équa- 
tions 


05) 

dx 

OU 

Y         dY 

j-o  —  ~r  ' 

ou 

àz 
du 

et 

(.6) 

dx 

dv 

y    dr 

dv 

z=d-± 

dv 

Toutes  ces  surfaces  se  correspondent  par  plans  tangents  pa- 
rallèles; la  surface  (20)  est  une  sphère;  quanta  la  surface  (S),  elle 
a  même  représentation  sphérique  de  ses  lignes  de  courbure  que 
les  différentes  surfaces  (2");  et,  par  conséquent,  ses  lignes  de 
courbure  correspondent  au  système  conjugué  qui  est  commun 
à  (0)  et  à  (©i). 

On  peut  encore  rattacher  d'une  autre  manière  la  surface  (S)  aux 
surfaces  (S'7).  Si  l'on  suppose  que,  dans  les  formules  (i 4) ?  ço 
grandisse  indéfiniment,  la  droite  isotrope  correspondante  (d") 
s'éloigne  indéfiniment  dans  le  plan 

rattaché  à  la  surface  mobile.  La  surface  (2/;)  s'éloigne  aussi  indé- 
finiment; mais  la  surface  homothétique  décrite  par  le  point  dont 
les  coordonnées  sont 

X"       Y"       Z" 
v0  '      v0  '     v0 
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demeure  à  distance  finie  et  se  réduit  à  la  surface  (S)  définie  plus 
haut. 

1068.  Cette  surface  (S)  est  précisément  celle  qui  sert  de  base 
aux  recherches  de  M.  Weingarten.  L'éminent  géomètre  l'intro- 
duit directement  par  les  formules  (16)  ;  et  l'identité  (12),  déjà  dé- 
montrée, 


S 


àx   7  dx 

—  d  —  =  o, 

du     dv 


montre  alors  que  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface 
sont  bien  les  quantités  C,  C,  C"  définies  par  les  formules  (i3). 
Nous  allons  chercher  directement  les  lignes  de  courbure  et  les 
rayons  de  courbure  principaux  de  la  surface  (S).  Mais  auparavant 
nous  remarquerons  que,  lorsque  (S)  sera  connue,  la  surface  (6) 
sera  définie  par  les  formules  suivantes  : 


(17) 


x  -- 

=    f  C  du  + 

XdV, 

y- 

=    fc'du  + 

Ydv, 

Z  - 

=   fc*du  + 

Z  dv, 

•■>  id< 

entités 

CX 

H-C'Y  +  C"2 

:  =p, 

X2 

-+-  Y2  -+-   Z2 

=\q, 

(18) 

d'où  il  résulte  que  p  sera  la  distance  de  V origine  au  plan  tan- 
gent de  (S)  et  iq  le  carré  de  la  distance  de  la  même  origine 
au  point  de  contact  de  ce  plan  tangent. 

1069.   Cela   posé,    cherchons    les    lignes    de    courbure   et   les 
rayons  de  courbure  principaux  de  la  surface  (S). 
Les  équations  d'Olinde  Rodrigues 

rfX  +  prfC  =  o,         dX  -t-  p  dC—  o,         dZ  -+-  p  dC"  =  o 
nous  donnent  ici  la  suivante 

,      ,  d'2x  d*x  ,  /d^   ,  d*x     .  \ 

(  '9  )  7— r  du-ï-  -—  dv  +  pi  — —  du  -h  - — -  dv     =  o 

dudv  dv*-  r  \du2  dudv 
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dlx 
du'1 

D            r 

/ dx 
\dv 

dx\ 

-pTuY 

d'2x 

D'            s 

~  ÏTC+  ÏP 

1 dx 

\~dv~~ 

dx\ 

-p-du-y 

du  dv 

d2x 
~àv^ 

D"            t 

l  dx 

\d~v 

dx\ 
-Pâli)' 

et  les  deux  équations  analogues  enyelz.  Or,  si  l'on  conserve  les 
notations  du  Livre  VII,  Chapitre  III,  le  système  (36)  [III,  p.  a5i] 
devient  ici 


(■20) 


D,  D',  D"  étant  les  déterminants  déjà  définis  et  r,  s,  t  les  dérivées 
secondes  de  tv,  considérée  comme  fonction  de  u,  v.  Si,  dans 
l'équation  (19),  on  remplace  les  dérivées  secondes  de  x  par  leurs 
valeurs  (20)  et  si  l'on  égale  à  zéro  le  coefficient  de  c  ainsi  que  celui 

U'IT  doo 

de  -r p-r-i  on  trouvera  les  deux  équations 

dv         '    du  ' 

D'  du  -+-  D"  dv  -+-  p(D  du  -+-  D'  dv)  =  o, 
s  du  -+-    t  dv  -t-  p  (  /•  du  -+-  s  dv)  =0, 

qui  détermineront  à  la  fois  p  et  -t->  L'équation  différentielle 

(21)  ( D'  du  -+-  D"  dv  )  (r  du  -+-  s  dv)  —  (  D  du  -+-  D'  dv ) (s  du  -t-  t  dv)  =  o, 

qui  résulte  de  l'élimination  de  p,  définira  les  lignes  de  courbure 
et  l'équation 

1     —  p      p2 

(22)  7'  S  t 

D         D'     D" 

fera  connaître  les  rayons  de  courbure  principaux. 

Le  premier  membre  de  l'équation  (21)  est  évidemment  la  forme 
quadratique  harmonique  aux  deux  suivantes  : 

D  diC-  +  2  D'  du  dv  H-  D"  dv"-, 
r  du-  -t-  is  du  dv  -4-  t  dv2, 

qui,  égalées  à  zéro,  déterminent  respectivement  les  lignes  asym- 
ptotiques  des  deux  surfaces  (0)  et  (0|).  On  vérifie  ainsi  que  les 
lignes  de  courbure  de  (S)  correspondent  bien  au  système  con- 
jugué commun  à  (6)  et  à  (0,  ).  Quant  à  l'équation  (22),  elle  peut 
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être  remplacée  par  les  deux  suivantes  : 

(23)  rp'p"-t-    s(p'-+-p")+     t ■  =  o, 

(24)  DP'P"+  D'(p'-l-p')+D'=  o, 

où  p'  et  p"  désignent  les  deux  rajons  de  courbure  principaux,  et 
dont  nous  aurons  à  faire  usage  plus  loin.  On  en  déduit,  en  parti- 
culier, que  l'on  aura  identiquement 

,    . .  ,  ,,  d2  x       ,    ,        „à-x         d'Lx 

1   '    àiû         l  du  ov         0vh 

comme  on  le  voit  en  utilisant  le  système  (20).  Il  nous  reste  main- 
tenant à  indiquer  les  conséquence. 

1070.  Nous  remarquerons  d'abord  qu'on  peut,  en  quelque 
sorte,  supprimer  la  relation  entre  (6)  et  (S),  en  définissant  directe- 
ment cette  dernière  surface. 

En  effet,  dans  l'équation  (23)  et  dans  les  valeurs  de  /',  s,  t,  ex- 
primons u  et  v  en  fonction  des  variables/?  et  q  qui  ont  par  rapport 
à  (S)  une  signification  géométrique  déterminée,  indiquée  à  la  fin 
du  n°  1068.  Nous  aurons  ainsi  une  relation  entre  les  rajons  de 
courbure  de  (2),  les  distances  de  l'origine  au  plan  tangent  et  au 
point  de  contact,  c'est-à-dire  une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre  à  laquelle  devra  satisfaire  (2).  Voici 
un  moyen  élégant  de  faire  le  calcul.  Posons 

(26)  cp  =  up  -4-  çq  —  w. 

et  exprimons  cp  en  fonction  de  p  et  q.  Comme  on  a,  en  diffé- 
rentiant, 

do  =  u  dp  -+•  v  dq , 
on  pourra  poser 

.      .  do  do 

(  27  )  a  =  -/- ,         "  =  -f-  • 

dp  dq 

De  plus,  les  équations 

dp  =  /•  du  -+-  s  dv,         dq  =  s  du  -+■  t  dv, 
qui  définissent  les  dérivées  secondes,  nous  donnent 

du  =  d%-  =  tdp-'*q-,         dv  =  ddl  =  rdq-sdp 
dp  rt  —  s2  dq  rt  —  s- 
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et,  par  suite, 

d-  ce  t  à'2®  —  s  à2  cd  /' 


(•28) 


dp2         rt —  s2  dp  àq        rt —  s2  àq2        rt —  s2 


C'est  la  transformation  bien  connue  de  Legendre,  qui  revient  à 
remplacer  la  surface  (@i)  par  sa  polaire  réciproque  relativement 
au  paraboloïde  défini  par  l'équation  (') 

(29)  1W   =    U2-+-  V2. 

Après  cette  transformation,  l'équation  (a3)  à  laquelle  satisfait  (S) 
prend  la  forme 

d2  CD  ,  ;/        <)2'D  ,     „  d2  CD 

(30)  ôfi-^-^ôïôq^ïï    ô^=° 

et  les  formules  définissant  la  surface  (@)  deviennent 


Ix  =    /    C  d  —     f  Xrf 
j=    f C  dp-  +Y  dU4- , 
\  J  dP 

f    s,  =    fc'd^-  -t-Zrf 


d'-D         „    ,  dcD 

-r-i-   -+-  X  d  — '- 

dp  àq 

c/cp 

dp    '        ~  àq 

C/Cf 
dp  (/(^ 


Quant  à  l'élément  linéaire  de  (©),  il  s'exprimera  comme  il  suit  : 

(  52 )  as2  =  I  d—       -f-  2/3  a  —  '-  d  — ' — h2»    fl-p       • 

\     àp  )  dp      àq  \     àq  J 

1071.  Nous  allons  maintenant  démontrer  la  réciproque  :  si  la 
surface  (S)  satisfait  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  (3o),  les 
formules  (3i)  déterminent  une  surface  (0)  admettant  l'élément 
linéaire  donné. 

Comme  la  formule  (32),  équivalente  à  celle  (4)  qui  a  servi  de 
point  de   départ,  résulte   immédiatement  des   équations   (3i)  en 


(')  En  effet,  d'après  les  formules  (a)  qui  relient  u,  v,  w  aux  coordonnées  rec- 
tangulaires cc1:  yv  zt,  on  voit  que  ces  variables  u,  v,  w  constituent,  elles  aussi, 
un  système  de  coordonnées  rectilignes,  de  sorte  que  la  transformation  indiquée 
dans  le  texte  équivaut  à  prendre  la  polaire  réciproque  delà  surface  (©,),  admet- 
tant l'élément  linéaire  donné,  relativement  au  paraboloïde  défini  en  coordonnées 
rectangulaires  par  l'équation 

y  —  iz  =  ^+(7+  izy, 
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admettant  qu'elles  soient  établies,  tout  se  réduit  à  démontrer  que 
les  expressions  telles  que  la  suivante 

(33)  Grf^+Xrf^ 
v      '  dp  dq 

sont  des  différentielles  exactes. 

Or,  aux  équations  d'Olinde  Rodrig ues,  qui  définissent  les  lignes 
de  courbure 

dX  -+-  p  clQx  =  o,         d\  -+-  p  dC  =  o,         d'L  -+-  p  dC"  =  o, 
on  peut  adjoindre  la  suivante 

(34)  dq  -T-  p  dp  =  o, 

que  l'on  obtient  en  les  ajoutant  après  les  avoir  multipliées  respec- 
tivement par  X,  Y,  Z.  Si  donc  on  a  pris  p  et  q  pour  variables  in- 
dépendantes, on  aura,  pour  chaque  ligne  de  courbure, 

dX,         dX,  /dC   .        dC   .  \ 

-dp  +  -dq  +  p^  dp-ï-^dq)  =  O, 

et,  en  remplaçant  -4~  par  sa  valeur  déduite  de  l'équation  (34), 
/orx  àX         /àC       dX\  dC 

(j5)  ôp-+?{dp--dq-)-ï'-dq=0; 

de  sorte  que  l'on  peut  poser 


(36) 

et  de  là  l'on  déduit 

(37) 


^ P  +  p  '  dq  ~  dp        dq  ' 
,  „  àG  ''_    _  dX  _ 
P  P    dq  ~~  dp' 


dp  '    "    dq  ' 

dq  ~  d~p~~{?  +  P  ^dq 


Ces  relations,  auxquelles  il  faut  joindre  les  formules  analogues  en 
Y  et  G',  Z  et  C" ',  constituent  une  des  propriétés  du  système  de 
coordonnées  curvilignes  /?,  q. 

Gela  posé,   écrivons  la  condition  d'intégrabilité  de  la  différen- 
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tielle  (33);  il  viendra 

-  (cdit  i  x  f)2?  \=  d  (c  d2cp    i  Xd"'' 

dq  \     dp-  dp  dq  /        dp  \     dp  dq  dq- 

ou,  en  réduisant, 

dC  ()2cp    |    (dX  _àG\    d2y      _  dX  d2^  _  n 


dq    dp2        \dq         dp  /  dp  dq         dp    dq2 

Il  suffit  de  tenir  compte  des  relations  (36)  pour  voir  apparaître  le 

àC 
premier  membre  de  l'équation  (3o)  multiplié  par  -y--  Notre  réci- 
proque est  donc  complètement  démontrée. 

1072.  Nous  avons  ainsi  réalisé  une  transformation  radicale  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles  qu'il  s'agissait  d'intégrer,  et 
notre  remarque  du  début  nous  montre  que,  pourvu  que  l'on 
connaisse  une  surface  particulière  admettant  un  élément  linéaire 
donné,  la  détermination  complète  des  surfaces  admettant  ce  même 
élément  linéaire  pourra  toujours  se  ramener  à  l'intégration  d'une 
équation  de  la  forme  (3o).  Comme  on  a  ici,  d'après  la  formule  (21) 
[III,  p.  246] 

(38)  DD"—B'2=s2—rt, 

l'équation  à  laquelle  satisferait  la  coordonnée  x  relative  à  la  sur- 
face (0)  serait,  en  remplaçant  D,  D',  D''  par  leurs  valeurs  tirées 
du  système  (20)  et  faisant  quelques  réductions, 


à2x  à-x 

(3o)  {  —[-■, />-r~  )\t~r^  —  25_; — i — l~7"-rv 

du  dv  dv2 


-p-,  [ 

du2 

dv2         \dudv 

1 dx 

—  P 

àx\  [    d2x 
)  (  f 

du)  \   du2 

(s2  —  ri 

'[■ 

-.(£)']■ 

Il  reviendra  au  même  d'inlégrer  cette  équation,  ou  celle  (3o)  que 
nous  avons  formée  plus  haut  et  qui  détermine  (S). 

Nous  savons  (n°  703)  que  l'équation  précédente  admet  pour 
caractéristiques  les  lignes  asymptotiques  delà  surface  (0)  définies 
par  l'équation  différentielle 

(4o)  D  du2-+-  2D'  du  dv  -+-  D"  dv2  —  o. 
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Ces  caractéristiques  sont  aussi  celles  qui  contiennent  à  l'équa- 
tion (3o).  On  pourrait,  comme  l'a  fait  M.  Goursat  dans  le  Mé- 
moire cité  plus  haut,  établir  ce  résultat  par  un  raisonnement 
a  priori.  Nous  nous  contenterons  de  remarquer  que  les  caracté- 
ristiques de  l'équation  générale  aux  dérivées  partielles 

(40  Hp'p"4-K(p'H-p")  +  L-o, 

où,  p',  p"  désignant  toujours  les  rayons  de  courbure  principaux, 
les  fonctions  H,  K,  L  ne  contiennent  que  les  coordonnées  X,  Y, 
Z  du  point  et  les  cosinus  directeurs  C,  G,  G'  de  la  normale  à  la 
surface,  sont  déterminées  par  l'équation  différentielle 


(42)  HCiCrfX-KC 


d&. 


Cette  équation,  à  laquelle  conduit  l'application  régulière  des  mé- 
thodes générales,  deviendra  ici 

dq^O  dpdgO 

ou,  en  tenant  compte  des  formules  (28), 

(43)  rQdGdX  —  sQd&  =  JO. 

Or  calculons  les  trois  formes  quadratiques 

C  dC  dX,         Q  dX*,         C  dQï, 

relatives  à  la  surface  (S),  et  qui  définissent,  pour  cette  surface,  les 
lignes  asymptotiques,  les  lignes  de  longueur  nulle  et  les  lignes  de 
longueur  nulle  de  la  représentation  sphérique;  c'est-à-dire  trois 
systèmes  de  courbes  divisant  harmoniquement  les  lignes  de 
courbure  de  (S).  Un  calcul  facile,  où  l'on  aura  à  employer  les  for- 
mules (20)  et  à  tenir  compte  de  l'identité  (38),  nous  donnera 

[C     dC2     =r^2(Ddu*-i--2D'dudv-hI)''di>ï)-h^>(rdu'i-h2sdiidv-htdvï) 

44)     |  C  dCdX.  =  j^(Ddu*-+-'2D' dudv-i-T)"  dç*-)-{-~(rdu'i-W'is  dudv^-tdvr) 

D"  t 

dX2    =  75-  (  D  diû-  +aD'  du  dv  -+-  D"  dv%  )•+-  -r^  (r  duz-Jt-2s  du  dv  -t-  t  dv*-) 


S 


H2v  —  —    /   ■    H2 
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Ces  relations  permettent,  en  premier  lieu,  d'établir  le  fait  annoncé 
et  de  mettre  en  évidence  l'identité  des  deux  systèmes  de  caracté- 
ristiques définis  par  les  équations  (4o)  et  (43)-  Elles  montrent 
aussi  que  les  trois  familles  de  lignes  précédentes  sont  en  involution 
avec  les  lignes  a sympto tiques  des  surfaces  (0)  et  (©<).  Il  fallait 
s'y  attendre,  puisqu'elles  divisent  toutes  harmoniquement  le  réseau 
formé  par  les  lignes  de  courbure  de  (S),  qui  correspond  au  réseau 
conjugué  commun  à  (6)  et  à  (@i)- 

1073.  On  peut  faire  des  applications  diverses  des  résultats  pré- 
cédents. Nous  présenterons  d'abord  la  remarque  générale  suivante. 

Supposons  qu'on  veuille  déterminer  toutes  les  surfaces  admet- 
tant un  élément  linéaire  donné.  La  connaissance  d'une  solution 
particulière  (0i)  nous  permettra  de  ramener  le  problème  à  l'in- 
tégration d'une  équation  de  la  forme  (3o).  Cette  intégration  étant 
effectuée,  on  connaîtra  un  nombre  illimité  de  surfaces  (0,)  ad- 
mettant l'élément  linéaire  donné;  et  à  chacune  d'elles  corres- 
pondra une  forme  déterminée  de  l'équation  (3o).  Donc,  lorsqu'on 
sait  intégrer  une  équation  de  cette  forme,  il  en  existe  un  nombre 
illimité  d'autres  de  même  forme,  mais  où  la  fonction  cp  aura  une 
détermination  différente,  que  l'on  saura  intégrer.  Rappelons  même 
pour  plus  de  netteté  la  signification  géométrique  de  la  fonction  ©. 
Nous  avons  vu  que  l'équation 

w  =  o(p,q) 

représente,  si  l'on  y  regarde  les  variables  /?,  q,  w  comme  des 
coordonnées  cartésiennes,  reliées  aux  coordonnées  rectangulaires 
par  les  formules  (2),  la  polaire  réciproque  de  l'une  des  surfaces 
admettant  l'élément  linéaire  donné,  prise  relativement  au  para- 
boloïde  représenté  par  l'équation  (29)  donnée  plus  haut. 

Pour  examiner  maintenant  quelques  applications  particulières, 
envisageons  d'abord  l'élément  linéaire  de  la  sphère 


En  prenant  ici 


ds*=  ûfô^-i-sii^edty2. 

X\  =  u  =  cos6, 
v  =.  yx-\-  iz1  =  sinôe^, 
2w  =yi—  izx=  sinOe-'ty, 


D.  —  IV. 
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l'équation 


2     ,  2     ,      _  2  , 

J?i+7i  +  ^i  =  I 


nous  donnera  la  relation 

<xvw  =  i  —  «2, 

d'où  l'on  pourra  déduire 

il  u"-  —  i  i 


/>=—->         9 


V  IV1  v 


cd  =  \/p'2  —  2  g. 


L'équation  (3o)  devient  ici 

(p'  +  P)(p"+P)=Pz--2g- 

Elle  exprime  que  la  sphère  ayant  pour  diamètre  la  droite  qui 
joint  les  deux  centres  de  courbure  principaux  de  (S)  doit  passer  à 
l'origine  des  coordonnées.  Il  n'y  a  là  qu'un  fait  curieux,  l'équa- 
tion précédente  étant  plus  compliquée  que  celle  des  surfaces  à 
courbure  constante. 

1074.  Pour  obtenir  d'autres  applications,  nous  remarquerons 
une  conséquence  intéressante  des  équations  (44)  relatives  aux  trois 
familles  de  lignes  tracées  sur  (S).  Il  faudra  une  seule  condition 
pour  que  les  lignes  qui  composent  l'une  de  ces  trois  familles 
deviennent  les  caractéristiques  de  V équation  aux  dérivées  par- 
tielles (3o)  à  laquelle  doit  satisfaire  la  surface  (S). 

Si  l'on  veut,  par  exemple,  que  ces  caractéristiques  soient  les 
lignes  de  longueur  nulle  de  la  représentation  sphérique,  il  faudra 
supposer 

d2Q 
/•  =  O  OU  -t— '-  =  o. 

oq'1 

La  fonction  la  plus  générale  satisfaisant  à  cette  condition  serait 

?  =  ?/(/>)  -t-fi(p); 

on  verra  aisément  qu'on  ne  restreint  pas  la  généralité  en  supposant 
/(/>)  =p,  ce  qui  permet  d'écrire  <p  sous  la  forme 

(4a).  ^—Pi  —  ^k — <K/>); 
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et  l'équation  à  intégrer  deviendra 

(46)  P'+P"  =  -2P-<y'(p). 

On  aura  ici 

(47)  »  =  ■£  =  q—  p2—  V(p)>      v=^=p; 

de  sorte  que  l'élément  linéaire  de  (0)  pourra  s'écrire 

(48)  ds*  =  du*-\-  iv  dudv  -\-[iu-\-  2C2+  2^'(p)]  dv%- 
Posons 

(4g)  m+  — =«i, 

il  viendra 

(5o)  c?52=  cfo*  -f-  a['«i+  <]/(p)]  dv2. 

La  détermination  de  toutes  les  surfaces  qui  admettent  cet  élé- 
ment linéaire  sera  ainsi  ramenée  à  l'intégration  de  l'équation  aux 
dérivées  partielles  (46). 

Or  cette  équation  prend  une  forme  très  simple  si  l'on  emploie 
le  système  de  coordonnées  tangentielles  défini  au  n°  165,  c'est- 
à-dire  si  l'on  regarde  la  surface  (S)  comme  l'enveloppe  du  plan 
dont  l'équation  est 

(5i)  (a  +  P)X  +  i(P-a)Y  +  («p— i)Z-h^  =  o. 

On  aura  ici 

(52)  C=^4,  C'=i(V-*\         G"-^-1 


(53)  £=_p(t  +  a[3) 

et  un  calcul  facile  donnera  les  formules  très  symétriques 

v        _            (i-+-aB)«  (dp   dC        dp  dC\ 
X  =  Cp  -\ 


i         \à<x   dfi         à$  du.  ) 

(i  +  oP)2  (dp  dC         dp  àC 


2  \d%    dp         d$    dy. 

7        C»n+  ('  +  »?)'  />  ^G"  +  *P   dC"\ 
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On  déduira  de  là 

,„.  X2+Y2+Z2         »2        (n-aB)2  <?/>  e)/> 

v  2  2  2  2  c'a   op 

Les  rayons   de   courbure    sont   exprimés  par  la  première  des 
équations  (33)  [I,  p.  246],  qui  donne  ici 

(56)  p'+p<'=_^_-^(l  +  apT; 

et,  par  suite,  l'équation  (46)  prendra  la  forme  extrêmement  simple 

d*p    _       Y(p) 


(57) 


àx  d$        (i  +  aj3)2 


Lorsque  l'on  aura  intégré  cette  équation,  on  aura  x,  y,  z  par  les 
formules  (3i);  ce  qui  donnera,  après  quelques  réductions, 

x  =  Cut  -h   !  ty'(p)dC  ■ 
l  y=  G'ui-h  I  ¥(p)dC 
■■  =  CU1-+-   !  V(p)dGr 


S* 


(1  +  ap)2 
2 

VàC 

m 

da-\- 

dC 
da. 

m 

*p], 

(i  +  «P)5 
2 

m 

da  -f- 

dC 
da 

/dPy 

rfp], 

(i4-ap)> 
2 

ràc 

HP 

m 

dct  ■+- 

dC 

da 

/dPy 

1<W 

rfp], 

m,  ayant  la  valeur  définie  par  la  formule  (49)5  qui  devient  ici 

.,   ,  (i  +  aj3)2  dp  dp 

(59)  "1  = —  -r  -^  —  Y  (i0)- 

Or  il  suffit  de  se  reporter  aux  propriétés  des  lignes  géodésiques 
et  à  la  forme  (5o)  de  l'élément  linéaire  pour  interpréter  géomé- 
triquement les  formules  qui  définissent  (2). 

Considérons  la  surface  auxiliaire  (S,)  définie  par  les  équations 

(60)  Tl  =  X —  Cl*!,  yt=y  —  Cllu  Z1  =  Z —  G"  Mi. 

Il  résulte  immédiatement  des  équations  (58)  que  l'on  a 
C  dxi  -+-  G'  dyx  -+-  G"  dzx  =  o. 

Par  conséquent  la  surface  (S,)  est  une  développante  de  (0)  sui- 
vant le  système  de  lignes  géodésiques  de  paramètre  v  :  ce  sont  les 
courbes  de  paramètre  v  sur  (£,)  qui  auront  pour  développées  les 
lignes  géodésiques  de  (©). 
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La  surface  (S,)  est  déterminée  ponctuellement  par  les  for- 
mules (60).  On  peut  la  déterminer  tangentiellement  en  la  consi- 
dérant comme  enveloppe  du  plan  défini  par  l'équation 

Ga?i+  C'yi-I-  G"zi-\ 5-  =  o, 

ou  encore 

(61)  (a  -+-  P)a?i-t-  i'(P  —  a)7i+  (ap  —  i)-i+  w  =  0, 

ce  qui  donne  les  relations 

diû  . 

—  -+-   a?,    —    y,   +    p^   =  o, 


d2  w        da?! 

da2          da 

d2w         dxi 

et  deux  autres  relations  semblables  taisant  connaître  -r^j  -^57- < 

ap      dp2 

On  déduii  de  là 


d2  to 

"^2" 


(62) 


()2U)  2  <{/(/>) 


dadp  i  +  ap1 


y 


*)*-t(ï}'**-««1£Sî?]> 


et  ces  trois  équations,  toujours  compatibles,  détermineront  to.  Les 
termes  de  la  forme 

A  +  Ba  +  Cp  +  Dap 

introduits  par  les  intégrations  conviennent  à  des  surfaces  qui  se 
déduisent  les  unes  des  autres  par  une  translation  ou  par  le  passage 
à  la  surface  parallèle. 

On  voit  que  les  lignes  de  courbure  sont  déterminées  (n°  165 
par  les  équations  différentielles 

Donc,  comme  il  fallait  s'y  attendre,  une  des  familles  est  formée 
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des  courbes 

p  =  const., 

auxquelles  correspondent  sur  (0)  les  lignes  géodésiques  de  para- 
mètre v. 

1075.  En  résumé,  les  formules  auxquelles  nous  avons  été  con- 
duits font  dépendre  la  détermination  de  toutes  les  surfaces  (€)) 
dont  l'élément  linéaire  est  donné  par  la  formule 

(63)  ds-  =  du\  -+-  i\u\  -t-  ^'(^)]  dv- 

de  l'intégration  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 


(64) 


dad$        (n-«P)s 


ou  de  la  détermination  des  surfaces  (S)  dont  les  rayons  de  cour- 
bure satisfont  à  la  relation 

(65)  p'+pv  =  _2jt,_^(<t,-)) 

dans  laquelle/?  désigne  la  distance  de  l'origine  au  plan  tangent. 

Malheureusement;  quelque  simple  qu'en  soit  la  forme,  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  (64)  n'est  pas  intégrable  en  général. 
M.  Weingarten,  et  ensuite  M.  Goursat,  ont  cependant  indiqué 
quelques  cas  dans  lesquels  on  peut  obtenir  son  intégrale  générale. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  fonction  <]/  soit  linéaire,  et 
posons 

(66)  t(")= ' 

m   désignant   une   constante   quelconque.   L'équation    (64)    de- 
viendra 

(   7)  dïdfi  =     (n-«p)s    ' 

et,  si  l'on  effectue  la  substitution 

elle  se  réduira  à  l'équation  d'Euler 

(R»\  d%v     -  m(I  —  fn)v 

{     '  d*d$0        («  -Po)2   ' 
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que  nous  savons  intégrer,  soit  par  des  formules  finies  lorsque  m 
est  entier,  soit  par  des  intégrales  définies  dans  tous  les  autres  cas 
(Livre  IV,  Chap.  JIl  et  IV). 

Alors  la  relation  (65),  qui  sert  de  définition  à  la  surface  (S),  sera 

(69)  p'-Hp"-f-2p  =  m(m  —  i)p. 

Si  l'on  mène  le  plan  perpendiculaire  à  la  normale  d'une  surface 
à  égaie  distance  des  deux  centres  de  courbure,  il  enveloppe  une 
autre  surface  à  laquelle  nous  donnerons  ici  le  nom  de  développée 
moyenne  de  la  première  (').  Comme  la  distance  de  l'origine  à 

ce  plan  est 

p'-\-  p" 

on  voit  que  l'équation  (6g)  exprime  que  la  développée  moyenne 
de  la  surface  (S)  est  une  surface  homothétique  à  (2)  (2). 


(')  Au  n°  912  nous  avons  déjà  donné  le  nom  de  développée  moyenne  à  la  sur- 
face décrite  par  le  milieu  du  segment  formé  par  les  centres  de  courbure  princi- 
paux. Nous  mettrons  à  profit  cette  occasion  pour  rappeler  ici  que  Ribaucour  a 
introduit  avec  succès  deux  surfaces  différentes  dans  la  théorie  des  congruences 
rectilignes  :  l'une,  la  surface  moyenne,  décrite  par  le  milieu  du  segment  focal; 
l'autre,  ['enveloppée  moyenne,  enveloppe  du  plan  perpendiculaire  sur  le  milieu 
du  segment  focal.  Quand  la  congruence  rectiligne  est  engendrée  par  les  normales 
d'une  surface  (S),  on  a  ainsi  deux  surfaces  distinctes  rattachées  à  (S).  On  pourrait, 
si  on  les  rencontrait  dans  une  même  étude,  les  désigner  respectivement  sous  les 
noms  de  développée  moyenne  ponctuelle  et  de  développée  moyenne  tangentielle. 

(2)  Les  surfaces  jouissant  de  cette  propriété  avaient  été  déjà  considérées  par 
Ribaucour  et  par  M.  Appell  dans  le  cas  particulier  où  m  =  0  et  où,  par  suite,  la 
développée  moyenne  se  réduit  à  un  point.  Elles  avaient  été  étudiées  pour  toutes 
les  valeurs  de  m  par  M.  Goursat.  Le  lecteur  pourra  consulter  les  Mémoires 
suivants  : 

A.  Ribaucour,  Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  surfaces  courbes, 
Chapitre  VI  (Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t,  VII,  4e  série; 
1891,  présenté  en  1876  à  l'Académie  des  Sciences). 

P.  Appell,  Surfaces  telles  que  l'origine  se  projette  sur  chaque  normale 
au  milieu  des  centres  de  courbure  principaux  (American  Journal  of  Mathe- 
matics,  t.  X  p.   176;  1888). 

E.  Goursat,  Surfaces  telles  que  la  somme  des  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux est  proportionnelle  à  la  distance  d'un  point  fixe  au  plan  tangent. 
(Même  Recueil  et  même  tome,  p.  187). 

Mais,  il  est  juste  de  le  reconnaître,  c'est  à  un  jeune  géomètre  italien,  M.  Ettore 
Raroni,  que  revient  le  mérite  d'avoir,  le  premier,  signalé  qu'à  chaque  surface 
homothétique  à  sa  développée  moyenne  on  peut  faire  correspondre  une  surface 
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Examinons  les  cas  particuliers  les  plus  intéressants.  Pour 
m  =oou  m  =  î,  les  surfaces  (©)  sont  les  développées  des  sur- 
faces minima;  cela  résulte  de  la  forme  même  de  leur  élément  li- 
néaire (n°  751).  La  surface  (2)  est  celle  dont  la  développée 
moyenne  se  réduit  à  un  point.  L'équation  (68)  s'intègre  alors  sans 
difficulté  et  nous  donne 

p  =  /(«)+/o(P)- 
Pour  m  —  2,  on  a 

(70)  «{,'(„)  =-*». 

Ce  cas  intéressant  avait  été  étudié  depuis  long-temps  par 
M.  Weingarten  dans  un  Mémoire  cité  plus  loin  [p.  335]  et  inséré 
aux  Nachrichten  de  Gœttingue.  Les  surfaces  (S)  se  réduisent 
aux  surfaces  minima;  elles  sont,  par  suite,  identiques  à  leur  dé- 
veloppée moyenne. 

1076.  Considérons,  d'une  manière  plus  générale,  la  fonction  <]/ 
définie  par  la  formule 

(71)  <];  (p)  =  m(i —  m) hAp, 

où  A  désigne  une  constante  quelconque.  L'équation  (64)  à  inté- 
grer prendra  la  forme 

,      .  d2v  m(\  —  m)v-+-A. 

7%>  d^dfi  =  (i  +  ap)« 

Et  il  est  clair  que  si  m(i  —  m)  n'est  pas  nul,  on  peut,  par  la  sub- 
stitution très  simple, 

A 

V  -A =  VU 

m(i  —  m  ) 

la  ramener  à  l'équation  (67).  D'ailleurs  l'hypothèse  m{\  —.m)  =  6, 


admettant  un  élément  linéaire  donné;  de  sorte  que  l'intégration  complète  de 
l'équation  (69)  pour  une  valeur  donnée  de  m  fait  connaître  par  cela  même  toutes 
les  surfaces  qui  admettent  un  même  élément  linéaire.  Voir  le  Mémoire  intitulé  : 
Superficie  S  in  cui  la  somma  dei  raggi  principali  di  curvatura  è  propor- 
zionale  alla  distanza  di  un  punto  fisso  dal  piano  tangente;  inséré  par  M.  Ba- 
roni,  en  1890,  au  tome  XXVIII  du  Giornale  di  Matematiche,  p.  349. 
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nous  donne 

P  =  ALog(i4-aP)+/(a)+/0(P). 

L'élément  linéaire  de  (©) 

tfs2  =  dwf  -+-  (a  Mi  H-  aAe)  «fc2 

convient  (n°  693)  aux  surfaces  que  nous  avons  reconnues  être 
applicables  sur  le  paraboloïde  de  révolution.  Les  surfaces  (S)  cor- 
respondantes admettent  comme  développée  moyenne  une  sphère. 
Pour  le  cas  général  de  la  formule  (71),  la  développée  moyenne 
serait  homothétique  à  une  surface  parallèle  à  (S). 

Comme  on  peut  toujours  remplacer  (S)  par  une  surface  pa- 
rallèle, notre  nouvelle  hypothèse  ne  donne  donc  rien  d'essentielle- 
ment nouveau.  Au  reste,  par  un  changement  de  notations,  on 
peut  toujours  faire  disparaître  la  constante  A  dans  l'expression  de 
l'élément  linéaire,  toutes  les  fois  que  le  produit  w(i  —  m)  est  dif- 
férent de  zéro. 

1077.  Pour  trouver,  s'il  en  existe,  d'autres  cas  dans  lesquels 
l'équation  aux  dérivées  partielles  puisse  être  intégrée,  appliquons 
les  méthodes  régulières  et  commençons  par  chercher  si  elle  peut 
admettre,  par  exemple,  une  intégrale  première.  Soit 


(73)  F[v,a,$,2 


dv    dv 
doc'dfi 


cette  intégrale  première.  Si  on  la  différentie  par  rapport  à  a,  par 
exemple,  on  aura 

,    ,N  dF    ,      dF       dF  d*v       dF       d/'O) 

(74) 


dv  r         dz         dp'  àtf         dq'  (i-l-afi)2 

p'  et  q1  désignant  les  dérivées  premières  de  v.  En  différentiant  par 
rapport  à  (3,  on  aura  de  même 

dF_    ,       dF_       dF       V (y)  dF    d^v  _ 

~àv~  q  +  àf,  +  dp'  (i  +  aP)â  +  Jg"'  riTpi  -  °- 

Si  l'une  ou  l'autre  des  deux  équations  précédentes  n'est  pas 
vérifiée  identiquement,  on  pourra  déterminer  les  trois  dérivées 
secondes  ou  les  deux  dérivées  premières  de  ç;  et,  par  suite,  les 
seules  solutions  qui  pourront  être  communes  à  l'équation  (78)  et  à 
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la  proposée  contiendront  tout  au  plus  des  constantes  arbitraires. 
Supposons  donc  que  l'une  des  équations  (74)5  (7^),  la  seconde 
par  exemple,  soit  vérifiée  identiquement.  Il  faudra  que  l'on  ait 


dF 

n  =0- 

oq 


r,' 

O'P 

-h 

d<ï> 

( 

¥(") 

4 

n-ap;ï 

dv 

= 

0, 

d# 

dp~ 

¥( 

('  +  ' 

L'équation  (73)  pourra  donc  s'écrire 
p'=  *0,  *,  P)i 
et  l'équation  (75)  deviendra 


ce  qui  donne 


<l/(e)  devra  donc  se  réduire  à  une  constante,  et  l'on  retrouve  une 
des  hypothèses  déjà  examinées. 

1078.  Voilà  tout  ce  que  donnerait  la  méthode  de  Monge. 
Essayons  celle  que  j'ai  proposée  et  qui  consiste  à  chercher  des 
équations  aux  dérivées  partielles  de  tous  ordres  ayant  en  commun 
avec  la  proposée  la  solution  la  plus  étendue  possible.  Nous  nous 
bornerons  à  examiner  le  cas  où  ces  équations  sont  du  second 
ordre.  On  reconnaîtra  aisément  qu'elles  doivent  être  de  la  forme 
suivante 

<*>  £=*(**=)• 

ou  de  celle  qu'on  obtient  en  changeant  a  en  (3.  Pour  déterminer  F, 
il  faut  différentier  par  rapport  à  (3,  ce  qui  donnera 

d       tj/'Q)      _  dF    _    dF      <j/'Q) 
dà  (1  -+-  ap)*  —  dp  +  dp'  (n-ot^' 

et  exprimer  que  cette  équation  a  lieu  identiquement.  Le  dévelop- 
pement du  calcul  nous  donne 

W7;  (i+«p)s^         (t-HaP)»        dp  "^  dp'  (H-àP)*' 
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Gomme  F  ne  contient  pas  v,  on  peut  donner  à  a,  (3,/)'  des  va- 
leurs constantes  et  l'on  aura  une  relation  linéaire  entre  <j/"  et  d/'. 
Ecartant  le  cas  déjà  examiné  où  tj/  serait  constante,  nous  écrirons 

(78)  V'=lV+h; 

et  il  restera  à  égaler  les  coefficients  de  <{/',  ainsi  que  les  termes  qui 
ne  contiennent  pas  cette  fonction,  dans  les  deux  membres  de  l'é- 
quation (77).  On  aura  ainsi 

dF_  _  2     ,  ap  dF  _         hp 


dp1        aL         i  +  ap  d$        (i-f-a[ij2 

Pour  que  ces  équations  soient  compatibles,  il  faut  que  l'on  ait 
h  ==  —  2 .  Il  vient  alors 

a  H-otfi        J  v    ' 

L'équation  (76)  prend  donc  la  forme 

(79)  ^=a[^)    -27^«P^+/(a)- 
On  pourra  de  même  poser 

,0   ,  à^v        1    /c^  \2  a        dp 

(80)  ^  =  «U)  -27T^^+/l(P)- 

Quant  à  l'équation  aux  dérivées  partielles,  comme  on  déduil  de 
l'équation  (78),  où  l'on  a  remplacé  h  par  —  2,  la  valeur  suivante 
de  <]/' 


2f 

elle  deviendra 

(81) 

a    — 
o2v                  b 

et  il  ne  restera  plus  qu'à  trouver  la  solution  commune  aux  trois 
équations  (79),  (80)  et  (81). 

Ce  calcul  n'offrirait  aucune  difficulté.  Mais  il  vaut  mieux,  une 
fois  l'équation  obtenue,  opérer  comme  il  suit. 
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Effectuons  la  substitution 

(82)  p  =  aLog(H-a[3)-t- w. 

L'équation  (81)  prend  la  forme 

(83)  . 


da  d$  b 

dont  Liouville  a  donné  l'intégrale  (n°  726)  (1  ).  On  a 

^  bk!W 

(84)  e«  = 


(1  +  AB)2 

A  désignant  une  fonction  arbitraire  de  a  et  B  une  fonction  arbi- 
traire de  (3.  On  trouvera  donc  pour  v  la  valeur  définie  par  l'équa- 
tion suivante  : 

-       .  A'B'(i-f-a3)2 

(85)  e"  =b     ,.„//• 

v      '  (1-t-AB)2 

Quant  à  l'élément  linéaire  de  (€>),  il  sera  donné  par  la  formule 

(  aP-   -\ 

(86)  ds-  =  dui-hi  2^1  +  lav j  en   \dv*-. 

Par  une  substitution  de  la  forme 

(87) 


Kj  =  a%  u'-h  h, 
v  =  av'  -+-  k, 


on  peut  obtenir  l'expression  plus  simple 

(88)  ds*-=  a4[<:/a'2+(2it'-h2P'+  e"-v')  dv'%]. 

Ce  cas  nouveau  a  été  signalé  par  M.  Weingarten.  L'éminent 
géomètre  a  indiqué  qu'on  peut  alors  ramener  l'élément  linéaire  à 
la  forme  suivante  : 

(89)  A.=  (a-p)(^dix._Ëj^dp.). 

Cela  nous  conduit  à  présenter  les  remarques  suivantes,  par 
lesquelles  nous  terminerons  ce  Chapitre. 


(')  Les  démonstrations  de  Liouville  se  trouvent,  soit  dans  la  Note  IV  de  la 
cinquième  édition  de  l'Application  de  l'Analyse  à  la  Géométrie  par  Monge,  soit 
au  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées  (ire  série,  t.  XVIII,  p.  71;  i853). 
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1079.  La  forme  générale 

(90)  rf«2=  rf«i  +  [2«i+  2  i}/'(p)]  rfc2 

est  évidemment  un  cas  limite  de  celle  qui  convient  aux  surfaces 
réglées.  Et,  en  effet,  il  est  possible  de  trouver  toute  une  classe  de 
surfaces  réglées  imaginaires  admettant  cet  élément  linéaire. 

Si  l'on  se  reporte  aux  calculs  du  n°  728,  on  trouvera  que  toutes 
ces  surfaces  réglées  sont  engendrées  par  la  droite 

x  —  «i  U\  -f-  &!,         y  =  «2"i  -H  b.2,         z  =  azUi-h  b3, 

les  fonctions  at,  a2-,  #3,  bt,  b2,  b3  étant  définies  par  les  rela- 
tions (2)  [III,  p.  294]?  qui  deviennent  ici 

a'^  -4-   a'22    -H    a'3%    =0,  «!  6  j  -H  a2  b'%  -+-  a3  b'3  =  o, 

a\  b\-h  a2  b'2  -4-  a  3  b'6  =  1 ,  a\-\-    a\    -+-    a\    =  1 , 

b'tr+    b'i    +    b'i    =2^'(-p). 

La  première  de  ces  relations  montre  que  les  surfaces  réglées 
cherchées  admettent  un  plan  directeur  isotrope.  Comme  on  peut 
supposer  que  ce  plan  soit  parallèle  au  suivant 

y  -h  iz  =  o, 

on  trouvera  aisément  que,  si  a  désigne  une  fonction  de  v  et  a'  sa 
dérivée,  on  peut  écrire  les  équations  qui  déterminent  la  surface 
sous  la  forme 

[y  +  i'  =  *J*> 

r  fa* 

(91)  (y  —  iz  —  uui-i-   f  a.'  <\i  (v)  dv  —   /   —  ,  dv, 

\  x  =    u  1   —    /   —  av. 

\  J   * 

Inversement,  toutes  les  surfaces  réglées  qui  admettent  un  plan 
directeur  isotrope  ont  leur  élément  linéaire  réductible  à  la 
forme  (90). 

D'après  cela,  cherchons  toutes  les  surfaces  du  second  degré 
qui  rentrent  dans  la  classe  précédente.  Une  seule  est  réelle,  c'est 
le  paraboloïde  de  révolution.  Nous  l'avons  déjà  examiné,  et  nous 
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avons  même  donné  (n°  727)  la  forme  de  ty'(v)  <Iui  correspond  à 
son  élément  linéaire.  Mais  il  y  a  d'autres  paraboloïdes  qui  rem- 
plissent les  conditions  que  nous  venons  d'indiquer  :  ce  sont  ceux 
qui  admettent  une  génératrice  rectiligne  tangente  au  cercle  de 
l'infini. 

Considérons  d'abord  celui  qui  touche  le  plan  de  l'infini,  eu  un 
point  non  situé  sur  le  cercle  de  l'infini.  Son  équation  pourra  tou- 
jours se  ramener  à  la  forme 

(92)  (y  +  iz)y  =  —  kx. 

En  substituant  les  valeurs  (91)  de  x,  y,  z  dans  les  formules 
précédentes,  on  verra  aisément  que  l'on  peut  prendre 

a  =  y/Âa',         a  =  e^,  f    *,dv  =  v\/~k ', 

et  l'on  trouvera 

2  p 

(93)  <|/(p)  =  -»V*  — a*e    A, 

C'est,  aux  notations  près,  l'expression  de  ty'(v)  qui  correspond 
au  cas  nouveau  signalé  par  M.  Weingarten. 

On  peut  donc  énoncer  le  résultat  que  nous  lui  devons  en  disant 
qu'il  nous  a  appris  à  connaître  toutes  les  surfaces  applicables 
sur  ce  paraboloïde  particulier  dont  une  génératrice  rectiligne  est 
tangente  au  cercle  de  l'infini,  le  point  de  contact  de  cette  généra- 
trice et  du  cercle  étant  distinct  du  point  de  contact  du  paraboloïde 
et  du  plan  de  l'infini. 

Considérons  maintenant  le  paraboloïde  dont  une  génératrice  est 
tangente  au  cercle  de  l'infini,  le  point  de  contact  de  cette  géné- 
ratrice étant  aussi  celui  où  le  paraboloïde  touche  le  plan  de  l'in- 
fini. L'équation  de  la  surface  pourra  être  ramenée  à  la  forme 

(94)  se(y-hiz)  =  k(y  —  ix). 

Appliquant  la  même  méthode  que  précédemment,  on  trouvera 

(95)  y(f>)=—v*. 

C'est  le  cas  qui  a  servi  de  point  de  départ  à  toutes  les  nou- 
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velles  recherches  de  M.  Weingarten  et  qui  a  élé  signalé  plus  haut 
(n°  1075).  M.  Weingarten  l'avait  obtenu  dès  1 887  (  *  )  et  il  semble 
bien  que  la  méthode  que  nous  avons  exposée  dans  ce  Chapitre,  et 
qu'il  a  ensuite  appliquée  aux  cas  les  plus  généraux,  a  son  point  de 
départ  et  son  origine  dans  celle  qu'il  avait  d'abord  employée  pour 
cette  forme  plus  particulière  de  l'élément  linéaire. 

1080.  Dans  les  deux  hypothèses  que  nous  venons  d'examiner, 
M.  Weingarten,  sans  chercher  si  les  éléments  linéaires  pouvaient 
convenir  à  des  surfaces  du  second  degré,  a  reconnu  qu'ils  sont, 
l'un  et  l'autre,  réductibles  à  la  forme  de  Liouville,  ce  qui  permet 
l'intégration  des  lignes  géodésiques.  Ce  point  paraîtra  maintenant 
évident  au  lecteur  puisqu'il  suffît,  pour  obtenir  cette  forme  de 
l'élément  linéaire,  de  rapporter  une  surface  du  second  degré  à  ses 
lignes  de  courbure.  Mais  il  ne  sera  pas  inutile  d'effectuer  cette 
transformation  de  l'élément  linéaire  et  de  retrouver  effectivement 
les  expressions  données  par  M.  Weingarten.  Nous  nous  contente- 
rons seulement  d'indiquer  la  marche  du  calcul,  que  rétablira  aisé- 
ment tout  lecteur  un  peu  versé  dans  la  connaissance  de  la  Géo- 
métrie analytique. 

Soit 


(96) 


f(x,  y,  z)  =  Ax~-t-  A'j2-t-  A",s2-f-  iByz  -+-  o.B'xz  -+-  iW xy 

-+■  iGx  -+-  2C7  +  2C"j  +  D  =  o 


l'équation  d'une  surface  du  second  degré.  Désignons  par  H  le 
hessien 

A     B"    B'     G 

B"  A'  B  G' 
B'  B  A"  C" 
G     C'     C"     D 


(97)  H 


de  cette  équation.  Les  lignes  de  courbure  seront  à  l'intersection 
de  la  surface  et  des  suivantes,  où  X  désigne  un  paramètre  arbi- 


(')  J.  Weingarten,  Eine  neue  Classe  au/  einander  abwickelbarer  Flàchen 
(Nachrîchten  de  Gœttingue,  janvier  1887,  p.  28). 


336 
traire 


X*  —  X 


(98) 
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àU  ,    „  x       dU  dH  OH  àU       dH        dH 


»j 


-T(f^  +  fri  +  fzS)  =  O. 


Si  l'on  pose 

(99) 


X'=Hw,         X"=Hi>, 


X'  et  X/;  étant  les  deux  racines  de  l'équation  en  X  (98),  on  aura, 
pour  l'élément  linéaire  de  la  surface,  l'expression 


(100) 


d s2  =  —  (  u  —  v  ) 

4 


du? 


dv 


uï  A 


CJi 


où  l'on  a  désigné,  pour  abréger,  par  A  (S)  le  déterminant  suivant 

(lot)  A(S)  = 


A  —  S         B"  B' 

B"        A'— S         B 
B'  B         A"—  S 


Appliquons  d'abord  ce  résultat  au  paraboloïde  défini  par  l'é- 
quation (92) 

•2jk2 -+-  2 iyz  -+-  ikx  =  o. 
On  aura  ici 

H=—  À*,        A(S)=— S(S  — 1)% 
et  il  viendra 


(102) 


,  .       A2  ,  Vu  diû-  v  dv*    1 

ds2—  —  (  u  —  v  )\ — 

4  v  Jl(u-i)Z       (v  —  D2 J 


Pour  le  second  paraboloïde,  ayant  pour  équation 

2 xy  -+-  2 i x z  —  2 ky  -+-  %ikz  =  o, 


on  trouvera 


A(S)=  — S»; 


de  sorte  qu'il  viendra 

(io3)  ds%=  A-2 (a  —  v){udu^—v  dv2). 

Ces  résultats  sont  conformes  à  ceux  qui  ont  été  indiqués  par 
M.  Weingarten. 
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1081.  Bien  que  les  paraboloïdes  considérés  dans  les  numéros 
précédents  soient  imaginaires,  il  nous  a  paru  utile  de  les  intro- 
duire pour  préciser  le  degré  de  généralité  des  résultats  nouveaux 
qui  ont  été  obtenus  dans  la  théorie  de  la  déformation  et  pour 
bien  montrer  combien  on  est  encore  éloigné  d'une  solution 
quelque  peu  étendue  du  problème.  Si  l'on  se  place  à  ce  point  de 
vue,  il  ne  sera  pas  inutile  d'indiquer  quelques  surfaces  réglées, 
aussi  simples  que  possible,  admettant  les  éléments  linéaires,  in- 
diqués par  M.  Baroni  et  M.  Goursat,  pour  lesquels  la  solution  du 
problème  de  la  déformation  peut  être  obtenue  d'une  manière 
complète. 

A  cet  effet,  nous  remarquerons  que  si,  dans  les  formules  géné- 
rales (91),  on  remplace  la  fonction  arbitraire  a  par  iv,  on  obtient 
une  surface  réglée  admettant  l'élément  linéaire  (63)  et  définie  par 
l'équation 

(104)         y  —  iz  =  ix(y-ï-iz)+  -(y  -+-  iz)3-+- 1  <]>(y  -h  iz). 

Si  donc  on  pose 

v- 
<li  (ç>)  =  m{\  —  m) h  A  v, 

la  surface  correspondante  aura  pour  équation 

^  -4—  f)%  —  77lr" 

(io5)     y — iz  —  ix(y -\- iz) -\- - —    —  (y -+- iz)3-{- A(y -i- iz)2. 

En  laissant  de  côté  le  cas  où  m  est  égal  à  2,  on  voit  que,  pour 
les  cas  signalés  par  MM.  Baroni  et  Goursat,  l'élément  linéaire 
convient  à  une  surface  réglée  du  troisième  degré  à  plan  directeur 
isotrope. 


D.  —  IV. 
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CHAPITRE  XIV. 

DERNIÈRES    RECHERCHES. 

Nouveau  développement  donné  par  M.  Weingarten  aux  recherches  précédentes. 

—  Problème  proposé.  —  Étant  donné  un  élément  linéaire,  pour  résoudre  le 
problème  de  la  déformation,  on  mène  par  chaque  point  de  la  surface  cher- 
chée (0)  une  tangente  faisant  un  angle  déterminé,  mais  d'ailleurs  variable, 
avec  les  courbes  coordonnées;  puis  on  prend  comme  variables  indépendantes 
deux  paramètres  quelconques  propres  à  définir  la  direction  de  cette  droite 
dans  l'espace.  —  Formation  des  équations  aux  dérivées  partielles  auxquelles 
satisfont  les  coordonnées  curvilignes  u  et  v  considérées  comme  fonctions  de 
ces  paramètres.  —  A  ce  propos,  l'on  rappelle  et  l'on  complète  quelques  propriétés 
de  la  ligne  de  striction  des  surfaces  réglées.  —  Étant  donnée  une  congruence 
rectiligne,  assembler  les  droites  en  surfaces  réglées  dont  les  lignes  de  striction 
soient  sur  une  des  nappes  focales  de  la  congruence.  —  Les  propriétés  géomé- 
triques établies  permettent  de  simplifier  les  équations  qui  déterminent  u  et  v 
et  de  les  réduire  à  une  seule  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre. 

—  Renvoi  au  Mémoire  de  M.  Weingarten  couronné  par  l'Académie  des  Sciences. 


1082.  Si  l'on  analyse  la  méthode  suivie  par  M.  Weingarten  et 
exposée  dans  le  Chapitre  précédent,  on  remarquera  qu'elle  peut 
être  interprétée  comme  il  suit.  Par  chaque  point  de  la  surface  (0) 
admettant  l'élément  linéaire  donné  par  la  formule  (4)  [p.  3oq] 
on  mène  une  tangente  (d)  dont  les  cosinus  directeurs  G,  C, 
G"  s'expriment  par  les  formules  (i3)  [p.  3 12].  On  exprime  ces 
cosinus  directeurs  en  fonction  de  deux  paramètres  u1  et  v'  et  l'on 
essaye  de  déterminer  les  coordonnées  curvilignes  u  et  v  en  fonc- 
tion de  ces  paramètres.  Dans  le  cas  particulier  le  plus  important, 
celui  où  l'élément  linéaire  de  (0)  revêt  la  forme  (48);  l'une  des 
coordonnées  v  est  déterminée  par  une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre,  l'équation  (5^)  [p.  324].  L'autre  u  s'ex- 
prime rationnellement  en  fonction  de  v,  supposée  connue,  et  de  ses 
dérivées  premières  par  rapport  aux  variables  a  et  (3,  en  fonction 
desquelles  les  cosinus  G,  G',  C"  ont  été  exprimés  par  les  for- 
mules (5a). 


I 
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Pour  rechercher  si  des  simplifications  analogues  se  produisent 
toujours,  proposons-nous  donc  le  problème  général  suivant  : 

Étant  donné  un  élément  linéaire  quelconque,  défini  par  la  for- 
mule 

<i)  ds2  =  Edu2-±-iF  dudv^-  G*!, 

supposons  qu'il  s'agisse  de  déterminer  toutes  les  surfaces  (6)  ad- 
mettant cet  élément  linéaire.  Si  l'on  mène,  par  chaque  point  d'une 
de  ces  surfaces,  une  tangente  (d)  déterminée  exclusivement  au 
moyen  de  l'élément  linéaire,  c'est-à-dire  une  tangente  faisant  avec 
l'une  des  courbes  coordonnées  un  angle  qui  sera  une  fonction  déter- 
minée de  u  et  de  p,  la  direction  des  droites  telles  que  (d)  dépendra 
de  deux  paramètres  que  l'on  pourra  choisir  d'une  infinité  de  ma- 
nières différentes.  Par  exemple,  on  mènera  par  le  centre  d'une 
sphère  (S)  de  rayon  i  des  parallèles  aux  droites  {d).  Si  l'on  prend 
sur  la  sphère  (S)  un  système  de  coordonnées  curvilignes  quel- 
conques u',  (>',  la  direction  de  chaque  droite  (d)  sera  définie  par 
les  coordonnées  curvilignes  du  point  où  la  parallèle  à  cette  droite 
rencontre  la  sphère  (S).  Proposons-nous,  avec  M.  Weingarten,  de 
déterminer  les  coordonnées  curvilignes  u  et  v  du  point  de  la  sur- 
face (0)  en  fonction  des  variables  indépendantes  u'  et  v' . 

Employons  ici  encore  le  trièdre  (T).  Il  est  clair  qu'on  peut  le 
déterminer  par  la  condition  que  son  axe  des  x  coïncide  avec  la 
droite  (d).  D'après  les  notations  que  nous  avons  adoptées,  a,  a', 
a!'  sont  les  cosinus  directeurs  de  cette  droite  et  l'on  doit  avoir 

(  2  )  ds"2  =  da2  -+-  da'2  -+-  da"'2  =  e  du'2  -+-  if  du'  dv'  -+-  g  dv'2, 

<?,  f,  g  étant  des  fonctions  connues  de  u'  et  de  v1 '.  L'équation  pré- 
cédente donne  l'élément  linéaire  de  la  sphère  (S),  exprimé  en 
fonction  des  variables  u'  et  v' .  Si  l'on  emploie  les  formules 

!da  =  b(r  du  -+-  i\  dv)  —  c(q  du  -t-  q\  dv), 
da'—  b'(r  du  -H  /\  dv)  —  c\q  du  ■+-  q^  dv), 
da" '  =  b"{r  du  -t-  rY  dv)  —  c"(q  du  -+-  qx  dv), 

on  peut  lui  donner  la  forme  suivante 

(4)       (q  du  -+-  q%  dv)2-±-  (r  du  -f-  i\  dv)2  =  e  du'2-{-  if  du'  dv'-+-  g  dv'2, 
qui,  jointe  aux  six  équations  fondamentales  (A)  [II,  p.  38?.]  entre 
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les  rotations  et  les  translations,  permettra  d'éliminer  les  rotations 
et  conduira  aux  équations  aux  dérivées  partielles  propres  à  déter- 
miner u  et  v  en  fonction  de  u'  et  de  v'.  Le  premier  point  à  établir 
est  le  suivant  :  parmi  les  équations  du  système  (A),  l'une  d'elles, 
la  première,  peut  être  laissée  de  côté  et  sera  toujours,  dans  le  cas 
actuel,  une  conséquence  des  cinq  autres. 

Si,  en  effet,  l'on  mène,  par  le  point  m  de  (S)  qui  sert  de  repré- 
sentation sphérique  à  la  droite  (d)  tangente  en  M  à  (0),  un 
trièdre  (T,)  ayant  ses  axes  parallèles  à  ceux  de  (T),  ce  trièdre 
aura  son  axe  des  x  normal  en  m  à  la  sphère  (S);  et,  comme  il  a 
les  mêmes  rotations  que  le  trièdre  (T),  il  suffît  de  faire  une  per- 
mutation circulaire  pour  reconnaître  que  la  première  équation  (A) 
exprime  le  fait  suivant  :  la  courbure  totale  de  (S)  est  égale  à 
l'unité.  Comme  la  formule  (a)  nous  donne  l'élément  linéaire  de 
cette  sphère,  il  n'est  donc  pas  douteux  que  la  première  équa- 
tion (A)  sera  une  conséquence  de  toutes  les  autres  et  que  nous 
pourrons  la  négliger. 

1083.  Cela  posé,  revenons  à  l'équation  (4).  Si  nous  y  rempla- 
çons du,  dv  par  leurs  expressions 

7  du    7  ,       du    7  .  ,  dv        ,       dv    7  , 

du  =  -t— .  du  -H  -r—.  dv  ,  dv  =  — -.  du  -+-  -^—.av, 

du  dv  du  dv 

et  si  nous  égalons  les  coefficients  de  du'2,  du'  dv' ',  dv'-  dans  les 
deux  membres,  elle  se  décomposera  en  trois  équations.  Comme  r 
et  ;•,  sont  des  fonctions  connues  de  u  et  de  v,  ces  trois  équa- 
tions, non  seulement  nous  fourniront  les  valeurs  de  q  et  de  q(, 
mais  elles  nous  donneront  de  plus  une  relation  entre  u',  v',  les 
fonctions  u,  v  et  leurs  dérivées  premières  par  rapport  à  u'  et  à  v'. 
Voici  comment  on  peut  obtenir  cette  relation. 
Donnons  à  l'équation  (4)  la  forme  suivante  : 


{q  du  -t-  q1  dv)2  —  e  du'2-]-  -if  du'  dv'-h  g  dv'2 


(5)  {  [/du  àv\J,/àu  dv\,  ,T2 
(                                   ~  L V  du'  +  ri  àu')dU  +  K  'dP  +  ?'1  à? )  dv J ■- 

En  écrivant  que  le  second  membre  est  un  carré  parfait,  nous 
aurons  la  relation 

(6)  r*bu^rirri  A(a,  p)+  r?A(p)  =  i, 
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le  symbole  AB  étant  le  paramètre  différentiel  du  premier  ordre 


(7)  A6 


6\dv')         '^  du'  dv'  ~*~  g\du' , 


relatif  à  V élément  linéaire  de  la  sphère  (S). 

Quand  la  relation  (6)  sera  vérifiée,  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (5)  sera  un  carré  parfait 

(Qtfa'-t-Q!  tfo')», 

où  Q  et  Qj  seront  des  fonctions  connues  de  u',  v\  de  u,  v  et  de 
leurs  dérivées  premières.  Les  rotations  q  et  q{  seront  déterminées 
par  l'identité 

q  du  -+-  qx  dv  =  0  du'  -\-  Qt  dv' , 
qui  donnera 

I       du  dv        ,_ 

1       du  du 

(8)  <, 

j        du  dv         ^ 

'   q  ti  ■+-  <7i  t;  =  Qi- 

i,     J  dv         1    dv  ^ 

On  déduit  de  là  les  valeurs  de  q  et  de  qK.  Ces  valeurs  donnent 
lieu  à  l'identité  suivante 

àQ        dQ{         /àq        dqY\/du    dv         du    dv  \ 
y'  dv'         du'         \dv         du  J\du'  dv'        dv'  du'/ 

dont  la  vérification  n'offre  aucune  difficulté. 

Les  valeurs  de  q  et  de  qt  une  fois  obtenues,  il  n'y  a  plus  qu'à 
les  porter  dans  les  équations  (A),  qui  se  réduisent  aux  suivantes, 
si  l'on  tient  compte  de  la  remarque  faite  plus  haut, 

(  dl  _  dJ±  =  rpi      -         dî        ** 
I  dv         du 

(io)  <    dr        àr{ 

I    dv         du 

\ 


=  P9f 


P'*l, 

dv 

du 

=  t\Vl 

-'"Il 

qpu 

ÇJT) 

dv 

du 

=  rU 

-6r„ 

/"li 

—  tlPi 

=  q\x 

-S*i 

Les  deux  premières  de  droite  servent  de  définition  à  /•  et  à  r,; 
les  trois  autres  contiennent  les  deux  rotations  p,  px  que  l'on  peut 
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éliminer;  et  il  reste  l'unique  équation 


00 


dv 

du 

dr 

dn 

dv 

du 

x7  —  yi 


qçi  —  %q\    —ii 


Si  l'on  remplace  r/,  <:/*,  ~ ~  par  leurs  valeurs  déduites  des 

i  y-    i    i   fiv  du    l 

équations  (8)  et  (g)  on  sera  conduit  à  une  nouvelle  relation 
entre  u,  v  et  leurs  dérivées  par  rapport  à  u'  et  à  v' .  Cette  équation, 
jointe  à  celle  (6)  que  nous  avons  obtenue,  donnera  toutes  les  re- 
lations nécessaires  entre  les  variables  m,  v,  u',  v' .  Mais  elle  sera 
cette  fois  du  second  ordre  par  rapport  aux  dérivées  de  u  et  de  v. 

1084.  D'ailleurs,  lorsqu'on  aura  les  expressions  de  u,  v  en 
fonction  de  w',  v',  la  surface  (0)  s'obtiendra  par  de  simples  qua- 
dratures, pourvu  que  le  système  de  coordonnées  u' ,  v'  soit  choisi, 
sur  la  sphère  (S),  de  telle  manière  que  l'on  connaisse  les  expres- 
sions de  «,  a',  a"  en  fonction  de  u'  et  v' .  Dans  cette  hypothèse, 
en  effet,  les  formules  (3)  nous  feront  connaître  b,  b\  b'r,  en 
fonction  des  dérivées  premières  de  a,  a',  a",  et  la  surface  (0)  sera 
définie  par  les  formules 


(12) 


Les  deux  équations  qui  déterminent  u  et  v  en  fonction  de  u'  et 
de  ç'  son  t,  en  général,  assez  compliquées .  On  les  ramène  à  la  forme 
la  plus  simple  qu'elles  puissent  recevoir  à  l'aide  de  l'artifice  sui- 
vant. 


x  = 

=    /    «(£  du  -+-  £j 

dv)-+- 

H'n 

dll  -h  Y]i 

dp), 

Y  = 

=  fa 

'(tdu-i-h 

dv  )  -+- 

b'(r 

dit  -+-  T]] 

dp), 

Z: 

=  fa 

'($du-+-ti 

dv~)-\- 

b"(y 

dll  -h  7] 

dp). 

1085.  Supposons  d'abord  que  les  droites  (d)  aient  été  données 
a  priori,  c'est-à-dire  que  l'on  ait  indiqué  d'une  manière  précise 
comment  le  trièdre  (T)  est  rattaché  à  la  surface  (0).  Cherchons 
sur  cette  surface  les  courbes  (K.)  définies  par  l'équation  différen- 
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tielle 

(i3  )  r  du  -+-  r{  dv  =  o, 

c'est-à-dire  les  courbes  telles  que,  lorsqu'on  se  déplace  suivant 
l'une  d'elles,  la  composante  de  la  rotation  du  trièdre  autour  de  la 
normale  soit  nulle.  On  peut  interpréter  géométriquement  cette 
condition. 

En  effet,  les  formules  (3),  qui  donnent  les  différentielles  de  a, 
a',  a",  nous  montrent  que,  si  l'équation  (i3)  est  vérifiée,  la  sur- 
face réglée  engendrée  par  l'axe  des  x  du  trièdre  (T)  a  son  plan 
tangent  à  l'infini  perpendiculaire  à  l'axe  des  y  de  ce  trièdre,  c'est- 
à-dire  normal  au  plan  tangent  de  (0).  Donc  les  courbes  définies 
par  l'équation  différentielle  (i3)  sont  les  lignes  de  striction  des 
surfaces  réglées  engendrées  par  l'axe  des  x  du  trièdre  (T),  et  nous 
pouvons  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnée  une  congruence  formée  de  droites  (d)  tan- 
gentes à  une  surface  (0),  si  V on  veut  assembler  ces  droites  en 
surfaces  réglées  dont  les  lignes  de  striction  soient  sur  la  sur- 
face (0),  il  faudra  intégrer  une  équation  différentielle  du 
premier  ordre,  qui  fera  connaître  ces  lignes  de  striction.  Cette 
équation  fie  changera  pas  de  forme  quand  la  surface  (0)  se 
déformera  en  entraînant  les  droites  de  la  congruence. 

Il  résulte  de  la  méthode  suivie  que  ces  lignes  de  striction  sub- 
sisteront si,  à  chaque  droite  (d)  de  la  congruence,  on  substitue, 
dans  le  même  plan  tangent  de  (0),  une  autre  droite  (d')  faisant 
avec  (d)  un  angle  qui  demeure  constant  sur  chaque  ligne  de  stric- 
tion, car  alors  les  trièdres  relatifs  aux  droites  (d)  et  (d1)  auront 
les  mêmes  rotations. 

Au  lieu  de  donner  la  congruence  formée  parles  droites  (d),  sup- 
posons que  l'on  donne  les  lignes  de  striction  (K).  Nous  allons 
voir  que,  pour  déterminer  la  congruence,  il  ne  sera  pas  nécessaire 
cette  fois  d'intégrer  une  équation  différentielle  :  il  suffira  d'effec- 
tuer une  quadrature. 

Employons,  en  effet,  un  trièdre  (T)  rattaché  à  (0)  d'une  ma- 
nière arbitraire,  mais  connue;  et  déterminons  la  droite  (d)  de  la 
congruence  qui  passe  en  un  point  M  de  (0)  par  l'angle  a  qu'elle 
fait  avec  l'axe  des  x  du  trièdre.  Lorsqu'on  se  déplace  sur  une  des 
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lignes  (K)  données,  la  droite  (d)  engendre  une  surface  réglée. 
Déterminons  le  plan  tangent  à  l'infini  de  cette  surface.  Pour  cela, 
menons  par  un  point  fixe  O  une  droite  Om  de  longueur  i,  pa- 
rallèle à  (d)\  et  rapportons  cette  droite  à  un  trièdre  (T'),  de 
sommet  O,  parallèle  au  trièdre  (T).  Le  point  m  ayant  pour  coor- 
données relatives  à  ce  trièdre 

cosa,     sina,     o, 

les  projections  de  son  déplacement  seront 

—  s'ma(da  -4-  r  du  -+-  r\  dv), 
cosa(d<x  -h  r  du  -t-  7^  dv), 
(p  du  -+-pi  dv)  sina  —  (q  du  -t-  qi  dv)  cosa. 

Pour  que  la  courbe  (K)  décrite  par  le  point  M  de  (0)  soit  ligne 
de  striction  de  la  surface  réglée  engendrée  par  la  droite  (d),  il 
faut  que  le  déplacement  précédent  soit  normal  au  plan  des  xy, 
c'est-à-dire  que  l'on  ait 

(  1 4  )  da-\-  r  du  -4-  /*i  dv  =  o. 

Cette  équation  met  immédiatement  en  évidence  le  résultat 
énoncé.  On  aura 

(i5)  a  =  —   /   r  du  -+-  r^  dv, 

l'intégrale  étant  prise  suivant  l'une  quelconque  des  courbes  (K). 
La  constante  qu'il  faudra  lui  ajouter  pourra  varier  quand  on 
passera  de  l'une  de  ces  courbes  aune  autre.  Si,  par  exemple,  on  a 
choisi  le  système  de  coordonnées  curvilignes  de  telle  manière  que 
les  courbes  (K)  soient  définies  par  l'équation 

u  =  const., 
on  aura 

a.  =  —    /     i\  dv  -+-  v(u). 

<p(w)  étant  une  fonction  arbitraire  de  u. 

1086.  Les  remarques  précédentes  établissent  implicitement  cer- 
taines propriétés  intéressantes  de  la  ligne  de  striction  d'une  surface 
réglée.  On  savait  déjà  que  cette  ligne  conserve  sa  définition  quand 


DERNIÈRES    RECHERCHES.  345 

la  surface  se  déforme  de  telle  manière  que  ses  génératrices  de- 
meurent rectilignes.  Nous  voyons  maintenant  que,  si  Ton  inscrit 
suivant  la  ligne  de  striction  une  surface  quelconque  (0)  tangente  à 
la  surface  réglée,  on  pourra  déformer  cette  surface  de  telle  ma- 
nière qu'elle  entraîne  dans  ses  plans  tangents  les  génératrices  de  la 
surface  réglée  sans  que  la  ligne  de  contact  cesse  d'être  la  ligne  de 
striction.  Cette  nouvelle  proposition  comprend  la  précédente,  car 
la  surface  (0)  peut  se  réduire  à  la  surface  réglée  elle-même;  il 
serait  d'ailleurs  aisé  de  la  démontrer  par  une  voie  entièrement 
géométrique.  Elle  conduit  à  la  conséquence  suivante  : 

Soit  (K)  une  courbe  quelconque  tracée  sur  (0)  ;  proposons-nous 
de  déterminer  les  surfaces  réglées,  tangentes  à  (0),  dont  elle  est 
la  ligne  de  striction.  Nous  substituerons  à  la  surface  (0)  la  déve- 
loppable  (A)  circonscrite  à  (0)  suivant  la  courbe  (K),  et  nous 
effectuerons  le  développement  de  (A)  sur  un  plan.  La  courbe  (K) 
se  transformera  ainsi  en  une  courbe  plane  (K').  Les  généra- 
trices (d)  de  la  surface  réglée  deviendront  des  droites  (d!),  situées 
dans  le  plan  de  (K/)  et  passant  par  ses  différents  points.  Pour  que 
la  courbe  (K')  puisse  être  regardée  comme  une  ligne  de  striction 
pour  la  surface  réglée  engendrée  par  ces  droites  (d1),  il  faudra 
qu'elles  soient  toutes  parallèles.  Car,  si  elles  se  coupaient  à 
distance  finie,  le  plan  tangent  à  l'infini  de  la  surface  réglée  coïn- 
ciderait avec  le  plan  de  (K/');  tandis  que,  dans  le  cas  où  les  droites 
sont  toutes  parallèles,  ce  plan  tangent  est  indéterminé  et  peut  être 
considéré  comme  perpendiculaire  au  plan  de  (K').  Nous  sommes 
donc  conduits  à  la  construction  suivante  : 

Etant  donnée  une  courbe  (K)  située  sur  une  surface  (0), 
pour  obtenir  les  surfaces  réglées,  tangentes  à  (0)  suivant  cette 
courbe,  dont  elle  est  la  ligne  de  striction,  on  circonscrira 
une  développable  à  la  surface  (0)  suivant  la  courbe  (K.);  puis 
on  déformera  cette  développable  de  telle  manière  que,  ses 
génératrices  demeurant  rectilignes,  elle  vienne  s'appliquer 
sur  un  plan.  La  courbe  (K)  sera  ainsi  transformée  en  une 
courbe  (K').  Si,  par  les  différents  points  de  cette  courbe  plane, 
on  mène  des  parallèles  (d')  à  une  direction  quelconque,  ces 
parallèles  seront  les  transformées  des  génératrices  recti- 
lignes (d)  de  la  surface  cherchée. 
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Au  lieu  d'employer  la  Géométrie,  on  peut  aussi,  pour  retrouver 
ces  résultats,  remarquer  que,  si  l'on  introduit  le  rayon  de  cour- 
bure géodésique  pg  de  (K),  l'équation  fondamentale  (i4)  peut 
s'écrire 

-7/  s  ds 

d(  a  —  w)  = i 

p„ 

l   b 

les  notations  du  Livre  V,  Chap.  IV,  étant  conservées,  a  —  to  est 
l'angle  que  fait  la  droite  cherchée  avec  la  courbe  (K);  si  nous  le 
désignons  par  I,  on  a 

(16)  dl=-— , 

9g 

de  sorte  que  la  théorie  actuelle  nous  donne  une  interprétation 
géométrique  élégante  de  l'angle  de  contingence  géodésique.  En 
particulier,  les  propositions  démontrées  au  n°  737  et  dues  à 
M.  Bonnet  sont  ramenées  à  leur  véritable  origine:  la  formule  (44) 
de  ce  numéro  est  d'ailleurs  identique,  aux  notations  près,  à  celle 
que  nous  venons  d'indiquer. 

1087.  Revenons  maintenant  à  la  question  que  nous  avons  à 
traiter,  et  supposons  que  l'on  ait  pris  sur  la  surface  (©)  une  famille 
quelconque  de  courbes  (K).  Associons-leur  une  seconde  famille  de 
courbes  (L),  qui  détermineront  avec  les  premières  un  système  de 
coordonnées  curvilignes  u  et  c,  le  paramètre  u  étant  celui  qui 
convient  aux  courbes  (K).  Je  dis  d'abord  que  l'on  peut  toujours 
déterminer  les  courbes  (L)  de  telle  manière  que,  si  l'on  fait  corres- 
pondre au  point  de  (6)  un  point  d'un  plan  (P)  de  coordonnées 
rectilignes  u  et  v,  la  courbure  d'une  portion  quelconque  de  (0) 
soit  égale  à  l'aire  de  la  portion  correspondante  du  plan  (P). 

Comme  la  courbure  est  représentée  (nos  496  à  499)  par  l'intégrale 
double 


II 


r—  )  au  av, 

dv         ou 


il  faudra  que  l'on  ait 

('7)  dï"âù=l' 
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Or,  si  l'on  a  choisi  arbitrairement  les  courbes  (L),  on  aura 

dr        d?\ 

dv         du        J  v         ' 

Changeons  les  courbes  de  paramètre  v ;  c'est-à-dire  posons 

v°  =  <p(a,  v); 

r°,  r°t  désignant  les  nouvelles  rotations,  on  devra  avoir 

r°  du  -4-  r\  dv°  =  r  du  -4-  /'i  dç, 
ce  qui  donnera 

du  dv 


dr        drY  _  fàr°        dr%\  dv°  _  f 


et,  par  suite, 

dv         du         \dv°         du  )  dv 

On  doit  avoir,  avec  le  nouveau  système  de  coordonnées  ;/,  v°, 

àr<>        àr\  _ 
dv^        du 

Donc  l'équation  précédente  nous  donnera 

dv° 

—  =  f(u,  v), 

dv        J  K    '    ' 

ou 

(18)  p0=    C  f(u,v)dv-+-^(u); 

s>i  désignant  une  constante;  de  sorte   que,  par  une  simple  qua- 
drature, la  question  proposée  sera  résolue. 

Ainsi,   en  laissant  entièrement  arbitraires  les  courbes  de  para- 
mètre u,  on  peut  toujours  réaliser  la  condition 

dr        d/'i 
dv        du 

Il  existera  alors  donc  une  fonction  a,  déterminée  à  une  constante 
près  et  satisfaisant  aux  deux  équations 

.  dz  àa 

v  J  '  du  dv 
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Or,  si  l'on  substitue  au  trièdre  (T)  choisi  primitivement  un 
autre  trièdre  dont  l'axe  des  x  fasse  avec  le  premier  l'angle  a  défini 
par  les  deux  relations  précédentes,  les  premiers  membres  de  ces 
relations  seront  les  rotations  nouvelles  de  ce  trièdre  autour  de 
l'axe  des  z.  On  peut  donc,  par  de  simples  quadratures,  et  en 
laissant  entièrement  arbitraires  les  courbes  de  paramètre  u, 
réaliser  les  deux  conditions 

(10)  r  =  v,         i\  =  o. 

Alors  les  lignes  de  paramètre  u  seront  lignes  de  striction 
pour  les  surfaces  réglées  qui  sont  engendrées  par  V axe  des  x 
(ou  par  l'axe  des  y)  du  trièdre  (T)  lorsque  le  sommet  du 
trièdre  se  déplace  suivant  une  de  ces  courbes. 

1088.  Avec  ce  système  de  coordonnées,  la  première  des  deux 
équations  (6)  et(i  1),  qui  déterminent  u  et  v  en  fonction  de  u'  et 
de  (/,  se  ramène  à  la  forme  simple 

(21)  »%=t-> 

Au 

de  sorte  qu'elle  permet  d'exprimer  v  en  fonction  de  u.  La  valeur 
de  p,  portée  dans  l'équation  (11),  donnera  une  équation,  né- 
cessaire et  suffisante,  qui  déterminera  u.  Il  est  facile  de  recon- 
naître que  cette  équation  est  du  second  ordre  et  de  la  ftmner,  en 
employant  les  paramètres  différentiels  pour  abréger  les  calculs. 

Reprenons  à  cet  effet  l'élément  linéaire  de  la  sphère  (S),  défini 
par  l'équation 

ds''2  =  e  du'2  -+-  if  du'  dv'  -\-  g  dv'-, 

et  formons  les  paramètres  différentiels  de  u,  relatifs  à  cet  élé- 
ment. Par  suite  des  propriétés  d'invariance  de  ces  paramètres,  on 
pourra  écrire  l'élément  linéaire  avec  les  variables  u  et  v,  ce  qui 
donnera,  en  tenant  compte  des  relations  (4)  et  (20), 

(22)  ds'2  =  v2du2-h(qdu^-qldv)2, 

puis  former  les  paramètres  différentiels  avec  ces  variables  u  et  v. 
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On  aura,  9,  <r  désignant  des  fonctions  quelconques, 

i  /dev       i    /  j%        d% 

(23)    <    A(6,  a)  =  —  -r-  —  -H  -i— r     ^ ?i  ^—       q  -r #1  —    , 

v   '  q\  dv  dv        v-q\  \     dv  du]  \ J  dv        z    dit/ 

i      d    /^t  d9        ?  d8\  i      d   /p2-f-  q"-  dO        g  dO 


vqyàu\  v  du       v  dv ]        vqi  dv  \      vq^      dv         v  du 

Et  l'on  déduit  de  là  immédiatement  l'équation  (21)  donnée  plus 

haut.  Appliquant  aussi  la  seconde  formule  aux  deux  fonctions  a 

et  u,  on  trouvera 

.  1      /     àa  da 

A(«,  u)  — —  [  q  .     —qi  ■■- 

v2qi  \     dv        1    du 

!  da     da  ,  .  ,  , ,    . 

ou,  en  remplaçant  ---■>  -r—  par  leurs  expressions  connues,  déduites 

des  formules  (3), 

da        7  àa        , 

-  =  br  —  cq,  ~r-  =bi\  —  cql, 

du  J  dv  J 

et  tenant  compte  des  équations  (20) 

(■2.\)  b  =  v  A(a,  u). 

Ainsi,  quand  u  sera  connue,  les  coordonnées  du  point  de  la 
surface  cherchée  (©)  seront  définies  par  les  quadratures 

X  =    /  a(çà(  +  fiCfc)  +  cA(o,  u ) ( r\  du  -f-  tq  1  dv), 

(ï5)  <   Y=    I  a'(<- du -h  %{  dv) -\- v  k(a',u)(-r]  du -h  rtl  dv), 

Z  =    /  a"(£  d«  -l-  %i  dv)  -+-  p  A(a",  u)(t\  du  -+-  7)1  dv). 

Tout  est  donc  ramené  à  la  détermination  de  u.  Or  on  a 

bu  =  — ,  aa«=  *—  , 

(26)  < 

A(M,Aa)=4^'  A,w  =—-£*-  +  -£-, 

\  v*qt  vqi        v3qi 

et  enfin 

(27)  <t(k)  =  -p—  , 
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<j(w)  étant  l'invariant   défini  an  n°  707  et  exprimé   en    fonction 
des  précédents  par  la  formule 

,    „.  AAm  —  i  \(u,  ku)  k>u 

(28)  au  = — - 

4  Ait 

11  n'y  a  plus  qu'à  adjoindre  la  dernière  des  relations  (10),  écrite 
sous  la  forme 

P  Pi       9  t       t 

qi  q\      q\ 

et  à  remplacer,  dans  cette  nouvelle  équation,  les  rapports  — ,  —  , 

1  T-  rr  qx     qt 


pour  obtenir  l'équation  finale 


-—  par  leurs  valeurs,  que  l'on  déduira  des  équations  (26)  et  (27), 


(•29)  TQi  *(»)-+-  ^  ^2  «  -4-  ^  —  Y1^t)1^A(«,Aa)  =  o, 

à  laquelle  devra  satisfaire  u.  Il  faudra  y  remplacer  partout,  et  en 
particulier  dans  les  expressions  des  translations  £,  7),  £1?  y\t,  la  va- 
riable p  par  sa  valeur-— =•  Ces  translations  satisfont  à  deux  des 

yùi.11 

équations  (10)  qui  deviennent  ici 

(  ^       ^ 
(3o) 


dç-dTt  --*">»' 


^Q  _  ^  1  , 


1089.  Pour  faire  des  applications  de  sa  méthode,  M.  Wein- 
garten  a  choisi  sur  la  sphère  (S)  le  système  de  coordonnées  symé- 
triques pour  lequel  on  a 

(  oi  )  0,  —  ■ j  a  = ,  a   —  ■ , 

i-hxy  1  -t-  xy  1-+-  xy 

l'élément  linéaire  ayant  pour  expression 

,  o    \                                             j  >•>        4  dx  dy 
O2)  ds~=  ■ v-. 

On  a  ici,   en  adoptant  les  notations  de  Monge  pour  les  dé- 
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rivées, 

Am  =  (i~+-xy)*pq,  AAw  =  (i-h  a;jry(qrt  +  ps)(pti+  gs), 

(i  -f-  xyy* 
k2u  =.  (i-^  xy)'zs,  A(a,  Lu)  = - — (ipgs  -4-  p-ti-h  g^r^, 

4 

/',  et  £(  désignant,  pour  abréger,  les  combinaisons  suivantes 

ipy  iqx 


xy  i  -+-  xy 

La  substitution  de  ces  valeurs  conduit  à  une  équation  de  la 
forme 

(r  —  A)(t-G)-(s  —  B)(s  —  Bj)=-d- 

où  A,  C,  B,  B<  sont  des  fonctions  de  x,  y,  «,  yD,  q.  M.  Wein- 
garten,  après  avoir  formé  cette  équation,  a  cherché  dans  quel  cas 
elle  peut  être  complètement  intégrée  par  la  méthode  de  Monge, 
ce  qui  l'a  conduit  aux  surfaces  applicables  sur  le  paraboloïde  de 
révolution.  Mais  son  Mémoire,  couronné  par  l'Académie  des 
Sciences  (1),  n'étant  pas  encore  publié,  nous  nous  contenterons 
des  indications  précédentes.  Nous  ferons  seulement  remarquer 
que  si,  pour  simplifier  autant  que  possible  l'équation,  on  fait  les 
deux  hypothèses 

7)1  =  O,  T)-+-^P2=0, 

on  retrouve  les  propositions  établies  dans  le  Chapitre  précédent. 
Le  résultat  des  recherches  contenues  dans  ce  Chapitre  peut 
s'énoncer  comme  il  suit  : 

Étant  donnée  une  famille  quelconque  de  courbes  (K)  tra- 
cées sur  une  surface  (0),  on  peut  toujours,  par  de  simples 
quadratures,  déterminer  toutes  les  congruences  (G)  formées 
de  tangentes  à  (0)  et  telles  que  les  surfaces  réglées  engen- 
drées par  toutes  les  droites  de  la  congruence  ayant  leur  ori- 
gine sur  une  des  courbes  (K.)  admettent  cette  courbe  comme 


(')  Voir  les  Comptes  rendus,  t.  CXIX,  p.  io5o,  io5i,  décembre  1894-  Pour  la 
partie  analytique  et  pour  le  fond,  notre  exposition  coïncide  avec  celle  de 
M.  Weingarten  ;  les  propriétés  géométriques  sont  nouvelles. 
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ligne  de  striction.  La  relation  entre  la  congruence  et  la  sur- 
face subsiste  quand  la  surface  se  déforme  en  entraînant  les 
droites.  SI  Von  prend  deux  variables  indépendantes  pour  dé- 
finir la  direction  de  chaque  droite  de  la  congruence,  le  para- 
mètre de  la  famille  de  courbes  (K)  doit  satisfaire  à  une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  qui  dépendra 
exclusivement  de  Vêlement  linéaire  de  (S)  et  dont  l'intégra- 
tion permet,  par  suite,  de  déterminer  par  de  simples  quadra- 
tures toutes  les  surfaces  applicables  sur  la  surface  (0). 
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NOTES  ET  ADDITIONS 


NOTE   1. 


SUR  LES  MÉTHODES  D'APPROXIMATIONS  SUCCESSIVES  DANS  LA  THÉORIE 
DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  ; 

Par  M.  Emile  PICARD. 


J'ai  consacré  plusieurs  Mémoires  à  l'application  de  méthodes 
d'approximations  successives  pour  démontrer  l'existence  et  faire  la 
recherche  des  intégrales  de  certaines  équations  différentielles,  quand 
des  conditions  aux  limites  sont  données  qui  définissent  ces  intégrales. 
Ces  méthodes  s'appliquent  aux  équations  différentielles  ordinaires 
comme  aux  équations  aux  dérivées  partielles,  mais  pour  ces  dernières 
les  conditions  d'application  sont  bien  différentes  suivant  que  les  équa- 
tions considérées  appartiennent  au  type  elliptique  ou  au  type  hyper- 
bolique. Les  premières  se  rencontrent  surtout  en  Physique  mathé- 
matique et  dans  la  théorie  des  fonctions;  je  ne  m'en  occuperai  pas 
dans  cette  Note   (').   Relativement  aux  équations  du  type  hyperbo- 


(  '  )  Relativement  aux  théorèmes  généraux  relatifs  à  ce  cas,  nous  énoncerons  seu- 
lement la  proposition  suivante  {Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  1890).  Soit 
l'équation  linéaire 

.   â*z  _,     d'-z  r.à3z        tàz  dz 

AT    +  2  R  -r —  -  +  C hl)1 h  E  -.-  +  Fz  =  0, 

ox2  ox  oy  Oy1  ox  oy 

où  les  coefficients  sont   des  fonctions  analytiques  des  deux  variables  réelles  x 

et  y  :  toute  intégrale  de  cette  équation  bien  déterminée  et  continue  ainsi  que 

ses  dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres  dans  une  région  du  plan  pour 

laquelle 

B=-  AC<o 

est  une  fonction  analytique  de  x  et  y.  Il  est  clair  qu'il  peut  en  être  autrement 
dans  une  région  où  B3 — AC  serait  positif. 

D.  —  IV.  23 
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lique,  l'utilité  de  ces  méthodes  est  d'une  double  nature.  Elles  per- 
mettent d'abord  de  faire  la  recherche  des  intégrales  en  supposant 
les  équations  différentielles  définies  seulement  pour  les  valeurs  réelles 
des  variables,  et  en  faisant  ainsi  le  minimum  d'hypothèses  sur  ces 
équations;  c'est  là  un  point  d'un  certain  intérêt  philosophique. 

Une  conséquence  pratique  en  découle;  on  obtient,  en  général, 
pour  les  intégrales  un  champ  de  détermination  plus  étendu  qu'avec 
les  méthodes  fondées  sur  l'emploi  de  fonctions  majorantes  quand  ces 
méthodes  sont  applicables. 

1.  Rappelons  d'abord,  sans  y  insister,  les  résultats  relatifs  à  une 
équation  ordinaire  du  premier  ordre 

Si  f{x,  y)  est  une  fonction  réelle  et  continue  des  deux  variables 
réelles  x  et  y,  quand  celles-ci  varient  respectivement  dans  les  inter- 
valles 

(sco—  a,xQ+a),         (y0— b,  y0-+- b), 

et  si,  de  plus,  il  existe  une  constante  positive  k  telle  que 

\f(x:y^\y)-f(x,y)\<k\\y\, 

x,  y  et  y  -+-  Ay  étant  les  intervalles  indiqués,  et  qu'enfin  M  désigne 
le  maximum  de  la  valeur  absolue  de  f(x,  y)  dans  ces  mêmes  inter- 
valles, les  approximations  successives  donnent  l'intégrale  de  l'équa- 
tion prenant  pour  x  =  x0  la  valeur  ya,  sous  forme  de  série  conver- 
gente dans  l'intervalle  (x0 — p,  x0-\~  p),  en  désignant  par  p  la  plus 
petite  des  deux  quantités  (1) 

b 

(i)  a     el     M' 

M.  E.  Lindelôf,  qui   a   très  heureusement  approfondi  cette  ques- 


(')  Nous  avons  supposé  la  fonction  f(x,  y)  définie  seulement  pour  les  valeurs 
réelles  de  x  et  y.  Dans  le  cas  où  /(x,  y)  est  une  fonction  analytique  de  x  et  y, 
holomorphe  dans  les  cercles  de  rayons  a  et  b  tracés  respectivement  autour  des 
points  x0  et  y0,  et  en  désignant  par  M  le  module  maximum  de  f  dans  ces 
cercles,  les  approximations  successives  permettent  d'obtenir  l'intégrale  prenant 
pour  x  =  x0  la  valeur  y0  sous  forme  de  série  convergente  dans  un  cercle  de 
rayon  p  autour  de  x0  (en  désignant  par  p  la  même  quantité  que  ci-dessus).  La 
méthode  des  fonctions  majorantes  donne  un  champ  de  convergence  moins  étendu. 
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tion  {Journal  de  Math.,  189/4),  a  même  indiqué  un  autre  champ  de 
convergence  qui  peut  quelquefois  être  plus  étendu  que  le  précédent. 
Désignons  par  M0  la  plus  grande  valeur  absolue  de  f(x,  y0),  quand  x 
varie  de  x0 —  a  à\r0-t-  a;  un  champ  de  convergence  assurée  est  l'in- 
tervalle (x0 —  p',  x0  -+-  p'),  en  désignant  par  p'  la  plus  petite  des  deux 
quantités 


1 


(2)  a     et    y  loi 


kb 


k     &V         M 


et  p'  peut  dans  certains  cas  dépasser  p. 

Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  rappeler  que  la  première  méthode  de 
Cauchy,  telle  que  nous  la  connaissons  par  les  leçons  qu'a  rédigées 
M.  Moigno,  et  qui  a  été  depuis  reprise  par  M.  Lipschitz,  méthode 
dont  le  principe  est  de  considérer  l'équation  différentielle  comme 
une  équation  aux  différences,  définissait  précisément  l'intégrale  dans 
l'intervalle  correspondant  à  (i). 

2.  Considérons  maintenant  une  équation  aux  dérivées  partielles  de 
la  forme 

à-z  /      dz    dz 

dx  dy  \   '  cte'  dy'     '  ^ 

Les  approximations  successives  permettent,  entre  autres  problèmes, 
de  former  l'intégrale  d'une  telle  équation  se  réduisant,  pour  x  =  x0, 
à  une  fonction  donnée  de  y,  et  pour  y  =  y0  à  une  fonction  donnée 
de  x.  Je  prendrai  d'abord  le  cas  de  l'équation  linéaire 

d°>-z  dz  dz  ^_ 

dx  dy  dx  dy       - ■     ' 

où  a,  b,  c  sont  des  fonctions  des  deux  variables  réelles  x  et  y.  Nous 
les  supposerons  continues  à  l'intérieur  et  sur  le  périmètre  d'un  rec- 
tangle R  de  côtés  a  et  (3  parallèles  aux  axes  et  dont  (x0,  y0)  sera  le 
sommet  de  moindres  abscisse  et  ordonnée.  On  veut  trouver  l'intégrale 
de  cette  équation  se  réduisant  pour  y  =  y0  à  ®(x)  et  pour  x  ==  x0  à 
'b(y).  La  fonction  y(x)  est  continue  de  x0  à  x0-t-  a,  et  ty(y)  est  con- 
tinue de  y0  à  y0-+-  P  ;  on  a,  bien  entendu,  w(x0)  =  <\>( y0)  et  les  deux 
fonctions  cp  et  ^  ont  des  dérivées  premières  continues. 
Envisageons,  en  premier  lieu,  l'équation 

d2z 

~dx~ûy~  =  f(x>yï> 
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où  f(cc,  y)  est  une  fonction  donnée.  La  fonction 

•  y 


=  /     /  f(x,y)dxdY 

xi\  Ya 


est  l'intégrale  de  cette  équation  s'annulant,  pour  x  =  x0,  quel  que 
soit  y,  et  pour  y  =  y0  quel  que  soit  x.  Ceci  posé,  nous  formons  les 
équations  successives 


=  o, 


dx  dy 
d^z^  dzi        j  dzt 

dx  dy  dx  dy 


d2ztl  dzn—i  dzn—x 

=  a  — -, — ■  -+-  o— - h  CZn-\. 


dx  dy  dx  à  y 

On  intégrera  la  première  équation  en  cherchant  son  intégrale  z\  se 
réduisant  à  y(x)  pour  y  =  y0  et  à  ty(y)  pour  x  =  x0,  intégrale  qui  est 
visiblement 

*!=  <p(ar)  +  ^O0  —  <p(a?0). 

Pour  toutes  les  autres  fonctions  zn  (n  >  i),  elles  sont  supposées  se 
réduire  à  zéro  pour  ,2?  =  ,a?0  quel  que  soit  y,  et  pour  y  =  y0  quel  que 
soit  ,2?. 

Nous  allons  montrer  dans  un  moment  que  les  séries 


dz\        dz-i 
dx         dx 

dx 

dz\        dz=> 
dy         dy 

dy 

sont  uniformément  convergentes  dans  le  rectangle  R.   Ce  point 
admis,  on  voit  sans  peine  que  la  fonction 

La   =   Zj  -+-  Z%  -\~  •  •  •  -+-  Z 11  -+- .  .  . 

est  l'intégrale  cherchée.  On  tire,  en  effet,  des  équations  précédentes 

Zi-i-  Z-2-+-.  .  ,-\-  Z/i 

/•*  ryrd(zl-h...-hzn-l)  1_J,d(*i+...+*l,_i) 


dr 


d(^1+...+5„_1)  1 

6 -j- i  +  c(z1+...-Hz^1)J  tferfjï 


A* 
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d'où  l'on  conclut  à  la  limite,  en  s'appuyant  sur  la   convergence  uni- 
forme des  séries  écrites  plus  haut, 


et  enfin 

d*Z  àZ        7  dZ 

=  a  -, h  b  - \-  c  L. 


,dZ  _ 

6  -r h  cZ 


dx  dy 


dx  dy  dx  dy 

Abordons   donc   la  question  de  convergence.   Je   désigne  par  M  le 

maximum  de 

dz\ 


dx 


,  A*,  I 

0-5 hc;,L 

^7  I 


dans  R,  et  par  k  le  module  maximum  de  a,  b,  c  dans  ce  même  rec- 
tangle, et  je  considère  le  système 


M, 


d-ul 
dx  dy 

d'1  u.2     _  ,     àui  diii 

dx  dy  dx  dy 


à2  Url    _       dun-i  ,  ÔUn-x  , 

<^J7  ej/  dj;  dy 

tous  les  «  s'annulant  pour  x  =  a70  quel  que  soit  y,  et  pour  y  —y0 
quel  que  soit  x. 

Si  nous  prouvons  la  convergence  uniforme  de  la  série 


(3) 


Ui  -i-  U-2 


la  convergence  de  la  série  des  z  en  résultera  immédiatement,  car 

\zn\  <|  ufl-i  |.  Or,  soit 

Ufl=kn-l\Jn, 


^Ut 


=  M, 


ày 


dx  ày 


U„ 


dr  c^  dx  dy 

Si  la  série  des  u  est  convergente,  la  série 
(4)  U1  +  *U2-t-...-+-*»U„+1, 


u„_,. 
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représentera  l'intégrale  de  l'équation 

(5)  *»**£  +  *«! +  *U  +  M, 

ox  oy  ox  oy 

s'annulant  pour  x  ■=  x0,  quel  que  soit  y,  et  pour  y—y0,  quelque 
soit  x.  Or  si  nous  montrons  que,  pour  l'équation  précédente,  l'inté- 
grale satisfaisant  à  ces  conditions  initiales,  est  une  fonction  holo- 
morphe  de  k  pour  toute  valeur  de  k,  la  convergence  de  la  série  (3)  sera 
établie,  car  cette  intégrale  devra  nécessairement  avoir  la  forme  (4)- 

Or  l'équation  (5)  est  facile  à  discuter.  Prenant  x0-=y0=o,  nous 
poserons 

L'équation  (5)  devient 

( 6 )  -^-  =  (  k*  -hk)\-h  M  e-Mx+yî , 

ôx  oy 

L'ap]3licalion  des  approximations  successives  à  cette  dernière  équa- 
tion est  immédiate.  On  a  à  considérer  les  équations 

ilXi  =  Me-k^+y), 
ox  oy 

<)2Vi 


dx  dy 


=  (*«+Ar)V„_i, 


tous  les  V  s'annulant  pour  x  =  o,  ainsi  que  pour  y  =  o.  En  désignant 
par  N  la  valeur  absolue  maxima  de  V0  dans  R,  on  aura 

(À-2  +  £)»x»,r" 

V  II     <.    ■ -, T7 J 

'  (i  .2.  .  .n)1 

d'où  l'on  déduit  de  suite  la  convergence  de  la  série 

V0-i- Vi  +  ...+ V„-t-..., 

qui  représente  l'intégrale  cherchée  de  l'équation  (6).  La  méthode  des 
approximations  successives  donne  donc  pour  l'équation  (6)  une  série 
convergente,  quand  {oc,  y)  est  dans  R.  Chacun  des  termes  de  cette 
série  est  une  fonction  holomorphe  de  k,  et  la  série  converge  unifor- 
mément, quel  que  soit  k,  dans  un  domaine  fini  quelconque  du  plan 
de  cette  variable.  L'intégrale  V  de  (6)  est  donc  une  fonction  entière 
de  k,  et  il  en  est  alors  de  même  de  l'intégrale  U  de  (5),  comme  nous 
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voulions  l'établir.  Les  mêmes  raisonnements  sont  valables  pour  les 
séries  formées  avec  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

3.    Passons  au  cas  de  l'équation  non  linéaire 
d*z  _/  dz     dz\ 


dx  à  y  \  dx    dy 

Nous  abrégerons  l'exposition,  sans  diminuer  la  généralité,  en  suppo- 
sant que  z  =  o  pour  x  —  o,  et  aussi  pour  y  =  o.  Il  suffit  évidemment 
pour  cela  de  remplacera  par  z  -+-  [»(.#)  -+-  ty{y)  —  f  (#o)]-  Ceci  posé, 
nous  admettons  que  la  fonction 

F(a?,7,  s,  »,  t>) 

est  continue  quand  (x,y)  est  dans  R,  quand  z  varie  entre  — «et 
-f-  a,  et  que  m  et  v  varient  entre  —  b  et  +  b.  De  plus,  pour  œ,  y,  z, 
a  et  v  dans  ces  intervalles,  on  a 

\F(x, y,  z',  u',  v') —  F(a?,jK,  z,  u,  v)\  <  &i|  z'  —  z\  -f-  /."al"'  —  wj  +  £3|p' —  c, 

les  A1  étant  des  constantes  positives.  Soit  enfin  M  le  maximum  de  la 
valeur  absolue  de  F  dans  la  région  où  cette  fonction  est  définie. 
On  considère  les  équations  successives 


dx  dy 


F(x,y,  o,  o,  o), 


**»   -v(x   v    -     dSl    dZl 
àxdy  ~rp^'^'  dx  '  dy 

d2z„    _      /       ^  àz„-i    dzn-i 

àxdy  \  ll~  '     (te  t^r 

les  5  s'annulant  tous  pour  a?  =  ,3?0,  quel  que  soit  y,  et  pour  y  =  y0 
quel  que  soit  x.  On  sera  assuré  que 

dzn        dztl 
dx  dy 

restent  compris  dans  les  limites  indiquées,  si  (ce, y)  est  à  l'intérieur 
d'un  rectangle  compris  dans  R,  ayant  pour  sommet  (x0,  y0),  et  dont 
les  côtés  p  et  p'  satisfont  aux  inégalités 

(7)  Mpp'<«,         Mp<6,         Mp'<è. 

Nous  supposerons  d'ailleurs  que  p  et  p'  sont  au  plus  égaux  aux  côtés  a 
et  j3  du  rectangle  R. 
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Dans  ces  conditions  la  série 


représentera  l'intégrale  cherchée.  On  est,  en  effet,  ramené  immédia- 
tement au  cas  de  l'équation  linéaire,  en  considérant  les  équations 

*(*>-3'>  =  F  (x,  y.zJ-p^-p^-Fi^r,  o,  o,  o), 
àxày  \      J  àx     Oy  ) 


d2(z„—ztl^i)  (  àzn-x   àz„.-A  /  dz„^   dzn-% 

oxôy    -  =  F^^'--1'-^--^;--F(;r'->''^'^^'-^r 

et  en  leur  substituant  les  équations  linéaires 


à-  U„ 
dx  dy 


klUn-l-hk<i 


àu„- 

ôx 


h 


dy 


La  convergence  de  la  suite  déduite  de  ces  dernières  équations  en- 
traîne immédiatement  la  convergence  de  la  série  des  z  dans  le  rec- 
tangle (p,  p'),  et  le  problème  est  par  suite  résolu.  L'intégrale  est  dé- 
terminée dans  le  rectangle  (p,  p'). 

4.  11  est  remarquable  que,  dans  la  question  précédente,  les  limites 
trouvées  pour  p  et  p'  ne  dépendent  pas  des  constantes  k.  11  faut 
cependant  que  l'on  soit  assuré  de  l'existence  de  ces  constantes  pour 
que  le  raisonnement  soit  valable.  Un  cas  intéressant  est  celui  où  la 

fonction 

FO,7,  z,  u,  v) 

serait  déterminée  et  continue  pour  toute  valeur  réelle  de  z,  u  et  v  [le 
point  (œ,  y)  étant  dans  le  rectangle  R]  et  où  cette  fonction  aurait  des 
dérivées  premières 


d¥ 

dz"' 


dF 
du 


à¥ 


restant  en  valeur  absolue  moindre  qu'un  nombre  fixe  dans  les  mêmes 
conditions. 

Nous  n'aurons  pas  alors  à  nous  préoccuper  des  inégalités  (7), 
puisque  la  fonction  F  est  déterminée  pour  toute  valeur  de  z,  u,  v  ;  par 
suite,  dans  ce  cas,  la  série  représentant  l'intégrale  convergera 
dans  R. 
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Ainsi,  par  exemple,  l'équation 


36 1 


d*z  dz 

dx  dy  dx 


b  -^  -4-  c  sin^, 


où  a,  b,  c  sont  des  fonctions  continues  de  x  et  y  dans  le  rectangle  R, 
admettra  ce  rectangle  même  comme  champ  de  convergence  pour  la 
série  donnée  par  les  approximations  successives.  On  sait  que  l'équa- 
tion 

d*z 
dx  dy 

se  rencontre  dans  la  théorie  des  surfaces  à  courbure  constante,  et, 
dans  ses  leçons  de  Géométrie  différentielle,  M.  Bianchi  s'est  servi  des 
approximations  successives  appliquées  à  cette  équation  pour  traiter 
un  intéressant  problème  de  Géométrie. 

5.  Bien  d'autres  problèmes  concernant  les  équations  précédentes 
pourraient  être  traités  par  une  autre  voie  analogue.  Pour  indiquer  au 
moins  un  nouvel  exemple  reprenons  l'équation  linéaire 


dx 


di 


dy 


dx  dy 
et  construisons   sur  Ox  et  Qy  {fig.  89)  le  carré  OABG   de  côtés 

OA=OC  =  a, 

Fig.   89. 

y 


ç     R   A 


que  nous  désignerons  par  R.  On  se  donne  la  valeur  d'une  intégrale  z 
sur  OA  et  sur  OB  ;  on  aura  ainsi 


z  =  f(x) 
z  =  o(x) 


pour 
pour 


y  =  0, 

y  =  x; 


j\x)  et  y{x)  sont  deux  fonctions  continues  ainsi  que  leurs  dérivées 
du  premier  ordre;  elles  sont  définies  de  x  =  o  à  x  =  a,  et  l'on  a, 
bien  entendu, /(o)  =<p(o).  L'intégrale  de  l'équation 

dx  dy         ' 
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satisfaisant  à  ces  conditions  initiales,  sera  évidemment 

*=/0) +  ?(»—/(»■ 

Ensuite,  en  désignant  par  P(x,y)  une  fonction  donnée  de  x  et  dey 
dans  le  carré  R,  l'intégrale  de  l'équation 


dx  dy 
s'annulant  sur  OA  et  sur  OB,  sera 


l/0  rJy 


P(5,i)^; 


le  champ  d'intégration  est  le  rectangle  MPQR,   en  désignant  par  M 
le  point  (ce,  y). 

Formons  alors,  comme  précédemment,  le  système 

d*zt    _ 

dx  dy 

à2z%  dz±  dz\ 

dx  dy  dx  dy  ' 

i 

d2  zn    àzn—\    |    ,  oz  n—i 

dx  dy  dx  dy  ~"~ 

On  intègre  la  première  avec  les  conditions 

z1=f(cc)     pour    y  =  o         et         zl  =  o(x)     pour    y  =  oc, 

et  pour  n  supérieur  à  un,  on  prend 

zn  =  o     pour    y  =  o         et         zn  =  o     pour    y  =  x. 

Des   considérations    analogues   à  celles  que    nous  avons  employées 
ci-dessus  permettent  aisément  d'établir  que  la  série 

Z\-r-  Zi~\-  .  .  ,  -\-  Zn-i-  .  .  . 

converge  uniformément  dans  R,   et  représente  l'intégrale  cherchée. 

6.  Comme  exemple  d'équations  d'ordre  supérieur  au  second,  pour 
lesquelles  s'appliquent  sans  difficultés  les  méthodes  précédentes,  je 
citerai  les  équations  suivantes  étudiées  à  ce  point  de  vue  par  M.  De- 
lassus  dans  un   des  Chapitres  de  son  intéressante  thèse  (voir  aussi 
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Comptes  rendus,  i8g3).  Ce  sont  les  équations  d'ordre  n  de  la  forme 


2 


dh*z 

A//,-  -T r~T T    =    O  . 

dxl  dyk 

Je  J 


avec  les  conditions  suivantes  : 

i  =  o,  i,  . . . ,  p 

(p  +  q  =  n,        pq  ^  o) 
k  —  o,  i ,  .  . . ,  q 

et  en  supposant  A-pq=  i. 

7.  Je  voudrais  maintenant  considérer  des  équations  pour  lesquelles 
on  ne  puisse  appliquer  la  méthode  précédente  d'approximations.  Il 
n'est  pas  difficile  de  trouver  de  tels  exemples,  nous  n'avons  qu'à 
prendre  l'équation  du  premier  ordre 

/ ^  s  dz  ,         .  dz 

(8)  -=«(*,,)_. 

Supposons  qu'on  veuille  trouver  l'intégrale  de  cette  équation  se  ré- 
duisant, pour  x  =  x0,  à  une  fonction  donnée  F(/).  On  peut  former 
les  équations  suivantes 

^  =  0' 

àzv.  ,  .  dzx 


ozn.  ,  OZn—\ 


— —  =  a(x,  y) 
dx  J  '     dy 

zt  prenant  pour  x  =  x0  la  valeur  F  (y),  et  les  autres  z  s'annulant  iden- 
tiquement pour  cette  valeur  de  x.  Mais  on  voit  que  l'on  ne  pourra 
former  les  fonctions  z2,  .  .  .,  zn,  ...  que  si  F(^)  et  a(x,  y)  ont  des 
dérivées  partielles  de  tout  ordre  par  rapport  à  y,  et  la  convergence 
du  développement  ne  peut  être  établie  que  si  l'on  suppose  que  F  (y) 
et  a  (x,  y)  sont  des  fonctions  analytiques.  Il  semble  donc  qu'on  ne 
puisse  établir  l'existence  des  intégrales  de  l'équation  (8)  qu'en  admet- 
tant que  a(x,  y)  est  analytique.  Quoique  la  question  n'ait  qu'un 
intérêt  théorique,  elle  vaut  peut-être  la  peine  d'être  examinée. 

Reprenons  d'abord,  à  cet  effet,  l'étude  de  l'équation  différentielle 
ordinaire 
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et  plaçons-nous  dans  les  hypothèses  du  n°  1.  Nous  avons  trouvé  une 
intégrale  prenant  pour  x  r=  x0  la  valeur  y0,  soit 

y  =  F(x,x0,  /„), 

en  mettant  en  évidence  toutes  les  quantités  dont  dépend  F.  La  fonc- 
tion F  est  une  fonction  continue  de  x,  x0  et  y0  ;  elle  a  une  dérivée 
première  par  rapport  à  x,  mais  toute  la  difficulté  de  la  question  qui 
nous  occupe  est  de  savoir  si  cette  fonction  a  une  dérivée  partielle  du 
premier  ordre  par  rapport  à  yQ.  Or  les  approximations  successives 
nous  conduisent  à  la  suite  de  fonctions 

yu      7-2,       •••,      J'n,       •-., 

se  calculant  de  proche  en  proche  au  moyen  des  formules 

JKi  =  7o+    /     f(-r,y0)dx, 

y2=y0+  f    f(x,yi)dx, 

jn  =  yo+  /    f(x,yn-\)dx, 

et  F(x,  x0,  y0)  est  la  limite  de  ya.  On  peut  calculer  de  proche  en 
proche  les  dérivées  partielles 

àyi       dy,  dyn 

àyo  '      ày0  '  ày0  ' 

si  l'on  admet  seulement  que  /(x,  y)  a  une  dérivée  partielle  du  pre- 
mier ordre  par  rapport  à  y.  Il  est  donc  bien  vraisemblable  que  F  aura 
une  dérivée  partielle  du  premier  ordre  par  rapport  à  y0.  Nous  le  dé- 
montrerons élégamment  sans  calculs  en  rattachant  la  question  à  un 
problème  traité  plus  haut;  on  va  supposer  que /(.a?,  y)  a  des  dérivées 

partielles  des  deux  premiers  ordres  par  rapport  à  y.  Il  suffirait  même 
d'admettre  que  la  dérivée  -j-  >  sans  avoir  de  dérivée  par  rapport  à  y, 
jouit  de  la  propriété  dont  jouissaitla  fonction  appelée  f(x,y)  au  n°  1. 

Je  considérerai,  dans  ce  qui  va  suivre,  x0  comme  une  constante  nu- 
mérique et  (3  désignera  une  seconde  quantité  numérique.  J'envisage 
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l'équation  aux  dérivées  partielles 

d2y  df    à  y 


(9) 


dxdfo        ày  dy0 


définissant  une  fonction  y  des  deux  variables  x  et  y0.  D'après  ce  qui 
a  été  vu  au  n°  3,  nous  pouvons  l'intégrer  en  prenant  les  conditions 
initiales  suivantes  : 


y  =  y<> 

pour 

X  —  X \) , 

y  =  F(x,  Xy,  j3) 

pour 

ro=P- 

L'intégrale  y  de  l'équation  (9)  sera  alors  complètement  déterminée. 
Or,  on  déduit  de  cette  équation 

£=/(*,  y) +  ?(*), 

P(#)  ne  dépendant  pas  de  y0.  Or,  pour  y0=  (3,  on  a 

dy 
puisque,  pour/0=P,y  est  l'intégrale  de  l'équation  -~=:f(x,  y),  qui 

prend,  pour  x  ■=.  x0,  la  valeur  p\  La  fonction  P (x)  est  donc  identi- 
quement nulle,  et  l'intégrale 

y{z-,y0), 

dy 
que  nous  venons  d'obtenir,  est  l'intégrale  de  l'équation  -~-  =  f(x,  y) 

prenant  pour  x  =  x0  la  valeur  y0  ;  elle  est  identique  à  la  fonction 
F(x,x0,  y0),  et  celle-ci  a,  par  suite,  une  dérivée  du  premier  ordre 
par  rapport  à  y0. 

On  démontrera  d'une  manière  analogue  que  F(x,  x0,  y0)  a  une 
dérivée  du  premier  ordre  par  rapport  à  x0.  On  regardera  y0  comme 
une  constante  numérique,  et  soit  a  une  seconde  quantité  numérique. 
Nous  formons  l'équation 

do)  —y—  =  d-£  ^-:, 

dx  dx0        ày  dx0 
en  l'intégrant  avec  les  conditions  initiales 

y=y0  pour  x  =  X0, 

y  =  ¥{x,  <x, y0)         pour         #„=«, 
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ce  qui  correspond  au  cas  étudié  (n°  5).  On  déduit  de  l'équation  (10) 

Q(x)  ne  dépendant  pas  de  x0;  on  voit  que  Q(œ)  est  nul,  en  faisant 
dans  cette  relation  ,£•„:=  a,  et  Ton  termine  comme  plus  haut. 

Ainsi,  la  fonction  F  (x,  x0,  y0)  a  des  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  par  rapport  à  x0  et  à  y0.  Or,  la  relation 

y  =  FO,  a?0,Jo) 
peut  manifestement  s'écrire 

y0  =  F(>o,  oc, y), 

puisque  l'intégrale  qui,  pour  la  valeur  x  de  la  variable,  prend  la  va- 
leur y  aura  en  x0  la  valeur  y0.  D'après  ce  qui  précède,  F(x0,  x,y) 
est  une  fonction  continue  de  x  et  y,  et  elle  a  des  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  elles-mêmes  continues.  Désignons  cette  fonction  par 

F(x,y), 

en  n'écrivant  plus  la  constante  x0;  nous  aurons  l'intégrale  générale 

cly 
de  l'équation  ~  =f(x,y)  sous  la  forme 

F(x,y)  =  const., 

et  F  satisfera  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

dF       fl         .  dF 

H/(a:,  y)  —  =  o. 

dx        J  dy 

Nous  avons  donc  établi  l'existence  d'une  intégrale  de  cette  équation, 
et  par  suite  de  toutes  les  intégrales,  en  supposant  seulement  que 
f(x,  y)  est  continue  et  a  des  dérivées  partielles  des  deux  premiers 
ordres  par  rapport  à  y. 

Ainsi,  comme  application,  on  peut  établir  l'existence  d'un  facteur 
intégrant  pour  l'expression 

dy+P(x,y)dx, 

en  supposant  seulement  que  la  fonction  P(x,y)  est  continue  et  a 
des  dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres  par  rapport  à  y. 

8.  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  subsistera  évidemment  si  les 
fonctions  considérées,  au  lieu  d'être  réelles,  sont  des  fonctions  com- 
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plex.es  des  deux  variables  réelles  x  et  y.  En  particulier,  le  théorème 
relatif  au   facteur  intégrant  qui  vient  d'être  énoncé  s'applique  aussi 

bien  si  l'on  a 

V{x,y)=p(x,y)  -+-  iq(x,y), 

p  et  q  étant  des  fonctions  réelles  de  x  et  y,  jouissant  des  propriétés 
indiquées. 

Une  application,  qui  offre  quelque  intérêt,  se  présente  immédiate- 
ment. C'est  une  proposition  élémentaire,  qu'une  surface  analytique 
peut  être  représentée  sur  un  plan,  de  manière  qu'il  y  ait  conser- 
vation des  angles  :  on  a  ainsi  une  carte  géographique  de  la  surface. 
La  démonstration  bien  connue  de  ce  théorème  s'appuie  essentielle- 
ment sur  ce  que  la  surface  est  analytique;  elle  revient  à  la  recherche 
d'un  facteur  intégrant.  Avec  l'extension  donnée  à  cette  dernière  re- 
cherche, nous  n'avons  plus  besoin  d'admettre  que  la  surface  est  ana- 
lytique. Soit  une  surface  pour  laquelle  le  carré  de  l'élément  linéaire 
se  mette  sous  la  forme 

ds2  =  E  dx'1  -h  1 F  dx  dy  -+-  G  dy% . 

On  peut,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  démontrer  la  possibi- 
lité de  faire  la  carte  de  cette  surface  sur  un  plan,  si  les  trois  coeffi- 
cients E,  F,  G  sont  des  fonctions  continues  de  x  et  y,  ayant  des  dé- 
rivées partielles  des  deux  premiers  ordres  par  rapport  à  y.  Il  suffit 
même  de  supposer  que  les  trois  dérivées  du  premier  ordre 

dE        àF       d& 
dy'      dy'      dy' 

jouissent  de  la  propriété  admise  pour  la  fonction  f(x,  y)  au  n°  1. 

Ces  conditions,  un  peu  dissymétriques,  sont  suffisantes  ;  elles  ne 
sont  sans  doute  pas  toutes  nécessaires,  mais,  pour  s'en  affranchir,  il 
faudrait  trouver  un  autre  mode  de  démonstration  pour  l'existence  du 
facteur  intégrant. 


368  NOTES   ET   ADDITIONS.  —   NOTE    II,    PAR    M.    G.    KOENIGS. 


NOTE   IL 


SUR  LES  GÉODÉSIQUES  A  INTÉGRALES  QUADRATIQUES: 
Par  M.  G.   KOENIGS. 


1.  Nous  nous  proposons  dans  cette  Note  de  développer  la  solution 
complète  du  problème  des  géodésiques  qui  admettent  plusieurs  inté- 
grales quadratiques,  problème  partiellement  traité  dans  le  Tome  III. 

Si  l'on  cherche  à  exprimer  que  la  fonction 

(i)  <p  =  ap% -+-  ibpq  -4-  cq2 

est  une  intégrale  pour  le  problème  des  géodésiques  du  ds- 
(  2  )  ds-  =  4  X  dx  dy , 

on  trouve  l'équation  (n°  593,  t.  III,  p.  3o) 

/  /    „  àa  db  „  àc  \  q        [    „  àa  dû  àc  \  p 

)  Pa  /  7        d\  pq  àl 

(  -h2^(ap  +  bq)-+iLl(bp  +  cq)-  =  o. 

En  raisonnant  comme  au  n°  593,  on  reconnaît  que  l'équation  (3)  se 
décompose  en  quatre  autres,  à  savoir  tout  d'abord  les  équations 

de        àa 
dx        dy  ' 

en  sorte  que  l'on  a 

a  =  X,        b  =  Y, 

où  X  ne  dépend  que  de  x  et  Y  que  de  y.  Les  deux  autres  équations 
qui  proviennent  delà  décomposition  de  l'équation  (3)  s'écrivent  alors 

dx  dy 

d{b\)  àl 

—  i  ~- =  AX'-f-  îX  —  , 

dy  dx 
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ou  encore,  ce  qui  revient  au  même, 


(4) 


-■M=f(lT+,Yd-)dx  +  (lX^,Xd-)dy, 


et,  b  étant  définie  par  cette  équation,  l'intégrale  cp  prend  la  forme 
suivante 

(5)  o  =  Xp*-h2bpq  -f-Y^2. 

Il  faut  toutefois  que  la  condition  d'intégrabilité  dans  l'intégrale  (4) 
soit  satisfaite,  ce  qui  s'exprime  par  l'équation 

jL(lY;-h2Y—)=  —  /XX'+aX— V 

Développée,  cette  équation  devient 

(6)  îX  — -  -+-3X'- hX"X  =  2Y-—  -+-  3Y'—  -4- Y"X. 

ox*  dx  oy2  dy 

C'est  précisément  l'équation  (4i)  du  n°  413  [II,  p.  209].  Elle  exprime 
à  cet  endroit  que,  si  x,y  ne  sont  pas  nuls,  la  transformation 

,   \  ,       f  dx  C  dy 

(7)  x=J7l'     y=Jfi 

amène  le  ds1  à  la  forme  de  Liouville. 

Si  l'une  des  deux  fonctions  est  nulle,  tout  ce  qui  a  trait  à  l'inté- 
grale (5)  persiste,  mais  la  forme  de  Liouville  disparaît.  Nous  sommes 
alors  dans  le  cas  traité  au  n°  594  [III,  p.  3i],  et  le  ds-  se  réduit  par 
la  transformation 

/dx 
——,         y'  — y         (Y  étant  nul), 
yX 

à  la  forme  de  Lie. 

A  l'égard  de  l'équation  (6)  on  a  remarqué  au  n°  413  [II,  p.  209] 
que,  si  (Xl5  Yj),  (X2,  Y2)  sont  deux  couples  de  solutions  de  cette 
équation,  il  en  est  de  même  du  couple  de  fonctions 

(aX,+  6X,,  oYi-HôY,), 

où  a,  b  sont  deux  constantes. 

Plus  généralement,  si  (A^  Bt),   (A2,  B2),   ...,  (A^,  B^)  sont  p 
couples  de   solutions  de  l'équation  (6)   et  kx,  k%,   ...,  kp  des  con- 
stantes, les  fonctions  SA"iAj,  SAr/Bj-  constituent  un  couple  de  solutions. 
D.  —  IV.  24 
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Désignons,  d'une  façon  générale,  par  ep;  l'intégrale  qui,  d'après  les 
formules  (4),  (5),  correspond  au  couple  X  =  Aj-,  Y  =  B2-;  l'intégrale 
correspondante  au  couple  (EÀ^-A;,  SA"(B,)  sera,  comme  on  le  constate 

sans  peine, 

cp  =  S/qçï. 

S'il  n'existe  pas  de  système  de  valeurs  des  kt  (si  ce  n'est  zéro)  qui 
annule  à  la  fois  2À';AZ,  2À~,-B,-,  nous  dirons  que  les  p  couples 
(Aj,  B,),  .  .  .,  (Ap,  Bp)  sont  indépendants.  Si  les  p  couples  sont  in- 
dépendants, pour  aucune  valeur  des  kt  l'intégrale  cp  ne  se  réduira  à 

une  constante  ou  à  l'intégrale  des  forces  vives  qui  est  ~-  •  Il  faudrait 

en  effet  que  les  coefficients  de  p-  et  de  q*-  fussent  nuls  ;  cela  ne  se  peut, 
car  ces  coefficients  sont  justement  SA",A(  et  2A"jBj-,  qui,  par  hypothèse, 
ne  peuvent  s'annuler  en  même  temps. 

Nous  pouvons  dire  qu'à  p  couples  indépendants  des  solutions  de 
l'équation  (6)  il  correspond  p  intégrales  quadratiques  indépendantes. 
Nous  nous  proposons  de  rechercher  tous  les  ds%  dont  les  géodésiques 
admettent  plusieurs  intégrales  quadratiques  indépendantes. 

2.  A  la  page  218  du  Tome  II  a  été  posée  la  question  de  trouver 
les  ds1-  qui  admettent  plusieurs  réductions  au  type  de  Liouville.  Les 
liens  connus  qui  rattachent  les  intégrales  quadratiques  aux  formes  de 
Liouville  d'un  dsl  montrent  que  ce  problème  et  le  précédent  n'en 
font  qu'un.  Cependant,  l'existence  possible  des  formes  de  M.  Lie  peut 
faire  naître  un  doute.  Il  convient  de  le  dissiper.  Si  l'équation  (6) 
admet  un  couple  de  solutions  unique  (X,  Y),  la  forme  de  Liouville 
est  acquise  au  ds1,  sauf  le  cas  où  l'une  des  fonctions  X,  Y  est  nulle, 
car  alors  la  forme  de  Lie  intervient.  Par  contre,  si  V équation  (6) 
admet  plusieurs  couples  de  solutions  indépendants,  /?  >>  t,  la  forme 
de  Liouville  est  sûrement  acquise  au  ds2.  On  verra  même,  par  la 
suite,  que  la  réduction  au  type  de  Liouville  comporte  p  —  1  para- 
mètres, si  p  est  le  nombre  exact  des  couples  indépendants  de  solutions 
de  l'équation  (6). 

La  démonstration  de  la  proposition  précédente  est  des  plus  simples. 
Quels  que  soient  les  p  coefficients  constants  ki}  l'équation  (6)  admet 
le  couple  de  solutions  S kt At,  S^-Bj.  Donc,  si  les  A  ne  sont  pas  tous 
nuls  et  si  les  B  ne  sont  pas  tous  nuls,  l'équation  (6)  admet  un  couple 
dans  lequel  aucune  des  fonctions  X,  Y  n'est  nulle  et  la  transforma- 
tion (7)  amènera  la  forme  de  Liouville. 

Reste  le  cas  où  toutes  les  fonctions  A,  par  exemple,  seraient  nulles. 
L'équation  (6)  admet  alors  les  couples  de  solutions  (o,  Bx)  (o,  B2)  et 
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un  calcul  facile  prouve  que  le  ds2  est  celui  du  plan.  Comme  le  ds2  du 
plan  possède  des  formes  de  Liouville,  le  théorème  est  démontré. 

La  forme  de  Liouville  étant  acquise  aux  ds2  que  nous  étudions, 
nous  pourrons  prendre,  comme  point  de  départ,  une  forme  de  Liou- 
ville de  ce  ds2  supposée  connue.  Dans  ce  cas,  on  le  vérifie  aisément, 
l'équation  (6)  admet  normalement  le  couple  de  solutions  (X=i,  Y=i). 
Soit  X,  Y  un  autre  couple  de  solutions;  la  transformation  (7)  fera 
passer  de  la  forme  de  Liouville  du  ds2  à  une  autre;  pour  ce  motif, 
j'appelle  les  fonctions  X,  Y  des  coefficients  de  transformation  du  ds-. 
Cette  locution  abrégera  beaucoup  le  langage.  Si  l'équation  (6)  admet 
exactement  p  couples  indépendants,  nous  aurons,  outre  le  couple 
(1 ,  1)  p  —  1  autres  couples  (A.,,  Bi),  (A,,  B2),  . .  . ,  (  Ap_1;  B/,_1)  et 
l'indépendance  de  tous  ces  couples  se  traduit  par  ce  fait  qu'une  équa- 
tion de  la  forme 

(9)  kt  (At-  BO  4-. . .+  kp-t  f  Ap_!  -  Bp_!  )  =  o 

est  impossible,  sauf  si  les  constantes  k  sont  toutes  nulles. 

La  réduction  la  plus  générale  du  ds2  à  la  forme  de  Liouville  s'ob- 
tiendra par  les  formules  (7)  qui  seront  ici 


\<-k 


dx 


,    \/ki  Ai  -+- ... -t-  kp-i  Ajo-i  -+-  kp 
(10) 


y  = 


dy 


y/kx  Bxh-  .  . .  -+-  kp-i  Bp_i  -+-  kj 


Si  on  laisse  aux  constantes  k  toute  leur  généralité,  le  ds2  acquiert 
une  forme  de  Liouville  que  nous  appelons  son  type  essentiel  et  les 
variables  oc',  y'  sont  les  variables  essentielles. 

Pour  certaines  valeurs  particulières  des  constantes  k,  le  type  essen- 
tiel dégénère  et  change  d'aspect  pour  devenir  un  type  singulier. 

Les  divers  types  essentiels  d'un  même  ds2  ont  le  même  aspect  et  ne 
diffèrent  que  par  certaines  constantes;  par  exemple,  s'il  s'agit  de 
fonctions  elliptiques,  les  invariants  g%,  g3  pourront  changer. 

3.  Ceci  posé,  proposons-nous  tout  d'abord  de  trouver  les  ds2  dont 
les  géodésiques  admettent  plus  de  trois  intégrales  quadratiques  indé- 
pendantes. Nous  prenons  le  ds2  sous  la  forme  de  Liouville 

[Xi(a?i)  —  Yt(jKi)]  dx  dy, 
où   xl=      ~T"_—  ?   Vi= — r^'   l'équation  (6)   devient   alors,  avec  ces 


372  NOTES    ET    ADDITIONS.   —   NOTE    II,    PAR    M.     KOENIGS. 

notations, 


00 


û  =  (X  -  Y)(XÏ  -  Y'O  +  (Xt-  YO(X"-  Y") 

+  ±(X'-Y';X'1--f(X'+Y')Y'1  =  o. 

\/2  y7'2 


Posons,  pour  abréger 


1  x;-Y', 

/Ji  =  -F 


?J  = 


1     X',-t-*Y', 


(12) 


*i=*r 


/i   Xi—  Yj  /-    X,-  Y, 

1         dMog(X,—  Yt)  _      *  dy 


agi 
àx 


Xx  — Yj  dz-oV  Xi— Y,        Xj  —  Y/ 

en  sorte  que  — 2/q  est  la  courbure  totale  du  t/52;  faisons  aussi 

(,3)  ;"  =  -à*  +  ^  ^  =  -^r  +  4* ^ • 

Le  lecteur  vérifiera  que  l'on  a  identiquement 

0 
d*  X  -Y  3 

(M)  — y^ — L-    A-1a  =  (X1-Y1)«i», 

où  l'on  a  posé 

(i5) 


*  =  5  — -  X'  —  3  — -  Y'  -+-  2  h  ,  (  X  —  Y 
dar  01/ 


L'équation  £2 =  o  entraîne  donc  <ï>  —  o.  Supposons  que  le  ds-  ad- 
mette au  moins  quatre  intégrales  quadratiques  indépendantes;  outre 
le  couple  (1,  1),  l'équation  (11)  doit  admettre  encore  au  moins  trois 
autres  couples  (A1;  By),  (À,,  B2),  (A3,  B3),  ce  qui  donne  les  trois 
équations 

5  dÈ  A'»  ~  5  If  Bi  +  '?Jh(  Al  ~  Bl)  =  °' 

5  —  A!,  —  5^B'-4-  2/ii(A,-B,)  =  0, 

âx     ~  oy 

àfr  <)/- 


Si  le  déterminant 


a;    b;    a,-b, 

A '2     B'2     Aï—  Bs 

A'     b;     A,—  B. 


=  A 
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n'est  pas  nul,  il  faut  donc  avoir 

dk,  dk, 

-.—  =o,  —  =.o,        hl  =  o. 

ex  Oy 

La  courbure  — ikx  est  donc  constante. 

La  conclusion  est  la  même  si  le  déterminant  est  nul.  Ce   détermi- 
nant nul  exprime,  en  effet,  que  l'on  a  une  équation  de  la  forme 

'A,—  ÏV 


Ai-Bi 


=  / 


où  f  ne  peut  désigner  une  fonction  linéaire,  sans  quoi  il  existerait  une 
relation  de  la  forme  (9).  Dans  ces  conditions  on  constate  facilement 

que  -r~ — =^  et -t— =^  ne  peuvent  dépendre  crue  d'une  seule  des  va- 

1       At— Bj       Ax — B!        r  J  n 

riables  œ,  y;  de  y  par  exemple.  Alors  An  A2,  A3  sont  des  constantes 

que  l'on  peut  ramener  à  zéro  en  substituant  aux  couples  (A,,  B,)  les 

trois  couples  (o,  B,  —  A,).  On  est  donc  ramené  au  cas  où  les  fonctions 

d'un  même  nom  sont  nulles  dans  plusieurs  couples.  Nous  avons  déjà 

dit  que  ce  cas  était  celui  du  plan  ou  des  surfaces  à  courbure  nulle. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Si  un  ds1  admet  plus  de  trois  intégrales  quadratiques  indépen- 
dantes, pour  ses  géodésiques,  sa  courbure  est  constante. 

Un  ds2  de  courbure  constante  admet  exactement  cinq  intégrales 
quadratiques  pour  ses  géodésiques,  comme  on  l'a  vu  à  la  page  210  du 
Tome  II.  Si  on  le  prend  sous  la  forme  simple 

,  „  dx  dy 

ds-  — 


(x—y)* 
l'équation  (11)  admet,  en  effet,  les  cinq  couples 

(tiO>    0>7),    (x-,y2),    (^3,.73)>    OSr")- 

Dans  le  cas  du  plan 

ds-  =  dx  dy, 

l'équation  (6)  se  réduit  à  X"  =  Y"  et  admet  les  cinq  couples  indépen- 
dants 

(1,0),     0,i),     (1,7),     (o?,/),     (x\yï). 

On  voit  donc  que,  si  un  ds-  admet  plus  de  trois  intégrales  quadrati- 
ques, il  en  admet  exactement  cinq.  Il  n'y  en  a  pas  qui  en  possède 
quatre  ou  plus  de  cinq. 
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k.  Cherchons  à  présent  les  ds1  qui  admettent  exactement  trois 
intégrales  quadratiques  et  pour  lesquelles,  par  conséquent,  la  cour- 
bure sera  variable.  On  a  vu  au  n°  596  [III,  p.  38]  que  si  un  ds2 
admet  à  la  fois  une  intégrale  linéaire  et  une  intégrale  quadratique 
pour  ses  géodésiques,  il  est  de  révolution  ;  et  que,  outre  l'intégrale 
quadratique  en  question  et  le  carré  de  l'intégrale  linéaire,  qui  est 
aussi  une  intégrale  quadratique,  il  admet  une  troisième  intégrale 
quadratique,  indépendante  des  deux  premières. 

La  réciproque  de  cette  proposition  est  vraie;  en  sorte  que,  tout 
ds"1  dont  les  géodésiques  admettent  trois  intégrales  quadratiques  in- 
dépendantes convient  à  une  surface  de  révolution  (nous  disons  pour 
abréger  ds^  de  révolution). 

Voici  la  méthode  qui  nous  conduit  à  ce  résultat  : 

Supposons  que,  par  un  procédé  quelconque,  analogue  à  celui  qui 
nous  a  donné  l'équation  4>  =  o,  on  ait  tiré  de  0  =z  o  deux  équations 
linéaires  de  la  forme 

RiX'  —  R,Y'-4-R3(X  —  Y)  =  o, 
SiX'-  S2Y'+S3(X  —  Y)  =  o, 

où  les  R  et  les  S  ne  dépendent  que  des  fonctions  Xn  Y,  et  de  leurs 

X'  Y' 

dérivées.  Ces  équations,  résolues  en  = ^'  v y'  donneront 

— ^-  =  Q 

Y  V  ^' 


d'où 

(16)  Jlog(X  —  Y)  =  Pdx+Qdy. 

Pdx-hQdy  devra  être  une  différentielle  exacte,  en  sorte  que  les 
fonctions  X1}  Yl  devront  vérifier  la  relation 

(17  )  =    -.—  • 

dy        dx 

Cette  condition  vérifiée,  posons  P  dx  -+-  Q  dy  =  d\o%u.  La  fonction  u 
ne  dépendra  que  de  Xl5  Y1}  comme  P,  Q,  et  l'équation  (16)  donne  alors 

X  —  Y=  C.u; 

C  désigne  une  constante.  Il  faudra  que  u  soit  de  la  forme /(a?)  —  g  (y) 
où  f  (x),  g  (y)  sont  des  fonctions  déterminées,  et  l'équation  précé- 
dente donnera,  a  étant  une  constante, 

X  =  C/(a?)  +  a,         Y  =  C  <?(7) -t- a. 
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Dans  ce  cas,  par  conséquent,  le  ds2  n'admet  pas  d'autres  couples  de 
solutions  pour  l'équation  (n)  que  (i,  i)  [f(œ),  g(f)]. 

Il  faut  donc,  pour  que  le  ds1  admette  trois  intégrales  quadratiques, 
que  toutes  les  équations  linéaires  analogues  à  <ï>  —  o  se  réduisent  à  une 
seule,  qui  sera  $  =  0  elle-même,  puisque  l'on  fait  abstraction  des  ds- 
de  courbure  constante,  les  seuls  pour  lesquels  <£  soit  identiquement 
nulle. 


C'est  ainsi  qu'en  posant 


dki  dki 

dx    dy 


on  trouve  l'identité 

d<&         d$>  d2ki 


dx  dy        .        il  2    dx  dy    _ 

dkj_^  dki         Xt—  Yj  ^  5dkl  àki  '     ' 

dx  dy  dx    dy 

W  ayant  cette  expression 

.'.T-ë^ëY-^CX-Y); 

gi  est  une  fonction  sans  importance. 

Il  est  clair  que  Q  =  o  entraîne  <ï>  =  oetW  — o.  Il  faudra  donc  que1!" 
soit  proportionnel  à  *  ou  que 

da.  dx 

dx  dy  g\ 


dki        r  àk\        iliy 
dx  dy 

La  première  de  ces  équations  nous  donnera 

Au  lieu  d'utiliser  la  seconde,  qui  est  compliquée,  nous  allons  former 
une  autre  combinaison.  Posons 

d*ki 


dx  dy 


•*      Xt-Y,' 

on  trouvera,  sans  peine,  que  l'on  a  identiquement 

<>**         -   ^kt         & 

T— 5  j-±  ^ =-  =(X1-Y1)e, 

dx  dy  dx  dy  \x — \t 
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avec  cette  expression  de  0, 

e  =  ^(7P  +  a*î)X'-|;(7P  +  2*î)Y'+A(X^YJ; 

/t  est  une  fonction  qu'il  est  inutile  de  calculer.  Comme  0  =  o  est  une 
conséquence  de  Q.  =  o,  on  doit  écrire  encore 

5*h±  s~        'lhi' 

dx  dy 

Nous  n'utiliserons  que  la  première  de  ces  équations  qui  donne 

7P+2*;=/i(*t) 

ou  encore 

P  =  ?(*!)■ 

Prenons  alors  une  fonction  quelconque  de  ku  6 (ky).  On  aura 

o^r  0/  «a?    o>j'  t'a?  0/ 

et  comme  on  a  trouvé 

||=(I,-î,)«=(X,-ï1]/ft), 

(X)-Y,)P  =  (X,-Y1)  »(*.), 


oa?  ojk 
il  viendra 

-J1-=(x1-y1)[0"(/1-1)/(/m)  +  6'(/m)t(^)]; 

f(ki)  ne  peut  être  nul  sans  quoi  a  serait  nul,  et  l'on  verrait  que  la 
courbure  est  constante.  Dès  lors,  on  peut  trouver  une  fonction  6(A:1), 
contenant  effectivement  k^  et  vérifiant  l'équation 

6"(â-1)/(/m)  +  6'(*1)?(/m)  =  o. 

rx  1  d-Q  11    .       >      1 

On  aura  alors  - — —  =  o,  d  ou  resuite 
ox  ay 

8(*i)  =  Ê  +  1, 

où  \  est  fonction  de  ce,  et  ■/)  de  /.  En  résolvant,  on  trouvera 

si  ?  (ou  r()  se  réduisait  à  une  constante,  a  serait  nul,  cas  écarté.  On 
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peut  donc  prendre  \,  t\  pour  variables;  or  il  vient 


d'où 
et  enfin 


te  =  *?  '         Jy~  =  *  '"  ' 

/v         v  s        d,ci   d/Ci         \  >■■>>■<    ' 
a(X1-Y1)=^¥=^^, 

J/2  <V2 

(Xi  —  Y.)  dx  dy  =  —  t  W  dx  dy  =  —~ —  de  cit.. 
a  /('m) 


Comme  4>'est  fonction  de  £  H-  yj  ainsi  que/(/r1  ),  on  a  bien  le  ds1  d'une 
surface  de  révolution. 

5.  Le  théorème  étant  ainsi  établi,  nous  pouvons  en  déduire,  par 
une  nouvelle  méthode,  les  ds-  de  révolution  à  intégrales  quadratiques. 

Soit,  en  effet, 

<p ( x  —  y)  dx  dy 

un  de  ces  ds1  et  (X,  Y)  un  de  ses  coefficients  de  transformation; 
comme  le  ds\  ne  change  pas  par  le  changement  de  (ce,  y)  en  (x  +  h, 
y  +  h),  il  est  clair  que  X.(x  +  h),  Y  (y  -+-  h)  est  encore  un  couple  de 
coefficients  de  transformation.  Il  en  est  de  même  du  couple 

X(x^h)  —  X(x)  Y(y-)-h)—Y(y) 

li  '  h  ' 

et,  par  suite,  en  faisant  tendre  h  vers  zéro,  on  reconnaît  que  \'(x), 
Y' (y)  est  un  couple  de  coefficients  de  transformation.  L'équation  (n) 
admet  donc  ici  les  couples  suivants  de  solutions 

(1,1)     (X,Y)     (X',Y')     (X",Y")     .... 

Comme  trois  couples  seulement  peuvent  être  indépendants,  il  faut 
que  l'on  ait  deux  équations  simultanées  de  la  forme 

aY"+  6X'-t-  cY  -+-  d  =  o, 

où  a,  b,  c,  d  sont  des  constantes. 

La  discussion  de  ces  équations  linéaires  se  fait  sans  difficulté  et  l'on 
arrive  ainsi  à  former  le  Tableau  des  ds2  de  révolution  à  intégrales 
quadratiques  sous  leur  forme  caractéristique  de  révolution. 

C'est  ainsi  que  nous  avons  formé  le  Tableau  I. 

Dans  le  Tableau  II,  nous  donnons  les  formes  de  Liouville  à  cour- 
bure constante  non  nulle.  Le  premier  type  \_p(&-hy)  —  p(& — y)~\dxdy 
est  le  type  essentiel;  les  quatre  autres  types  sont  singuliers. 
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Dans  le  Tableau  III  sont  les  types  de  Liouville  du  plan.  Le  premier 
type  est  la  forme  essentielle,  les  cinq  autres  types  sont  singuliers. 

En  partant  des  types  du  Tableau  I,  il  est  facile  de  former  les  types 
essentiels  de  révolution.  Ces  types  sont  au  nombre  de  quatre,  irréduc- 
tibles les  uns  aux  autres;  le  Tableau  IV  les  représente. 

La  discussion  détaillée  des  divers  cas  singuliers  conduit  à  former 
les  types  singuliers  qui  se  rattachent  à  ces  quatre  types  essentiels.  Ils 
sont  contenus  dans  le  Tableau  V,  avec  l'indication  du  type  essentiel 
auquel  ils  appartiennent.  Nous  ne  saurions  entrer  ici  dans  le  détail 
des  calculs,  et  nous  renvoyons  le  lecteur  à  notre  Mémoire  inséré  au 
t.  XXXI  des  Savants  étrangers. 

TABLEAU  I. 

Formes  de  révolution  à  intégrales  quadratiques  sous  leur  aspect 
caractéristique  de  révolution  g(x  +  y)  dx  dy. 

/  x-y         .r— -y\ 

e    "2    —  e    '- 
Couples  de  solutions  de  l'équation  (11)  :  (1,1),  {ex,  e>'),  (e~x,  e_>). 

/         x+r  \ 

2.  ds2  =  \ae       2     -+-  be-^+^Jdx  dy, 

Couples  de  solutions  de  l'équation  (1 1)  :  (1, 1),  (o,  eï),  (ex,  o). 

3.  ds~  = -t-  b    dx  dy, 

Couples  de  solutions  de  l'équation  (11)  :  (1,1),  (x,  y),  (a?2,,}'2). 

4.  ds%—  (x  -+-y)dcc  dy, 
Couples  de  solutions  de  l'équation  (n)  :  (1,1),  (x,  y),  (o,  1). 

Remarque.  —  Le  premier  type  peut  encore  s'écrire 

x' — y'     ? 

a  cos 1-  b 

ds2  =  ; z — dx'  dy  , 

.   „  x  —  y  J 

sin2 *- 

2 

avec  les  couples  de  solutions  (1,1),  (cos;r',  cos  y'),  (sin,r',  sin_y'). 
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TABLEAU  II. 

Formes  de  Liouville  à  courbure  constante  non  nulle. 

1.  dsi  =  [p(x-^y)-  pO  —  y)]dxdy. 

Expression  générale  des  coefficients  de  transformation  [<P(x),  ^(y)], 

où  l'on  a 

#0)=  L0p(»  +  Li  pO  +  w1)+L2p(1r  -f-  w2)-f-  L3p(>-+-  w3)+  L4. 


ds* 


—    ~^n r ^~r< ;    dx  dy. 

|_sin2(a?  -+-y)        sin2(a7 — y)} 


Coefficients  de  transformation  [<P(x),  &(y)]- 


$>(x)  =    -r— ; 1 —   +  L2  COs4a?  -h  L3  C0S257  -+-  Lv. 

sin2a?        cos2a? 


o?s2  =    .   „ . -  dx  dy. 

sin2(a? — y) 

Coefficients  de  transformation  [<&(#),  &(y)]> 

<ï>(a?)  =  L0  sin4#  -t-  Lt  sinaa?  -+-  L2  cos4#  -H-  L3  cos2#  -+-  L4.. 

efc2  = —    fifo?  dy. 

Coefficients  de  transformation  [<ï>(a7),  &(y)]- 
*(#)  =  — £  -f-  Li^2+  L2a?4-4-  L3a?6-t-  L;. 


,  „  <r/a?  dy 

5.  <&2  = 


O  — yY 

Coefficients  de  transformation  [<ï>(a?),  *(jk)]- 

<i>(,r)  =  L0a?iH-  L^S'M-  L2a?2  +  L3x  -+-  L4. 

Dans  ces  formules  les  L  sont  des  constantes  arbitraires;  p(x)  est  la  fonction 
de  M.  Weierstrass. 
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TABLEAU  III. 

Formes  de  Liouville  à  courbure  nulle. 

1.  cl  s'2  =  (e^+y-h  e-^+J-4-  e^ï  -+-  e-*-.r)  dx  dy. 

n     co  ■          i             r                 i       w-fe^—  e-^)  +  v       .        u.'(ey—e~y)-+-v' 
Coefficients  de  transformation  À  -+- ,      X  -+-  ' 


2.  ds%  =  (  ex+r -H  e^-r )  dx  dy. 

Coefficients  de  transformation  À -h  ! ,      À  -+-  ■ 

(e-c-i-  e~xf-  e-y 

3.  <&2  =  e^+r  dx  dy. 

Coefficients  de  transformation  X  -i- >      X  -+-  — — 

elx  e%y 

( 2 2  \ 

4.  ds2  =  \  x  -\-y   —  x  — y  )  dx  dy. 
Coefficients  de  transformation  X;r2H — hv,     X  v2-+-  — — hv'. 

Xï  J  y% 

5.  ds-=(x-hy  —  x — yjdxdy. 
Coefficients  de  transformation  Xa?2-+-  p.x  -t-  v,     Xr2+  —  +  v'. 

y* 

6.  ds*  =  dx  dy. 

Coefficients  de  transformation  X#2-f-  \xx  -+-  v,     Xjk2h-  \t!y  -f-  v'. 

Dans  toutes  ces  formules,  X,  [*.,  v,  [x',  v'  représentent  cinq  constantes  entièrement 
arbitraires. 

Le  premier  type  de  ce  Tableau,  qui  est  le  type  essentiel  des  ds2  de  courbure 
nulle  peut  s'écrire  encore 

ds2—  (cosa?' -+-y' — cosa?'  —  y')  dx'  dy' , 

avec  les  coefficients  de  transformation 

..         [JL  cosa?'-t- v  u' cosjk' +  v' 

A   -+-     : — : )  A    -\ ; : • 

sin2a?  sin2^ 


■ 
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1. 


TABLEAU  IV. 

Types  essentiels  des  ds-  de  révolution. 

)  ds'2  =     A [p O + y )  —  p(x  —y)]  dx dy 

I  -+-  B  [p  (x  -+-  y  -f  'j»i  )  —  p  (x  —  y  -+-.u>i  )]  dx  dy. 


Coefficients  de  transformation 

[p(x)-hp(x-h(ùl),  pOO-HpCy-HW!)], 
[p(a?  -+-  w,)  -+-  p(#  -+-  w3),  p( y  -+-  u,)  dh  p(  j+  w3)]. 

|  cfo2  =      A  ( cos 4 a?  -H-  JK  —  cos  4 •*"  —  y)  dx  dy 
[  -+-  B(cos2.r  -r-  y  —  cos  2X  —  yjdxdy. 


Coefficients  de  transformation  (o, 


ds9-  =      A 


s  m2 '2  y 


'   o    , 


3. 


z     dx  dy 


sm-x-\-y        sin^a? —  yj 
B^cos^^r  -h  y  —  cos  2  a?  —  y)  dx  dy. 


Coefficients  de  transformation 


U 


sin2,2?     sin2j^/         \cos227     cos2jk/ 
i.      ds-  =  A \x  -h  y  —  x  —  y  )  dx  dy  -+-  B\x  —  y  —  x  —  y  )  dx  dy. 


Coefficients  de  transformation  (  —  ,  o),      lo,  — 


Dans  ces  formules,  A,  B  sont  deux  constantes  qui  changent  d'un  ds-  à  l'autre. 
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TABLEAU  V. 

Types  singuliers  des  ds-  de  révolution  (1). 
Types  équivalents  au  type  essentiel  IV(. 

b 


x  —  y 


1. 


dx  dy. 


Coefficients  de  transformation  (cosa?,  cos^),     (sin.r,  sinjK). 
a  b 


X  -h   Y            .    „  X  —  y 
sin2 —        sin2 — 


dx  dy . 


Coefficients  de  transformation  (cosrr,  cosy),     (cos2.r,  cosaj^), 


„x-\-  Y             ax —  y 
cos2 —       cos2 — 


.    .  x  -j-  y         .      x  —  y 
sin2 —       sin2 — 


dx  dy 


sin2.r     sin-  y 


Coefficients  de  transformation  (cos2.r,  cos2j'), 

Coefficients  de  transformation  (x'*,  y'A ■),  (x-,y-) 

Types  équivalents  au  type  essentiel  IV2. 
5.  [«e-^+r>  -+-  6e-2te+-r']  dx  dy. 

Coefficients  de  transformation  (e2r,  o),  (o,  e2J'). 

[_  a  -+-  b  \  x  -+-  y    — x — y   JJdxdy. 
Coefficients  de  transformation  (x^,y2),  (o,  i). 


(i. 


[a(e2(x+y)  _  g-2(»-y))  _)_  ^gKar+oO  —  g-i^-J»)]  c/^  rf^. 


Coefficients  de  transformation     -— — -,  o        (o, 


e~4:>'). 


(l)  La  concordance  entre  les  types  du  Tableau  V  et  leurs  types  essentiels  du 
Tableau  IV  s'établit  par  certaines  relations  qui  permettent  d'exprimer  les  con- 
stantes a,  b  en  fonction  des  constantes  A,  B. 


10. 
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Types  équivalents  au  type  essentiel  IV3. 

[- —  +  b    dx  cly. 
(x-yf  \ 

Coefficients  de  transformation  (x,  y),  (x-,y2). 

\a[(x  -h  yy-—(x  —y)*]  +  b\ ï — ' ~\\dxdy. 

Coefficients  de  transformation  (x%,  y-),      ( — ,  — 

W2  y1. 

- -+-  be^x+yi    dx  dy. 


Coefficients  de  (e~2x,  e~-y),  (e-4x,  e~4r). 
Type  équivalent  au  type  essentiel  IV4. 

11.  (x  -\-y)  dx  dy. 

Coefficients  de  transformation  {x,  y),  (0,1). 

6.  Notre  attention  doit  actuellement  se  porter  sur  les  ds2  qui  ad- 
mettent exactement  deux  intégrales  quadratiques. 

La  symétrie  de  l'équation  (11)  manifeste  d'abord  ce  fait  intéres- 
sant (J)  que  si  X,  Y  est  un  couple  de  coefficients  de  transformation 
pour  le  ds% 

(18)  ds'-=  (Xi  —  Y^dxdy, 

d'autre  part  Xl5  Y,  est  un  couple  de  coefficients  de  transformation 
pour  le  ds2 

(19)  ds\  =  (X  —  Y)dxi  dyx. 

Nous  disons  de  ces  deux  ds2  qu'ils  sont  réciproques  l'un  de  l'autre. 
Deux  surfaces  admettant  deux  ds-  réciproques  seront  dites  aussi  ré- 
ciproques. Deux  surfaces  réciproques  se  correspondent  point  par 
point  de  sorte  que  les  géodésiques  de  chacune  ont  pour  images  sur 
l'autre  des  familles  de  coniques  géodésiques  (voir  le  n°  587,  t.  III, 
p.  16). 

En  appliquant  cette  remarque  aux  ds1  des  Tableaux  III  et  II  nous 
avons  formé  les  Tableaux  VI  et  VII. 

(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  CIX. 
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TABLEAU  VI. 

Réciproques  des  ds2  du  plan. 


x  -+-  y                   .        x  —  y         . 
[X  cos : h  v         p.  cos h  v 

ds2  =  I I  dx  dy. 

.   „  x  -+-  y                      .   „  x  —  y 
sin"2 —  sin2 — 


Coefficients  de  transformation  (cos.r,  cosy). 

ds2  =     — -, '— h-  - — -, dx  dy. 

Coefficients  de  transformation  (e2x,  e-y). 


/  u. ex+y -+-  v         a' ex~y -+-  v 
ds2  =  i  r 


llx+y) 


—— — : —     dx  dy 


ds*- 


Coefficients  de  transformation  (e-x,  o). 

p     dx  dy. 


xy 


(x^-y)2        (x  —  yY 
Coefficients  de  transformation  (x-,  y"1). 

5.  ds2  —  \\xy  -+- -+-  v  (x  -+-  y  )  -+-  p     dx  dy. 

Coefficients  de  transformation  (x,y). 

6.  ds2  =  Çkxy  -+-  \j.x  -+-  vy  -+-  p  )  dx  dy. 

Ce  dernier  ds2  est  de  révolution  type  V6  si  "K  n'est  pas  nul,  type  Vu  si  >v  est  nul 
c'est  un  ds2  à  courbure  nulle  si,  ~k  étant  nul,  [i  ou  v  le  sont  aussi. 


ai 
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TABLEAU  VII. 

Réciproques  des  ds*1  de  courbure  constante  non  nulle. 

dsî=  A0[pO -+-./)  —  p{x  —  y)]  dxdy 

+  A1[p(a7  +  jF  +  w1)  —  p  {x  —  y  +  ia^dx  d'y 
-+-  A.2[p(x  -\-  y  +  a>2)  —p(x  —  y-\-  w2)]  dx  dy 
-+-  A3 [p(x  -+-  y  4-  w3)  —  p (x  —  y  -+-  co3)]  dx  dy. 

Coefficients  de  transformation  [p(2x),  pi^y)]. 

ds%  =       A0     -r— — : dx  dy 

|_sin2(a?  -+-y)        sin'2(a; — y)]  J 

Ai dx  dy 

[_cos-(x  ^r-y)        cos2(a?  —  y)\ 

-t-A2[cos2(a7-l-jK)  —  cos2(a?  — y)]  dx  dy 
-+■  A3  [cos4(a?  -\-y)  — cos4(3? — y)]  dxdy. 


Coefficients  de  transformation 

sin'-^a;     smzij 

ds^=  A0[sin4(a^  -+-JK)  —  sin4(a?  — y)]  dx  dy 
-+-  At  [cos4(.z'  -+-y)  —  cos4(-^  — -y)]  dx  dy 
-t-  A2[sin2(a?  -i- y)  —  sin2(^  — y)]  dx  dy 
-+-  A3[cos2(a?  -4-  y)  —  cos2(a?  — y)]  dx  dy. 


V 


Coefficients  de  transformation  (  o,  - — 

\      sin2 

(  ds9-  =      A0 — -  —  - — -     dx  dy 

\  L(v+y)2     O  —  yy-\      J 

l  +K1\_{x+yY    -(x-yy]dxdy 

j  -+-  Ai[(x-hyy     —  (x  —  yf\dx  dy 

\  +A3[(a:+j)6     — (x  —  y)6]  dx  dy. 

Coefficients  de  transformation  (  —  ,  — 

\X-       J2 

ds^=  A0[(x -+- y)'+ —  (x — y  f]  dxdy 
■+■  Aj  [(x  -hy)s—  (x — y)s]  dx  dy 
-+-  A2  [(x  -+-j)2  —  (x  —  y)2]  dx  dy 
+  A3[0-+-j)  —  (x—  y)]  dxdy. 

Coefficients  de  transformation  (  o,  — -  )• 

V    y-/ 

D.  —  IV.  25 
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7.  Si  l'on  essayait  d'appliquer  la  même  remarque  aux  Tableaux 
des  ds^  de  révolution,  on  ne  trouverait  rien  de  nouveau;  ces  ds%  se  re- 
produisent, en  effet,  les  uns  les  autres  par  réciprocité,  sauf  ceux  du 
Tableau  I  qui  sont  réciproques  à  des  éléments  du  plan.  Les  Ta- 
bleaux VI  et  VIT  nous  présentent  seuls  des  solutions  nouvelles. 

Tous  les  éléments  du  Tableau  VII  sont  des  formes  essentielles,  qui 
admettent  comme  formes  singulières  les  éléments  du  Tableau  VI. 
Sauf  toutefois  le  dernier  élément  de  ce  dernier  Tableau  qui  est  de  ré- 
volution. Ainsi  : 

VIj  admet  comme  forme  essentielle  VIIj, 

VI2  et  VI4  admettent  »  VII2, 

VI3  admet  »  VII3, 

VI5  admet  »  VII4. 

Il  est  à  remarquer  que  le  dernier  type  VIIS  du  Tableau  VII  n'admet 
aucune  forme  singulière. 

Ces  divers  résultats  s'obtiennent  sans  difficulté  ;  il  suffit  d'effectuer 
pour  chaque  ds-  la  transformation  (7)  en  prenant  pour  X,  Y  les  ex- 
pressions les  plus  générales  possibles. 

Par  exemple,  le  ds2  VII5  admet  les  coefficients  de  transformation 

o,  — 5-  J 5  ses  variables  essentielles  sont  données  par  les  quadratures 
f  dx  ,        f         dy 

(20)  x'=  /  -— ,        y  =  /  J        ; 

J    v  m  J  11 

changer  x' ,  y1  en  -7=?  -7=  est  sans  importance;  nous  pourrons  donc 
\/m     y  m 

toujours  supposer  que  m,  qui  ne  saurait  être  nul,  est  égal  à  1.  Les  for- 
mules (20)  deviennent 


(21)  x'  =  x,        y'  =  \/yï  -(-  rf., 

en  négligeant  des  constantes  additives  sans  importance.  Si  l'on  intro- 
duit ces  nouvelles  variables  dans  \eds2  VII5,  on  trouve  que  ses  quatre 
coefficients  (A0,  A,,  A2,  A3)  doivent  être  remplacés  par  les  suivants 
(A0,  A,,  A2- — -fiA0,  A3 — «Ai),  en  même  temps  que  x,  y  par  x',  y'. 
Le  type  n'est  donc  pas  changé  et  l'on  reconnaît  ainsi  que  VII5  est  un 
type  essentiel,  sans  type  singulier. 

8.  Le  calcul  analogue  pour  le  passage  de  VIt  à  Vllt  est  plus  com- 
pliqué; il  offre  un  exemple  intéressant  de  calcul  de  fonctions  ellip- 
tiques. 
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Considérons  le  type  VII[,   on  constate  que  son  type  singulier  VI, 
peut  recevoir  la  forme 

,      ,        /              A0                       Ai                       A,                        A:î         \  dx  dy 
(11)       / 1 1 \ -^L 

\        sin2 —        sin'2 —        cos- —        cos2 —    / 

\  2  2  2  2      / 

et  que,  par  un  choix  convenable  des  variables,  on  peut  aussi  l'écrire 

Ai  A,  A  3 


(23)  —   - 

L   («  —  vy 


(u-hl')2  (l —  UVy-  (i-t-Mf)2 


du  dv . 


Ceds'1  n'est  autre  que  celui  qui  a  été  considéré  à  la  page  2i5  du  Tome  II. 
Il  présente  une  propriété  remarquable  qui  consiste  en  ce  que,  si  l'on 
échange  entre  eux  les  coefficients  A0,  A1?  A3,  A4,  d'une  façon  quel- 
conque, le  ds1  reste  équivalent  à  lui-même  :  les  transformations  cor- 
respondantes effectuées  sur  les  variables  u,  v  forment  un  groupe  de 
substitutions  linéaires,  savoir 

(u'=us/— 7,  v'  =  —v\/—\), 

(u'=u\/ — 1,  v'  =       v\/—  1), 

II.  -h  l  ,  V  -+-  I 


v  —  1 


Si,  dans  le  type  VII,,  on  change  les  invariants  gt,  g3  des  fonctions 
elliptiques,  ce  type  reste  équivalent  à  lui-même.  Les  divers  types  VII, 
ne  diffèrent  les  uns  des  autres  que  par  les  valeurs  des  constantes  A0, 
A,,  A,,  A3,  entre  lesquelles  il  n'existe  aucune  relation  d'ordre  et 
qui  interviennent  symétriquement.  Nous  leur  donnons  le  nom  d'inva- 
riants du  ds2. 

9.  Si  l'on  cherche  la  condition  pour  qu'un  ds-  de  la  forme  VII, 
admette  pour  ses  géodésiques  une  transformation  infinitésimale  qui 
ne  conserve  ni  les  lignes  de  longueur  nulles  ni  un  réseau  orthogonal 
de  coniques  géodésiques,  on  trouve  qu'il  faut  et  il  suffit  que  l'un  des 
invariants  soit  nul,  par  exemple  A0=:  o,  et  que  les  trois  autres  vérifient 
une  équation  de  la  forme 

±v/aI±/â7±/a3  =  o 

Tout  ds2  réductible  à  l'une  des  formes  du  Tableau  VII  se  trouve 
être  représentable  géodésiquement  (n°597  et  suivants)  sur  un  ds%  du 
type  VII,.  On  voit  que  l'on  connaît  ainsi  tous  les  types  du  Tableau  VII 
qui  admettent  des  transformations  infinitésimales  de  leurs  géodé- 
siques. 

Cette  remarque  conduit  à  la  solution  complète  du  problème  par- 
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tiellement  résolu  par  M.  Lie  des  géodésiques  à  transformations  infini- 
tésimales. 

10.  Nous  allons  actuellement  montrer  que  les  Tableaux  formés 
ci-dessus  fournissent  la  solution  complète  du  problème  que  nous  nous 
sommes  proposé. 

Il  s'agit,  au  fond,  de  l'intégration  complète  de  l'équation  Qz:o. 
Pour  les  équations  de  cette  nature,  Abel  propose  d'éliminer  toutes  les 
fonctions  inconnues,  sauf  deux,  entre  l'équation  proposée  et  celles 
que  l'on  en  déduit  par  différentiation.  Les  deux  fonctions  conservées 
devront  dépendre  d'arguments  différents  z  et  t.  En  laissant  constant 
l'un  des  arguments,  t  par  exemple,  il  reste  une  ou  plusieurs  équations 
différentielles  que  doit  vérifier  la  fonction  unique  de  z  qui  a  été  con- 
servée. C'est  ainsi,  par  exemple,  que  l'équation  (17)  a  lieu  seulement 
entre  Xt  et  Xx  ;  en  laissant  xY  constant,  nous  obtiendrons  une  équation 
différentielle  pour  Y^  Mais  cette  équation  est  très  compliquée.  La 
forme  simple  de  l'équation  û  r=  o  se  prête  par  contre  à  une  étude  di- 
recte des  fonctions  X,  Y,  X1}  Yt  et  à  leur  détermination  complète. 

Nous  démontrerons  en  premier  lieu  que  ces  quatre  fonctions  sont 
uniformes  dans  tout  le  plan  et  ne  peuvent  avoir  à  distance  finie 
d^  autre  singularité  que  des  pôles  doubles  à  résidu  nul. 

Les  démonstrations,  dans  le  genre  de  celle  que  nous  allons  exposer, 
exigent  des  précautions  particulières,  dont  l'oubli  enlèverait  toute  va- 
leur au  raisonnement;  aussi  allons-nous  préciser,  pour  commencer, 
ce  que  nous  entendons  par  un  système  de  solutions  de  l'équation  Q  =  o. 

Les  fonctions  X,  Y,  X1;  Yx  seront  avant  tout  des  fonctions  analy- 
tiques de  leurs  arguments,  au  sens  que  M.  Méray,  en  France,  et 
M.  Weierstrass,  en  Allemagne,  ont  précisé;  c'est-à-dire  que,  pour 
chacune  de  ces  fonctions,  il  existera  une  région  du  plan  affectée,  s'il  v 
a  lieu,  de  coupures  ou  de  singularités  isolées,  mais  autour  de  chaque 
point z0  de  laquelle,  sauf  aux  points  singuliers,  la  fonction  soit  repré- 
sentable par  une  série  entière  en  z —  z0,  convergente  dans  un  cercle 
de  rayon  non  infiniment  petit.  Tel  est  le  cas  des  intégrales  des  équa- 
tions différentielles,  et  tel  est  par  conséquent  le  nôtre,  puisque  la  mé- 
thode d'Abel  permet  de  former  pour  chacune  des  fonctions  une  équa- 
tion différentielle  qu'elle  doit  vérifier. 

Appelons  Six,  <&y>  <^-x,>  ^-y,  les  régions  du  plan  où  sont  définies  les 
fonctions  X,  Y,  XjjYj  respectivement.  L'équation  Q.  =  o  suppose  entre 
les  arguments  x,  y,  xly  y1  les  relations 

x-\-  y  x  —  y 

(24)  xx=—-^-,        yt  = 


fi 
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il  faut  donc  admettre  qu'il  existe  dans  <îRx  une  région  Sx  et  dans  SiY 

une  région  SY)  telles  que  si  x  est  dans  Sx  et  y  dans  <Sy  les  points  xu 

yx  qui  leur  correspondent  par  les  formules  (24)  sont  dans  les  régions 

<RXi,  <^y,  et  telles,  en  outre,  que  Q.  y  est  nul  identiquement. 

Prenons  alors  un  point  x°  dans  <§x,  un  point  y0  dans  SY  de  manière 

,    ,    .  „  n        x°-\-  Y°         .,        x°  —  y°  , 

a  éviter  pour  x°,  y0  et  pour  x\  ■=. -e—  ■>  y\  =  —         les  positions 

\/i  y  1 

singulières.  On  pourra  tracer  autour  de  x°  comme  centre  un  cercle  à 

l'intérieur  duquel  X  est  représentable  par  une  série  entière  en  x  —  x°  ; 

on  pourra  même  augmenter  le  rayon  du  cercle  de  façon  à  y  laisser 

pénétrer  des  pôles  de  X  s'il  s'en  présente,  mais  en  s'arrêtant  assez  à 

temps  pour  exclure  du  cercle  toute  autre  espèce  de  singularité.  La 

même  chose  peut  être  dite  pour  Y,  Xl5  Yj. 

Les  points  x°,  y0,  x\,  y\  sont  ainsi  les  centres  de  cercles  CjCjC^ 
Cj  de  rayons  p,  p',  pi}  p\,  à  l'intérieur  desquels  les  fonctions  X,  Y, 
Xj,  Yj  sont  respectivement  des  fonctions  uniformes,  dénuées  de  sin- 
gularités autres  que  des  pôles. 

Il  faut  bien  observer  que  nous  ne  savons  pas  a  priori  si  les  cercles 
C,  C  sont  entièrement  compris  à  l'intérieur  des  régions  Sx,  SY  j  mais 
on  peut  au  moins  affirmer  l'existence  de  cercles  D,  D'  concentriques 
aux  cercles  C,  C/,  intérieurs  respectivement  à  ces  cercles  et  aux  ré- 
gions §x,  Sy 

Je  dirai  que  le  système  des  valeurs  x,  y,  xu  yx  appartient  au  champ 
©(p,  p',  pi,  Pi)  si  ces  valeurs  vérifient  les  conditions  suivantes  : 


i°  Les  relations 


y       v  - x-y ', 
yi 


20  Les  inégalités 


I  x  —  x°  |  <p,         |    y  —  jk°|  <  p', 

l^i— »i!<pi      \y\  —  y\\<?'n 

en  sorte  que  les  points  représentatifs  des  variables  x,  y,  xt,  yt  sont 
respectivement  intérieurs  aux  cercles  C,  C,  Gj,  C';. 

Présentons  quelques  remarques  relatives  au  champ  ©(p,  p',  pt,  p[). 

Soit  x' ,  y' ,  x[,  y\  un  système  de  valeurs  appartenant  au  champ  et 
que  nous  représentons  par  quatre  points  dans  les  plans  représentatifs. 

Sur  le  segment  rectiligne  x°x'  je  prends  un  point  x  tel  que  le  rap- 
port des  longueurs  ■       ,  =  X;  ).  est  compris  entre  o  et  1.  De  même  je 
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prends  sur  y° y'  un  point  y  tel  que  ,  —  1,  et  je  pose  alors 

—       x  -+-  v  —       x  —  y 

Il  est  clair  que  le  système  des  valeurs  (.r ,  y,  xt ,  yt)  est  intérieur 
au  champ  G(p,  p',  Pl,  p't). 

Seconde  remarque  :  Comme  l'on  exclut  le  cas  où  le  système  des 
valeurs  x',  y  ,  xx,  yx  seraient  sur  la  limite  du  champ,  les  quatre  diffé- 
rences 

\x'—  #o|  —  p,     \y—y*\  —  p\ 

\x'  —  x°  -+-  y  —  y°  \  —  y  i  p  i ,     \  x'  —  t0  —  y'  —  y0\  —  \Ji  p\ 

sont  toutes  négatives  et  aucune  n'est  nulle. 

Appelons  iz  une  quantité  positive  inférieure  à  la  plus  petite  des 
valeurs  absolues  de  ces  différences;  les  expressions 

(25)  |  x' — x°  |  H-  £ — p  <  o,  \  y' —  JK°  |  +  £ — p'<«> 

(   1  a?'  —  x°  -h  y'—  y0  |  +  as  —  \Apj<  o, 
(25)  


(    \x'  —  a  °  —  j/  —  J'0  |  -+-  2  £  —  ^2  p  i  <C  o 

sont  encore  toutes  négatives. 

Cela  posé,  décrivons  autour  des  centres  x,  y  déjà  construits  deux 
cercles  D^,  D^  de  rayon  s;  prenons  dans  D^  un  point  x  et  dans  D^  un 
point  y,  posons  ensuite 

x  ■+-  y  x  —  y 

y  7.  \l  i 

je  dis  que  le  système  de  valeurs  {x,  y,  xx,  yx)  appartient  au  champ 

©(p»f'»Pi>pi)- 
On  a,  en  effet, 

\  x  —  a?0 1  =  |  a?  —  x  -+-  x  —  a?0  |  <  |  a?  —  a?  [  -H  |  ir  —  x°\, 
mais,  par  hypothèse,  on  a 

\x  —  37  |  <  E,  \x  —  x°\S.\x' — x°\, 

donc 

\X X°  |  <  |  X'  —  X°  |  -+-  £, 

or  le  second  membre  est  inférieur  à  p  d'après  les  inégalités  (25). 
On  prouve  de  même  que  \y  —  y°  |  <  p'  et  que  \xx —  x\  |  <.  pi> 
l7i-JÎf<Pi- 
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Nous  allons  déduire  de  ces  diverses  remarques  la  proposition  sui- 
vante : 

La  fonction  Q  supposée  nulle  quand  x  est  intérieur  à  Sx  et  y  à  S?  se 
trouve  nulle  clans  tout  le  champ  3(p,  p',  pn  p\). 

t-.       rr  ■ •       /       1      t       x'-v-y'       1       se'  —  y'  ,,  -, 

Ln  euet,  soit  x\  y,  xl=  — — —  j  fi=  — j=—  un  système  de  va- 

V/2  \J-L 

leurs  pris  dans  le  champ  et  s  le  nombre  positif  dont  il  vient  d'être 
question. 

Je  divise  le  segment  x°x'  en  m  segments  égaux,  et  de  même  le 
segment  y°y'.  J'appelle 

y°,  y1,  y2,    •■■•,   y"1'1,  y' 

les  points  de  division  et  je  suppose  m  assez  grand  pour  que  la  distance 

de  deux  points  consécutifs  soit,  pour  les  deux   segments,  moindre 

que  s.  J'observe  que,  d'après  la  première  remarque,  le  système  de 

valeurs 

xl  -+-  y1  ,-       %'  —  r2' 

x\    yi,     x\=  ■-— ,     y\  = 


est  intérieur  au  champ  ©(p,  p',  pI;  p[).  De  plus,  d'après  la  seconde  re- 
remarque, si  l'on  décrit  les  cercles  Dxi,  Dy;  de  centres  x1,  y1  et  de 
rayon  s,  un  point  x  pris  dans  D^;  et  un  point  y  pris  dans  Dy;  défi- 
nissent un  système  de  valeurs  x,  y,  xl,  yx  intérieur  au  champ. 

Cela  posé,  nous  aurons  d'abord  un  cercle  Dxo  et  un  cercle  Dyo  de 
centres  x°,  y0.  Ces  cercles  sont  concentriques  aux  cercles  D,  D'  déjà 
définis  et  à  l'intérieur  desquels  la  fonction  0  est  nulle. 

Si  donc  D  et  D'  comprennent  Dx»,  Dyo,  la  fonction  Q  est  nulle  dans 
ces  deux  derniers  cercles,  c'est-à-dire,  si  x  est  pris  quelconque 
dans  Dxo  et  y  quelconque  dans  Dyo.  Par  contre,  si  D^o  et  Dyo  sont  l'un 
ou  l'autre  (ou  bien  l'un  et  l'autre)  plus  grands  que  leurs  cercles  con- 
centriques D,  D',  la  fonction  Q  qui  se  trouve  nulle  dansD  etD',  c'est- 
à-dire  dans  des  portions  finies  de  D^o  et  de  Dyo,  et  qui  de  plus  est 
uniforme  dans  ces  cercles  devra  être  nulle  dans  toute  leur  étendue. 
Ainsi,  dans  tous  les  cas,  Q  est  nulle  dans  les  cercles  D^o,  Dy>. 

Passons  aux  cercles  Dxi,  Dri.  La  fonction  Q.  est  encore  une  fonction 
uniforme  de  x,  y  dans  ces  deux  cercles  ;  de  plus,  elle  est  nulle  dans  les 
portions  finies  que  ces  cercles  ont  en  commun  avec  les  deux  précé- 
dents (la  distance  des  centres  étant  plus  petite  que  la  somme  des  rayons 
qui  sont  du  reste  égaux);  donc  la  fonction  O  est  encore  nulle  quand  x 
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est  pris  quelconque  clans  D^  et  y  quelconque  dans  Dyi.  On  continuera 
ainsi  de  proche  en  proche  jusqu'aux  derniers  cercles  Dx',  Dr>. 

La  fonction  û  sera  nulle  dans  ces  deux  cercles  et,  en  particulier, 
au  point  (x' ,  y'),  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Il  est  maintenant  facile  de  déduire  de  ce  théorème  la  proposition 
fondamentale  que  nous  avons  en  vue. 

Désignons  par  i1  la  plus  petite  des  quantités  p1;  p[  et  appelons  E  un 

cercle,  concentrique  au  cercle  C,  de  rayon  ^  ax  ;  appelons  aussi  E'  le 

cercle  concentrique  au  cercle  C  et  de  rayon  i\Ji  —  r  )  ai- 

On  constate  aisément  qu'il  suffit  que  x  soit  dans  le  cercle  E  et  y 
dans  le  cercle  E'  pour  que  les  points  xv  —  — -~ ,  yt  = =—  soient 

intérieurs  respectivement  aux  cercles  Cx  et  Cj.  On  a,  en  effet,  par 
hypothèse, 

\oc-x»\<l*u      \f-ro\<(y72_2 

donc  a  fortiori 

|  x  —  x°  -l-  y  —  y0 1  <  |  x  —  x0 1  -+-  \  y  —  yu\  <  y  2 < 


x  —  x0        y  —  y0 


V '2  \/2 


<* 


on  prouve  de  même  que  \  y^  —  y\  |  •<  p[ . 

Prenons  alors  y',  y",  y'" ,  trois  positions  de  y,  dans  le  plus  petit  des 
cercles  concentriques  G',  E'  et  x  dans  le  plus  petit  des  cercles  con- 
centriques C,  E.  Les  trois  systèmes  de  valeurs 


œ,    y  -, 

x,     y" 


■y 


•s 

X 

+y" 

\/ï 

X 

-4-  y'" 

x 

—y 

sfl 

x 

—y" 

y/2 

X 

-y'" 

\/i  \Ji 


sont  intérieurs  au  champ  S(p,  p',  pn  p[),  car  il  suffit  que  x,  y  soient 
intérieurs  à  E,  E'  respectivement  pour  que  xu  yx  soient  intérieurs 
a  v-ij ,  L<  j  • 

Désignons  par /(.a?,  y)  la  fonction  0;  nous  sommes  en  droit  de 
poser  les  équations 

f(x,y')  =  o,        f(x,y")  =  o,        f(x,y'")  =  o. 
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Ce  sont  là  trois  équations  linéaires  X,  X',  X",  qui  pourront  être 
résolues  par  rapport  à  ces  quantités,  si  un  certain  déterminant  2  n'est 
pas  nul.  Réservons  ce  cas;  nous  aurons,  en  particulier, 


y 


où  (R  est  composé  rationnellement  avec  les  fonctions  X, 

X'W>  H^f>  Y<^->  Y<^>Y'C# 

Y(y'),  Y(y"),  Y(y'")  et  leurs  dérivées.  Si  donc  on  laisse  y',  y",  y"' 
constants,  il(x)  est  une  fonction  uniforme  de  x  en  même  temps  que 
les  six  premières  de  ces  fonctions,  c'est-à-dire,  eu  égard  au  choix 
de  y',  y",  y'",  tant  que  x  reste  intérieur  au  cercle  E.  La  fonction  Si(x) 
est  donc  uniforme  et  dénuée  de  points  singuliers  autres  que  des  pôles 
dans  tout  le  cercle  E. 

Il  y  a  deux  cas  à  distinguer  : 

i°  Le  cercle  E  est  intérieur  ou  égal  au  cercle  C  ;  nous  sommes  alors 
en  droit  d'écrire 

pèf.,; 

2°  Le  cercle  E  est  extérieur  au  cercle  C;  la  fonction  X  est  uniforme 
dans  le  cercle  C  et  égale  dans  tout  ce  cercle  à  une  fonction  3i(x)  que 
nous  savons  être  uniforme  non  seulement  dans  Je  cercle  C,  mais 
encore  dans  le  cercle  plus  grand  E.  La  fonction  31  (x)  permet  donc  de 
prolonger  la  fonction  X  dans  tout  le  cercle  E.  Reste  à  savoir  si  cette 
fonction  ainsi  prolongée  vérifie  bien  encore  l'équation  Q.  =  o. 

Nous  voyons  bien  que  le  rayon  d'uniformité  p  de  X  peut  être  rem- 
placé par  le  rayon  plus  grand  -  vu  mais  nous  ne  savons  pas  si  O  est 
nulle  dans  le  champ  G(  "-  <sx,  p',  p1?  p't  j.  Or,  c'est  à  quoi  répond  le 

théorème  qui  a  été  établi  plus  haut.  En  vertu  de  ce  théorème,  la 
fonction  Q,  qui  est  déjà  nulle  autour  de  x°,  y0,  doit  l'être  encore  dans 
tout  le  champ  d'uniformité  des  fonctions  X,  Y,  Xj,  Yt. 

En  résumé,  nous  voyons  que,  si  p  est  plus  petit  que  ^al5  la  fonc- 
tion X,  qui  vérifie  l'équation  Q.  —  o,  est  susceptible  d'un  prolonge- 

7 

ment  analytique  dans  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  -  a,  sans  cesser 
de  vérifier  l'équation;  nous  pouvons  donc  écrire  dans  tous  les  cas, 
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p  étant  le  rayon  d'uniformité  de  X, 

On  prouvera  de  même  qu'on  peut  prolonger  au  besoin  la  fonction  Y 
de  manière  à  avoir 

et  cela  sous  le  bénéfice  de  l'hypothèse  qu'un  déterminant  analogue 
à  E,  et  que  j'appelle  H,  ne  soit  pas  nul. 

Maintenant,  la  symétrie  de  l'équation  0  =  o  nous  prouve  que  l'on 
peut  permuter  dans  les  raisonnements  les  couples  de  variables  x,  y 
et  xu  yx  ainsi  que  les  couples  de  fonctions  X,  Y  et  Xn  Yt.  Puisque, 
dans  l'état  actuel,  on  a 

en  désignant  par  a  la  plus  petite  des  quantités  p,  p',  on  prouvera  que 
l'on  peut  prolonger  X1,Yl  de  manière  que  les  nouveaux  rayons  de 

convergence  pn  p\  de  X1}  Yj  soient  au  moins  égaux  à  |<r,  c'est-à-dire 
au  moins  égaux  à  (^)  a1}  car  a-  est  au  moins  égal  à  4<*i-  Si  l'on  dé- 
signe par  <Tj  la  plus  petite  des  quantités  p1}  p\,  on  aura  donc 

7 
5 

Si  l'on  répète  indéfiniment  ce  raisonnement  en  prolongeant  tour  à 
tour  le  couple  X,  Y  et  le  couple  Xn  Yt,  on  voit  que  les  nombres  a,  cr, 
croissent  indéfiniment,  c'est-à-dire  que  les  fonctions  X,  Y,  X1;  Y1, 
ont  autour  de  x°,  y°,  x\,  y\  des  rayons  d'uniformité  infinis.  Les  for- 
mules qui  servent  à  prolonger  les  fonctions  nous  apprennent  de  plus 
que  nos  quatre  fonctions  n'ont,  à  distance  finie,  d'autre  singularité 
que  des  pôles  (1). 

Il  y  a  un  cas  où  la  démonstration  précédente  tombe  en  défaut,  c'est 
celui  ou  l'un  des  déterminants  H,  H  ou  bien  l'un  des  deux  détermi- 
nants analogues  Ht,  H1  relatifs  aux  fonctions  Xn  Yj  serait  nul.  On 
constate  que  la  raison  de  symétrie  et  le  changement  de  y  en  — y  per- 
mettent de  s'en  tenir  au  cas  où  c'est  S  qui  est  nul.  Or  S  =  o  est  une 

(')  Ce  théorème  et  sa  démonstration  sont  susceptibles  d'une  extension  quej'ai 
énoncée  dans  les  Comptes  rendus. 
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équation  facile  à  discuter  et  le  résultat  de  la  discussion  est  que  le 
théorème  ne  cesse  pas  d'être  vrai. 

11.  Les  pôles  des  fonctions  X,  Y,  X1}  Yj  possèdent  des  propriétés 
déterminées  que  nous  allons  démontrer.  En  premier  lieu,  on  a  ce 
théorème  : 

Tout  pôle  a  de  toute  fonction  X,  Y,  X1?  Y1  est  double  et  le  résidu 
qui  lui  est  relatif  est  nul,  en  sorte  que,  dans  le  voisinage  du  pôle  a 
la  fonction  possède  la  forme 


A 


(z-a 


-i-E(z-a), 


où  E(z  —  a)  représente  une  série  entière  en  z  —  a.  Pour  démontrer 
ce  théorème  pour  la  fonction  X  on  posera,  m  étant  l'ordre  du  pôle 

A, 


X(ar) 


(x  —  a)1 


+ 


A//z— i 

(X  —  «)'«-! 


E(x  —  a), 


où  E(x  —  a)  est  encore  une  série  entière  en  x  —  a]  en  portant  cette  va- 
leur dans  O,  on  aura  un  résultat  de  la  forme 


0  = 


P, 


E  (  x  —  a  ) . 


(x  —  «)'»+2        (x  —  a)"1-*-1  (x — a)*1        x  —  a 

Gomme  0  doit  être  nul,  il  faut,  avant  tout,  que  l'on  ait 

"#î+2  —    "//2  +  1  =  ...   =  12=1   1  =  0, 

et  notons,  en  passant,  que  ces  conditions  expriment  seulement  que 
O  reste  fini,  quel  que  soit  y,  pour  x  =  a. 
Or  on  trouve  tout  d'abord 

P,M+8  =  m(m  +  i)Am     X,  ffL±Z\  _  Y,  y      ~-7  \     > 

ce  qui  donne  la  condition  très  importante 
(.6)  X,^±Z 


fi 


M^=£l=o. 


fi 


On  trouve  ensuite 

_  m(m  —  i) 

"  m-hl  —  7= 

V/2 


Xi 


"7T 


•= 


Si  la  quantité  entre  crochets  est  nulle,  on  voit,  d'après  le  résultat  de 
la  différen dation  de  l'équation  (26)  que  X,,  Yt  sont  constants.  Le  ds2 
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est  celui  du  plan;  or  sur  le  ds2  du  plan,  le  théorème  se  vérifie  (voir 
le  Tableau  III).  Ce  cas  exclu,  il  reste  donc 

m  —  i  =  o, 
le  pôle  est  double. 

En  outre,  on  trouve  pour  P,„,  c'est-à-dire  P2,  cette  expression 


P,  =  •     Al 


si 


Ma^fYMa-^)\> 


\A    /  \    /a 


donc  P2=o  nous  donne  A^z^o,  en  mettant  de  côté  le  cas  du  plan 
pour  lequel,  du  reste,  le  théorème  est  vrai.  Quant  à  P,,  il  se  trouve 
nul  de  lui-même. 

Le  théorème  est  donc  démontré  et,  en  outre,  nous  pouvons  ajouter 
que,  si,  pour  un  pôle  double  a,  à  résidu  nul,  deX(x)  a  lieu  la  rela- 
tion (26),  la  fonction  Q  reste  finie  d'elle-même  pour  x  =a,  quel 
que  soit  y. 

Ajoutons  que  l'on  prouve  les  mêmes  propositions  pour  les  fonc- 
tions Y,  Xt>  Yj.  Par  exemple,  si  b  est  un  pôle  de  Y,  on  doit  avoir 
l'équation  analogue  à  (26), 

,      .  „   f  x -\- b\        .,    / 'x  —  b 

(27)  M  — 7^   —  * 


L'existence  de  plusieurs  pôles  entraîne  la  périodicité.  En  partant  de 
l'équation  (26)  ou  de  l'équation  (27)  on  prouvera  les  théorèmes  sui- 
vants : 

Si  a,  a'  sont  deux  pôles  de  X  ou  deux  pôles  de  Y,   V expression 
yi(a  —  a')  est  une  période  des  fonctions  Xt  et  Yt. 

Si  a  est  un  pôle  de  X  et  b  un  pôle  de  Y,  les  fonctions  de  z 

fa  +  b         \ 
XJ  — —  +«    ,  Yi 


/a  /  V     \Ji 

sont  paires. 

Si  zéro  est  un  pôle  de  Y,  les  fonctions  Xj(s),  Yl(z)  sont  iden- 
tiques. 

Ce  théorème  est  curieux,  car  il  caractérise  les  formes  de  Liouville  du 
type 

[<p(a?-+-jK)  —  u(x—y)]dxdy. 

Il  est  clair  que  dans  ces  divers  théorèmes  on  peut  permuter  les 
couples  de  fonctions  X,  Y  et  X1}  Yt. 
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12.  Je  vais  montrer  l'usage  que  l'on  peut  en  faire  pour  déterminer 
toutes  les  solutions  doublement  périodiques  de  l'équation  Q  =  o. 
Il  résulte  d'abord  des  théorèmes  ci-dessus  que,  si  a,  a',  a"  sont  trois 

pôles  de  X  ou  trois  pôles  de  Y  tels  que  le  rapport  — ne  soit  pas 

un  nombre  commensurable,  les  fonctions  Xv,  Y1;  X,  Y  sont  double- 
ment périodiques. 

En  effet,  les  fonctions  Xt,  Y1?  uniformes  dans  tout  le  plan,  admet- 
tent comme  périodes  y/2  (a'  —  a),  y/2  (a" — a);  ces  expressions  étant 
incommensurables  entre  elles,  Xt,  Yt  sont  des  fonctions  doublement 
périodiques. 

Ces  fonctions  admettent  nécessairement  des  pôles,  soient  ai  un  pôle 
de  Xj  et  cd,  cd'  un  couple  de  périodes  primitives  de  X.,  ;  comme  at  -+-  cd, 
<2j -t-  cd'  sont  encore  deux  pôles  de  Xu  il  en  résulte  que 

y2  [(«!-!-  CD  )  at]=\/2M  et  \/"2lx>' 

sont  des  périodes  parX,  Y  qui  sont,  dès  lors,  aussi  doublement  pério- 
diques. 

Il  convient  d'observer  qu'on  peut  ajouter,  sans  inconvénient,  à  .r,  y, 
des  constantes  arbitraires  sans  changer  l'aspect  des  fonctions  X,  Y, 
Xt,  Yj.  Nous  profiterons  de  cette  remarque  pour  amener  X  et  Y  à 
avoir  zéro  comme  pôle.  Dans  ces  conditions  les  fonctions  Xl5  Yt  sont 
identiques  et  de  plus  sont  des  fonctions  paires.  Posons  alors 

X,(a;1)  =  F(v/ïa7i)  =  F(a7  +  ^), 
Yi(^i)  =  F(^i')  =  F(a7-r). 

On  constate  que,  si  cd  est  une  période  pour  X,,  cd  y  2  est  une  période 
pour  F (z). 

L'avantage  de  ces  notations  est  d'amener  F,  X,  Y  à  avoir  les  mêmes 
périodes. 

Soient  a,  a' ,a'r, ...  les  pôles  deX,  autres  que  zéro,  b,  b',  b" ', ...  les  pôles 
de  Y.  Les  expressions  telles  que  \pia,  \Jib  sont  des  périodes  pour  Xt; 
donc  2a,  2a',  .  .  . ,  2  b,  2  tV,  ...  sont  des  périodes  pour  F(^). 

Désignons  par  2cdx,  2cd2  un  couple  de  périodes  primitives  de  F(s), 
nous  devrons  avoir  des  relations  de  la  forme 

2  a  =2?ncDi-t-2n  cd2,  ib  =2/>cD1-t-2gr  cd2, 
2 a'  =  2 m'  isïv-\-in!  cd2,  26'  =  ip'  <s>\  -+-  iq'  cd2, 
2a"  —  2m"  wl  -+-  2n" cd2,         26"=  2p"oj1  -+-  2q"o)2, 


que  \J-2    (  «1+,2 


2to,  et  2co2  sont  des  périodes  pour  X 
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où  m,  n,  m',  n' ,  .  .  .  ;  p,  g,  p' ,  g' ,  ...  sont  des  nombres  entiers.  Les 
quantités  a,  a',  .  .  .,  b,  b',  ...  sont  donc  de  la  forme  générale 

[J.101-+-  vo>2, 

où  [j.,  v  sont  des  entiers;  or,  à  des  multiples  près  des  périodes,  les 
expressions  de  cette  forme  sont  égales  à  l'une  de  ces  quantités 

0,      toi,      w2,      w3, 
où  (o3=:  —  (toj  +  co2). 

Soit  maintenant  ax  un  pôle  de  Xt. 

Comme  2  — ;  2  -p  sont  deux  périodes  primitives  de  X1}  il  en  résulte 
y/2        /a 

fi 
et  Y. 

Ainsi  X  et  Y  admettent  toutes  les  périodes  de  F. 

Nous  pouvons  maintenant  construire  l'expression  générale  de  X,  Y 
au  moyen  de  la  fonction  p(-s),  qui  admet  2C0,,  2to2  pour  couple  de 
périodes  primitives. 

Dans  le  voisinage  de  son  pôle  zéro,  X  a  la  forme  — ^  +  E(^c);  les 

autres  pôles  de  X  sont  congrus  à  l'une  des  quantités  coj,  co2,  co3;  dans 

A- 

le  voisinasre  de  to,-  X  aura  donc  la  forme  -. — —  -+-E(jc  —  u>,): 

on  prendra  A;=o  si  co;  n'est  pas  un  pôle.  Formons  alors  l'expression 

X  —  A0p(a?)  —  AjpO-4-  toi)  —  A2p(a?-+-  w2)  —  A3  p(x  -+-  co3), 

qui  admet  les  périodes  2Wj,  2w2,  qui  est  uniforme  dans  tout  le  plan 
et,  grâce  au  choix  des  coefficients,  n'a  plus  de  pôles  à  distance  finie. 
Cette  fonction  ne  peut  être  qu'une  constante.  On  a  donc 

X  =  A0p(>)-t-  A1p(a?  +  o)1)-+-  A2p(a?-t-  a>2)  -+-  A3  p(x-Ç-  o>3)  -+-  A4, 
Y  =  B0p(jK)  +  B1  p(y-h  wi)  +  B2p(iy  +  co2) -t- B3  p(jK  +  gj3)-hB4. 

Nous  construisons  de  même  la  forme  générale  de  F(s).  Si  k  est  un 
pôle  de  F  (s),  —  est,  un  pôle  de  Xj  et  l'on  a  dès  lors,  d'après  un  théo- 
rème déjà  démontré, 
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ou  plus  simplement,  t  étant  l'argument  variable, 

(28)  Y(0  =  X(*—  t). 

Les  pôles  de  X,  Y  sont  congrus  à  l'une  des  quantités  o,  <x>l,  w2,  to3; 
ceux  de  X(k  —  t)  sont  donc  congrus  à  l'une  des  quantités 

k,     k  —  a)j,     k  —  to2,     k  —  o)3. 

L'identité  précédente  exige  donc  que  k  lui-même  soit  congru  à  o, 
w,,  w2  ou  to3.  Donc,  tout  pôle  k  de  F(z  )  est  congru  à  l'une  de  ces  quatre 
quantités  et  l'on  en  déduira,  comme  pour  X,  Y,  cette  forme  générale 

deF(s), 

F(*)  =  L0p(5)  +  L!  piz-htax)  4-  L,p(*-HUj|)  +  L3p(2  +  to3)-HL4. 

Ayant  ainsi  la  forme  générale  de  X,  Y,  F,  la  coordination  des  ré- 
sultats n'offre  plus  aucune  difficulté. 

On  remarque  d'abord  qu'on  peut  supposer  toujours  L0  différent  de 
zéro;  alors  X,  Y  sont  deux  fonctions  identiques,  paires. 

Si  L1;  L2,  L3  sont  nuls,  on  a  les  c/s2  de  courbure  constante  et  X,  Y 
vérifient  l'équation  quelles  que  soient  les  constantes  A0,  At,  A2,  A3,  A4. 
Si,  outre  L0,  ht  est  aussi  différent  de  zéro,  on  constate  que  l'on  doit 
avoir 

(29)  X(0  =  Y(£  +  toi), 

par  application  au  couple  des  fonctions  X,  Y  et  au  pôle  w,  de  F (z)  du 
théorème  exprimé  par  l'équation  (28).  L'équation  (29)  s'écrit 

A0p(O-l-  Ai  P(*  +  wi)  +  A2p(*  +  w2)-f-  \3p(t-+-  to3) 

=  A0p(^+tol)-f-  Aip(^-|-2toi)+  A2p(f  +  to1-i-  w2)  +  A3p(t-h  o>i-+-  w3) 

ou  encore,  eu  égard  à  la  relation  (ûï-\-  w2  +  w3  —  o, 

=  Aop(*+w1)  +  Âip(î)  +  A2p(f  +  o)3)  +  A3p(i  +  (D2), 

ce  qui  exige  seulement  A0  =  i,  A2  =  A3.  On  retrouve  le  type  essentiel 

de  révolution. 

Enfin,  en  supposant  L0,  Ln  L2  différents  de  zéro,  on  trouve  qu'il 

faut  avoir 

Y(0  =  X(*h-u>i),        Y(*)  =  X(*4-w2), 

et  le  même  calcul    que   ci-dessus    donne   A0=  A^  A2=  A3;   nous 
trouvons    donc    le    ds*    réciproque    du    ds-  à  courbure    constante  ; 
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attendu  que 

An 
Ao  [P  (  0  +  P(  t  +  0)!  )  +  p  (  t  -+-  W2  )  -+-  p  (  «  +  W3  )]  =    -£  p  (  2  *).. 

4 

Ainsi,  il  n'y  a  pa's  d'autres  solutions  doublement  périodiques  que 
celles  qui  ont  été  déjà  obtenues. 

13.  Les  solutions  simplement  périodiques  ou  rationnelles  s'ob- 
tiennent par  un  procédé  analogue.  11  importe  toutefois  de  remarquer 
que  l'on  peut  s'en  tenir  à  la  recherche  des  types  essentiels,  ce  qui 
simplifie  déjà  considérablement  le  problème. 

Nous  laisserons  même  de  côté  les  ds2  de  révolution  ou  à  courbure 
constante,  qui  ont  été  déjà  obtenus. 

Prenons  une  forme  essentielle  de  notre  ds2,  soit  ~K(œ)  un  coeffi- 
cient de  transformation  de  ce  ds2  ;  la  variable  £,  définie  par  la  qua- 
drature 

>  _  r    dx 

sera  une  variable  essentielle,  et  si  l'on  pose  E(lj)  =  — -,  E(£)  sera 

1  X  -+-  n 

un   coefficient  de  transformation    d'une   autre   forme   essentielle  du 

même  ds2. 

Mais,  d'après  ce  qui  a  été  dit  des  formes  essentielles,  l'aspect  analy- 
tique des  fonctions  E(£),  X(œ)  doit  être  le  même;  elles  seront  en 
même  temps  périodiques  ou  rationnelles. 

En  partant  de  là  on  parvient  à  démontrer  que  tout  coefficient  de 
transformation  d'une  forme  essentielle  a  l'une  des  formes  suivantes, 
en  faisant  abstraction  des  solutions  doublement  périodiques  : 

i°  Ou  bien  une  constante; 

2°  Ou  bien  — ; 

x'1 

3°  Ou  bien  -A--  • 


Il  est  ensuite  facile  de  coordonner  les  résultats  et  d'établir  qu'il 
n'existe  pas  de  solutions  en  dehors  de  celles  qui  figurent  au  Ta- 
bleau VIL 

14.  Je  terminerai  en  faisant  connaître  un  mode  de  représentation 
sur  le  plan  des  géodésiques  des  surfaces  qui  nous  occupent  et  dans 
lequel  ces  géodésiques  ont  pour  images  les  coniques  d'un  réseau  tan- 
gentiel. 
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Si  l'on  considère  le  ds"-  contenu  dans  la  formule 

rF^o  _F(r)ir  d?L     _&ll 

où  F(j7),  G(^c)  sont  deux,  polynômes  du  quatrième  degré,  en  essayant 
de  le  mettre  sous  la  forme 

[o(x  -¥-y)  —  œ(x  — y)]  dx  dy, 

on  se  trouve  amené  par  la  discussion  aux  diverses  formes  du  Ta- 
bleau VII,  Gela  résulte  d'ailleurs  facilement  du  principe  de  récipro- 
cité que  nous  avons  appliqué  aux  ds*  de  courbure  constante  pour 
former  le  Tableau  VII. 

Or,  il  résulte  de  la  forme  (33)  du  n°  584  [III,  p.  n]  que  les  géodé- 
siques  de  ce  ds"  auront  l'équation  finie  que  voici  : 

,o  x  C  dx  ('  dy 

(3i)  /  \-    /  =  const.. 

où  p  désigne  une  constante  arbitraire. 

Considérons  dans  un  plan  la  conique  G,  représentée  par  l'équation 

Y2—  4XZ  =  o; 

on  vérifie  cette  équation  en  posant 

X  =  £2,         Y  =  it,         Z  =  i. 

Si  d'un  point  M(X,  Y,  Z)  on  mène  les  deux  tangentes  à  la  conique, 
les  valeurs  du  paramètre  £qui  correspondent  aux  deux  points  de  con- 
tact étant  désignées  par  x,  y,  on  trouve  aisément  que  X,  Y,  Z  s'ex- 
priment en  x,  y  par  les  formules 

(3a)  X  =  a?j,        Y  =  x  +  y,         Z  =  i. 

Les  paramètres  x,  y  constituent  un  système  de  coordonnées  du 
point  M  qui  a  été  considéré  pour  la  première  fois  par  M.  Darboux 
dans  son  Ouvrage  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et  de  sur- 
faces. Nous  allons  introduire  ces  coordonnées  dans  la  représentation 
des  géodésiques. 

Rappelons  d'abord  comment  l'équation  d'Euler  s'intègre  par  le 
moyen  d'un  faisceau  tangentiel  de  coniques.  Soit  l'équation  d'une 
conique 

AX2+  A'Y2+  A"Z2+  9.BYZ  +  2B'ZX  +  aB'XY  =  o; 
D.  —  IV.  «rô 
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si  l'on  y  remplace  X,  Y,  Z  par  leurs  expressions  (32),  on  trouve  l'équa- 
tion en  coordonnées  x,  y  de  cette  conique 

o(x,  y)  =  Aa?2jK2-f-  A.' (ce  -+-„r)2-i-  A" 

-+-  %B(x  -\-y)-\-  iB'xy  -+-  %B"  xy(x  ■+■  y)  =  o. 

Introduisons  les  notations  de  la  forme  adjointe 

a  =  A'A'  —  B2,  a'=A"A-B'2,  a"=AA'-B'2; 

6  =  B'B"— AB,         b'=B"B  —  A'B',  Z>"  =  BB' —  A"  B  '  ; 

faisons  en  outre 

HO)  =  [B"^-i-(A'+B').r  +  B]2  —  (A^  +  o.B'^  +  A^A'^+aBx  +  A") 
=  —  a"  a?4 -H  a  6 a?3  —  (a' -H  2Ô')a?2-+-  %b" x  —  a. 

On  trouve  alors  que  l'équation  f(x,  y)=  o  peut  s'écrire 

m-™ 

Mais,  l'équation  étant  symétrique  en  x  et  y,  on  pourra  écrire  aussi 

Gela  posé,  concevons  que  le  point  M  (a?,  y)  décrive  la  conique  re- 
présentée par  l'équation  <p  =:  o,  nous  aurons 

-ri  «?#  -H  -r-  dy  =  o, 

c'est-à-dire,  eu  égard  aux.  équations  ci-dessus, 

dx  dy 

v/h7^)  ~~  /Ho7)' 

ce  qui  est  l'équation  d'Euler. 

Prenons  réciproquement  une  équation  d'Euler  quelconque 

dx  ,  dy 

(33)  ±- J      _  =0; 

y  /.rv  -+-  m  x%  -+-  n  x'2  -\-px  -+-  p        y  ly'+  -f-  m/3  -+-  ny-  -hpy  -+-  g 

si  on  l'identifie  avec  l'équation  précédente,  on  trouve 

a"  =  — /,         «= — </,         «'-i-2Z>'  =  — /i,         9,b  =  m,         o.b"=p, 

et  nous  trouvons  ainsi  que  l'équation  (33)  est  vérifiée  en  tous  les 
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points  (x,  y)  de  la  conique  dont  l'équation  tangentielle  serait 
(34)  -(gS»+/Ç»-m7,Ç  +  /i?:Ç-^7i)+-a'(iri»— aO=o. 

Comme  il  figure  dans  cette  équation  une  constante  arbitraire  a' ,  on 
peut  en  conclure  que  les  coniques  contenues  dans  cette  équation  tan- 
gentielle fournissent  l'intégrale  générale  de  l'équation  d'Euler  pro- 
posée. 

Il  faut  observer  que  les  coniques  dont  (34)  est  l'équation  tangen- 
tielle forment  un  faisceau  tangentiel  de  coniques  dont  fait  partie  la 
conique  C.  Les  coniques  de  ce  faisceau  sont  donc  inscrites  dans  un 
quadrilatère  circonscrit  à  la  conique  C  ;  les  paramètres  des  points  où  C 
est  touchée  par  les  côtés  de  ce  quadrilatère  fixe  sont  les  racines  de 
l'équation 

U(t)  =  ltk-i-  mt3+-  nt%-\-  pt  -+-  q  =  o. 

Appliquons  ceci  à  l'équation  d'Euler  (3i)qui  donne  les  géodésiques 
du  ds%  (3o).  Si  l'on  fait 

F(t)=   ltk  4-  mï3+  nP-  H-  pt  -+■  q, 
G{t)=  V '£*■+-  m' l3 -+-  n' P -4- p' t  4-  q', 

et  si  l'on  regarde  p  comme  donné,  il  faudra  dans  l'équation  (34) 
remplacer  l  par  lp  -+-  /',  m  par  mp  +  m  ,  .  . . ,  ce  qui  donnera 

—  (y?2  +  ^Ç'2  —  mr&  ■+■  nQ  — p&\)p 

+  «'(ri2-^)=0. 

On  obtiendra  ainsi,  quand  p,  a'  prendront  toutes  les  valeurs  possibles, 
un  réseau  tangentiel  de  coniques;  et  chaque  conique  de  ce  réseau, 
rapportée  aux  coordonnées  x,  y  autour  de  la  conique  C,  fournira  une 
solution  de  l'équation  (3i).  Nous  nous  trouvons  donc  avoir  représenté 
sur  le  plan,  point  par  point,  la  surface  qui  admet  le  ds*  (3o),  de  sorte 
que  les  géodésiques  ont  pour  images  les  coniques  de  ce  réseau  tan- 
gentiel. 

Nous  nous  bornerons  ici  à  signaler  les  résultats  suivants  : 

Si  les  coniques  du  réseau  sont  inscrites  dans  un  triangle  fixe,  le 
ds%  (3o)  a  sa  courbure  constante. 

Ce  théorème  est  en  relation  étroite  avec  cet  autre  déjà  connu  que 
les  surfaces  de  courbure  constante  peuvent  seules  avoir  des  droites 
comme  images  de  leurs  géodésiques  sur  un  plan. 

En  effet,  les  coniques  inscrites  dans  le  triangle  X  =  o,  Y=ro,  Z:=ro 
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ont  cette  équation  générale 

1\/X  +  jjl/Y  -h  vy/Z  =  o, 
et  il  suffît  de  la  transformation  ponctuelle 

X'=/X,        Y'=/Y,         Z'=/Z 

pour  transformer  ces  coniques  dans  les  droites  du  plan. 

Supposons  maintenant  que  les  coniques  du  réseau  représentatif 
touchent  deux  droites  fixes;  dans  ce  cas  le  ds*-  (3o)  convient  à  une 
surface  de  révolution. 

A.  l'égard  descfo2de  révolution  à  intégrales  quadratiques,  le  lecteur 
démontrera  facilement  la  proposition  suivante,  que  l'on  pourrait 
presque  attribuer  à  M.  Lie,  tant  ce  géomètre  s'en  est  approché  : 

Tous  les  ds2  de  révolution  à  intégrales  quadratiques  sont  repré- 
sentables géodésiquement  les  uns  sur  les  autres. 

Les  ds-  à  intégrales  quadratiques  qui  ne  sont  pas  de  révolution 
donnent  lieu  à  un  théorème  analogue;  chacun  est  représentable  géo- 
désiquement sur  un  ds2  réductible  au  type  VII^ 
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NOTE   III. 


SUR  LA  THÉORIE  DES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 
DU  SECOND  ORDRE, 

Par  M.   E.   COSSERAT. 


1.  Dans  le  Mémoire  présenté  en  1870  à  l'Académie  des  Sciences  et 
dont  il  a  été  question  [II,  p.  53],  M.  Moutard  s'était  proposé  «  l'étude 
minutieuse  de  la  forme  la  plus  élémentaire  dont  soit  susceptible  l'in- 
tégrale générale  des  équations  aux.  dérivées  partielles  du  second  ordre 
à  deux  variables  indépendantes,  à  savoir  :  celle  qui  consiste  en  une 
relation  unique  entre  les  trois  variables,  deux  fonctions  arbitraires  de 
quantités  distinctes  formées  explicitement  avec  les  trois  variables,  et 
les  dérivées  en  nombre  limité  de  ces  fonctions  arbitraires,  les  arbi- 
traires n'entrant  d'ailleurs  sous  aucun  signe  d'intégration   ». 

La  première  Partie  de  ce  Mémoire  avait  pour  objet  de  démontrer 
que  l'on  peut  former  toutes  les  équations  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  et  à  deux  variables  indépendantes,  susceptibles  d'ad- 
mettre une  intégrale  générale  de  cette  espèce  élémentaire,  dès  que 
l'on  sait  trouver  toutes  les  équations  linéaires  du  second  ordre,  de  la 
forme  considérée  par  Laplace,  qui  jouissent  de  la  même  propriété. 
M.  Moutard  énonce  le  résultat  suivant  : 

Celles  des  équations  cherchées  qui  ne  sont  réductibles,  par  un 
changement  de  variables,  ni  aux  équations  linéaires  de  Laplace, 
ni  à  l'équation  de  Liouville,  sont  toutes,  en  exceptant  deux  cas 
particulièrement  simples,  réductibles  à  la  forme 

d*z  d  /a     -n         d   /n       ,v 


dx  dy        dx  dy 

où  A  et  B  sont  des  fonctions  des  seules  variables  indépendantes 
assujetties  elles-mêmes  à  vérifier  certaines  conditions  ;  de  plus,  l'in- 
tégration de  cette  équation  peut  être  ramenée  à  dépendre  unique- 
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ment  de  celle  d'une  équation  linéaire  de  la  forme  considérée  par 

Laplace,  à  savoir  : 

d^z  cUoçA  àz 

-, — 1-  AB^. 


ôx  dy  dx       dy 

L'exposition  suivante,  où  l'on  a  mis  à  profit,  en  plusieurs  points, 
des  indications  précieuses  de  M.  Darboux,  constitue  le  développement 
de  cette  proposition. 

2.  Remarquons  d'abord  que  si  l'intégrale  générale  de  l'équation 
proposée  est  déterminée  par  une  équation  de  la  forme 

FI>>  7>  *,  ?lO)>   ¥ï(")>    •  •  •>   <?m(u),  tyi(v),  <l*j(P),    •  •  .,  <1>«0)]=0, 

où  u  et  v  sont  deux  fonctions  données  et  distinctes  de  ce,  y,  z  et  où  tp, 
et  <\il  sont  deux  fonctions  arbitraires  dont  les  dérivées  successives  sont 
désignées  par  <p2,  cp3,  . .  .,  o>„t  et  par  <li.2,  <\i3,  . .  .,  <\>n,  on  peut  effectuer 
un  changement  de  variables  consistant  à  prendre  u  et  ç  pour  nouvelles 
variables  indépendantes;  il  nous  suffira  donc  de  chercher  toutes  les 
équations  du  second  ordre  admettant  une  intégrale  générale  de  la 
forme 

(0  z=f(*,y,  «ii  a2>  ■■■,  a»,  Pi,  P2,  •••,  p»), 

où  ai  désigne  une  fonction  arbitraire  de  x  dont  les  dérivées  successives 
sont  désignées  par  a2,  <x3,  ...  et  où  pL  désigne  une  fonction  arbitraire 
de  y  dont  les  dérivées  successives  sont  pn  (32,  .... 

Il  est  clair  que  l'expression  (i)  ne  peut  vérifier  une  équation  du 
second  ordre  que  si  cette  dernière  ne  contient  pas  les  dérivées  r  et  t 
de  z  et  est,  par  suite,  de  la  forme 

(2)  s  +  f(x,y,z,p,q)  =  o. 

Cherchons  donc  à  déterminer  toutes  les  équations  de  la  forme  (2) 
admettant  comme  intégrale  une  expression  de  la  forme  (1);  et,  à  cet 
effet,  substituons  cette  valeur  (1)  de  z  dans  l'équation  (2). 

Convenons  dès  maintenant  de  la  notation  suivante  :  G  étant,  d'une 
façon  générale,  une  fonction  formée  avec  œ,  y,  a,,  (^  et  des  dérivées 
de  ces  deux  dernières,  nous  désignerons  par 

dù_       M_       (m         d*iï  dH 

dx       dy        dx2  '      dx  dy        dy% 

les  dérivées  successives  de  6,  prises  en  ayant  égard  aux  différentes 
fonctions  a,-,  $k  qui  y  figurent. 
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Nous  aurons,  pour  les  dérivées  p,  q,  s  de  la  fonction  z  définie  par 
l'équation  (i),  les  valeurs  suivantes  : 


P  = 

<M_  = 

dx 

àf 

dx 

-Z 

dfa- 

a  = 

df 

dy 

dy 

+2dk 

V  fi 

s  = 

dx  dy 

Vf 

dx  dy 

-Z 

■  dy  dce.i    l+ 

-Z 

dx  c*fi/t. 

2/,+i 

-Z 

^tj-cz 

a«'+l  PA-+1- 


Si  l'on  substitue  dans  l'équation  (2)  et  si  l'on  a  égard  aux  deux  dé- 
rivées am+l,  |3„+1  qui  ne  figurent  pas  dans  (1),  on  voit  que  l'équa- 
tion (2)  doit  être  de  la  forme 

(4)  s  -+-  ppq  -+-  ap  -+■  bq  -+-  c  =  o, 

p,  a,  b,  c  désignant  des  fonctions  de  ce,  y,  z. 

Si  l'on  prend  comme  nouvelle  inconnue,  au  lieu  de  z,  une  fonction  6 
de  x,  y,  z,  assujettie  uniquement  à  vérifier  la  relation 

d±_   f9dz 

dz~ 

l'équation  définissant  6  sera  encore  de  la  forme  (4),  mais  ne  contiendra 
pas  de  terme  en  pq;  elle  admettra  une  solution  de  la  même  forme  que 
l'équation  (4)  et  réciproquement. 

Il  nous  suffit  donc,  pour  avoir  la  solution  de  la  question  posée,  de 
déterminer  trois  fonctions  a,  b,  c  de  x,  y,  z  telles  que  l'équation 

(5)  s -\- ap -h  bq -h  c  =  o 
admette  une  solution  de  la  forme  (1). 

3.  Substituons  les  valeurs  (3)  de  p,  q,  s  et  annulons  les  coefficients 
de  aw+i,  p„+1,  ctm+l  fi„+1  ;  nous  obtenons  les  trois  relations 


(6) 


d*f 


ày.m  à$n 


(7)  ■=-^rP"  +  -+S^P»+a3è=^ 


dx  d$n        d$n  da.1     2  ~*  dfi„  daOT_!    m  '       dfi„ 

dont  la  première  doit  être  identique  et  dont  les  deux  dernières  doivent 
être  vérifiées  lorsque  l'on  a  remplacé  z  par /dans  a  et  b. 
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La  relation  (6)  exprime  que  -^—  ne  renferme  pas  S„  et  que  ~-  ne 

r  l       oa.  m  l  l       d$n 

renferme  pas  om  ;  les  relations  (7)  et  (8)  nous  prouvent  donc  que, 
lorsque  l'on  a  remplacé  z  par  f,  a  dépend  linéairement  de  (3„  et  b 
linéairement  de  o,m\  nous  sommes  ainsi  conduits  à  différentier  ces  re- 
lations respectivement  par  rapport  à  p„  et  à  o.m. 

Différentions  (7)  une  première  fois  par  rapport  à  (3„;  il  vient,  en  se 

rappelant  que  ~—  ne  renferme  pas  $n 

(    s  dif  da_    df_    àf_  = 

19  '  d«/«dp^i  ~*~  àz  0%  ch.m     '    • 

Différentions  de  nouveau  par  rapport  à  J3„;  — —  n'étant  pas  nul,  il 

00.  In 

vient 

d*a  /  df  Y       da  d2  f 

(I0)  -â«{jfJ+dïM  =  0m 

Cette  dernière  relation  est  identique,  si  a  ne  dépend  pas  de  z;  ce 
cas  à  examiner  étant  supposé  écarté,  l'expression 

à2  a  %  da 
'dz2  '  dz 

doit,  après  la  substitution  de  z,  être  égale  à 

d2f 


et,  par  suite,  ne  pas  dépendre  de  om  ;  elle  doit  donc  être  indépendante 
de  z,  et  l'on  a  alors  deux  cas  à  distinguer  suivant  que  sa  valeur  est 
nulle  ou  non. 

D'ailleurs,  ce  que  nous  avons  dit  pour  a  se  répète  pour  b;  il  suffit 
de  prendre  la  relation  (8)  pour  point  de  départ  au  lieu  de  la  rela- 
tion (7);  on  obtiendra,  en  différentiant  par  rapport  kam,  les  relations 

d*f  db    df    df 

-+-    "T — 


d$nda.m-i        dz  àam  d$n 
d\b  /  df  \*  db  d2f 

dz2    \àomJ  dz  da.Jn 

d'où  résultent  pour  b  des  conclusions  analogues  à  celles  obtenues 
pour  a. 

Les  deux  fonctions  a  et  b  ne  peuvent  donc  être  que  de  l'une  des 
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trois  formes  suivantes  : 

(I)  meMZ-+-  n, 

(II)  mz  -+-  n, 

(III)  m, 

u>,  m,  n  désignant  des  fonctions  des  seules  variables  x  et  y. 

Il  reste  ainsi,  pour  avoir  toutes  les  solutions  de  la  question,  à  asso- 
cier ces  trois  formes  deux  à  deux  et  à  examiner  les  différents  cas  qui 
peuvent  se  présenter. 

4.  Supposons  que  a  soit  de  la  forme  (I);  nous  allons  établir  que   b 
ne  peut  être  que  de  l'une  des  formes  (I)  et  (III). 
Soit,  en  effet, 

a  =  meWJ+  n. 


La  relation  (io)  s'écrit 


d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

àf 


(12) 


d$tt        a)(P„-t-/2; 


f1  désignant  une  fonction  qui,  d'après  la  relation  (6),  ne  dépend  pas  de 
am  et  qui  ne  peut,  par  conséquent,  renfermer  que  x,  y,  a.u  ...,  a,K_I; 

A  -F 

Substituons  la  valeur  (12)  de  ~-  dans  la  relation  (8);  il  vient 

<")  (»-*£>.-/.)  =  £■ 

Or,  la  relation  (12)  exprimant  que 


ne  dépend  pas  de  p,„  il  résulte  de  (i3)  que  l'expression 


ax 


lorsqu'on  y  a  remplacés  par  /,  ne  dépend  pas  de  (3„;  cette  expression 
est  donc  une  simple  fonction  de  x  et  y  et  nous  avons  deux  cas  à  dis- 
tinguer suivant  qu'elle  n'est  pas  nulle  ou  suivant  qu'elle  est  nulle  ;  b  ne 
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peut  donc  être,  comme  nous  l'avions  annoncé,  que  de  la  forme  (I)  ou 
de  la  forme  (III). 

5.   Supposons  d'abord  que  b  soit  de  la  forme  (I);  il  résulte  de  ce 
qui  précède  que  l'on  aura 

b  =  mi  e~u>z-h  nl} 
où 


à  logco 

1  = 

Nous  pourrons  y  adjoindre 


711  =      dx 


d\oz 

n  - 


car  on  peut  répéter  sur  b  le  raisonnement  fait  précédemment  sur  a; 
la  relation  (n)  conduit  à  la  suivante  : 

àf  i 


analogue  à  (12)  et  dans  laquelle  fï  ne  renferme  ni  a„„  ni  fi„  ;  la  re- 
lation (7)  devient  alors 

/  ,\  l         dlogoA  .         dfi 

04)  (a-^-)(am+fl)=-J-> 

d'où  résulte  que 

à  loeo)\ 

ne  dépend  pas  de  z. 

L'équation  (5)  est  ainsi,  dans  le  cas  actuel,  de  la  forme 

à^z         /  dloeioN  dz       /  dlosrwX  dz 

-  -J-  '  me^-\ r^— h  (  mie-wH r—     - h  c  =  o, 


dx  dy       \  ày     )  dx       \  dx     J  dy 

m,    m1}    a)    désignant   des   fonctions   de  x   et  y  et  c  une  fonction 
de  x,y,  z. 

Si  l'on  prend  comme  nouvelle  inconnue  ws,  on  a  une  équation  du 
type  suivant 

où  A  et  B  sont  des  fonctions  de  x  et  y  et  où  G  est  une  fonction  de  x, 

y,*- 
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Cette  équation  doit  admettre  une  solution  de  la  forme 

(16)  *  =  log^+/3, 
en  posant 

(17)  \i  =  a»»+/i,         f*i=P»-»-/»> 

et  en  désignant  par  fu  /<,,  f3  des  fonctions  de  a?,  y,  a,,  .  . .,  oi.m_1, 

Pi, P»-i- 

Les  relations  (i3)  et  (i4)  deviennent  d'ailleurs 

(18)  ^s^=_B 

dx 
(i9)  -^J  =-Ae*, 

d'où  résulte  que,  si  l'on  différentie  la  formule  (16),  il  vient 

d^z         d(ke-)       d(Be-=)  _     d2f3 
dx  dy  dx  dy  dx  dy 

La  condition  pour  que  la  valeur  (16)  de z  satisfasse  à  l'équation  (i5) 
est  donc  que  l'on  ait 

<*»  c=-si- 

après  la  substitution  de  z  dans  C. 

Le  second  membre  de  (20)  ne  peut  être  que  de  la  forme  bilinéaire 
par  rapport  à  a.m)  (3rt;  la  fonction  G  est  donc  indépendante  de  z, 
puisque,  dans  le  cas  contraire,  le  premier  membre  de  (20),  après 
substitution  de  z,  dépendrait  de  am  et  (37l  en  tant  que  fonction  du 
rapport 

MM     _    ft»+/2   , 

C  étant  une  simple  fonction  de  x  et  y,  il  en  résulte  que  fs  est  une 
fonction  déterminée  de  x  et  y,  ne  dépendant  ni  des  fonctions  al,  (3,, 
ni  de  leurs  dérivées.  Prenons  comme  nouvelle  inconnue  z  — fs,  on  est 
amené  à  chercher  si  une  équation  de  la  forme 

,     s  à*z  d  ,  .  d  ,_, 

peut  admettre  comme  solution  l'expression 

(22)  ,s  =  logp, 

ÂJ  et  [/•!  ayant  la  signification  donnée  par  les  formules  (17). 
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En  tenant  compte  de  la  valeur  (22)  de  z,  les  relations  (18)  et  (19) 
donnent 

Si  l'on  a  égard  à  tout  ce  qui  précède,  on  peut  donc  dire  que  la  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation  (21)  réponde  à  la 
question  posée  est  que  l'on  puisse  vérifier  le  système  suivant,  déter- 
minant deux  fonctions  X  et  jj. 

/on  <V  r.1  àl 

au  moyen  de  deux  expressions  ne  renfermant,  outre  les  variables  x 
et  y,  que  deux  fonctions  arbitraires  de  x  et  y  respectivement  et  leurs 
dérivées  jusqu'à  un  ordre  déterminé. 

6.  L'élimination  de  l'une  des  fonctions  X  ou  fx  entre  les  équa- 
tions (23)  conduit  pour  l'autre  à  une  équation  linéaire  du  second 
ordre  de  la  forme  considérée  par  Laplace  ;  si  l'on  élimine  \i,  on  trouve 
que  X  doit  vérifier  l'équation 

(24) -^— ABX  =  o, 

v      '  dxdy  dx       dy 

et  si  l'on  élimine  X,  on  obtient  l'équation 

(   5 )  ^V     _  ^logB  djx  _  AB     _ 

dx  dy  dy      dx 

à  laquelle  satisfait  \x. 

On  peut  donc  considérer  l'un  des  résultats  de  M.  Moutard  comme 
complètement  établi. 

Il  y  a  peut-être  cependant  encore  intérêt  à  indiquer  comment  on 
peut  relier  directement  les  équations  (24)  et  (25)  à  l'équation  (21); 
remarquons  que  cette  dernière  peut  s'écrire 

d    (dz         a     -\  d  /n      *\ 

Tx{Ty-KeZ)=-Ty^-^ 

et  l'on  est  conduit  à  considérer  le  système 

dz  _  _  à  log  y. 


dy  dy 

(26)  <     J  J 
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définissant  deux  fonctions  inconnues  z  et  p.;  si  l'on  élimine  [jl,  on  re- 
trouve l'équation  (21);  si,  au  contraire,  on  élimine  z,  on  trouve 
l'équation  (25). 

La  considération  du  système  (26)  permet  de  démontrer  de  nouveau 
que,  non  seulement  les  problèmes  de  l'intégration  des  équations  (21) 
et  (25)  sont  équivalents,  mais  que  si  l'une  de  ces  équations  a  une  so- 
lution de  la  forme  que  nous  considérons,  il  en  est  de  même  de  l'autre. 
Cela  résulte  immédiatement  de  ce  que  les  relations  (18),  (19),  (22) 
entraînent  les- suivantes  : 

dz  d\os\x\ 

dy  dy 

dx 
En  considérant  de  même  le  système 

dx  dx  dy 

on  relierait  entre  elles  les  équations  (21)  et  (24). 

7.  Reportons-nous  à  la  fin  du  n°  k  et  supposant  toujours 

a  =  nî«w:+  n: 

examinons  la  seconde  hypothèse  possible  relativement  à  b,  savoir 
celle  où,  b  étant  de  la  forme  (III),  on  a 

.  _  d  logw 
dx 

L'équation  (5)  est  alors 

à2z  ,  .  dz        d\os a)  dz 

- — 1-  ( me<*z  +n)-- 1 -2— 1-  c  =  o. 

dx  dy  dx  dx       dy 

Si  l'on  prend  comme  nouvelle  inconnue  ws+logm,  on  a  une  équa- 
tion transformée  de  la  forme 

<»7)  ^+(^+A)S-i-G  =  °' 

ou  A  ne  dépend  que  de  x  et  y  et  où  G  est  une  fonction  de  x,  y,  z. 
Cherchons    à  vérifier   cette    équation   par   une    expression    de   la 
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forme  (i);  les  relations  (12)  et  (i3)  nous  donnent  ici 


àf 

=  0, 

1 

dx 

+  /2 

en  sorte  que/2  ne  peut  dépendre  que  de  y,  p,,  (J2,  .  .  . ,  (3„_,. 
On  a  alors 

(28)  /=log(P»+/.)+/i, 

/1  étant  de  même  forme  que  /",  mais  ne  dépendant  pas  de  (3„. 
La  relation  (7)  devient 

(29)  -^+(P»+/iy-+A  =  o. 

Portons  notre  attention  sur  la  dérivée  p„.  mise  en  évidence  dans  la 
formule  (28);  nous  obtenons  la  relation 


à\f\ 

f  dA 

àa-m 

0, 

àam  d$n-x 

dont  1' 

intégration 

est 

immédiate 

et  nous  do 

ine 

(3o) 

e/,= 

fs  et/4  désignant  des  expressions  de  même  forme  que/ qui  sont  res- 
pectivement indépendantes  de  $n-i  et  de  am. 

Envisageons  maintenant  la  dérivée  p„_a  ;  afin  de  la  mettre  en  évi- 
dence, sous  une  forme  simple,  éliminons  f2  entre  l'identité  (29)  et 
celle  qu'on  en  déduit  en  différentiant  par  rapport  à  am  ;  il  vient,  en 
tenant  compte  de  (3o), 

dl0SÊÛL  dA 

(3.)  J- ^=-A 


àa-m         dy  fs  +  A 

Le  premier  membre  de  cette  nouvelle  identité  ne  peut  être  que  li- 
néaire par  rapport  à  p„ x  ;  il  en  est  donc  de  même  du  second;  si  A 

n'était  pas  nul,  -p -r  devrait  être  linéaire  par  rapport  à  pn_t,  ce 

qui  est  impossible  si  l'on  remarque  que/3  renferme  essentiellement  a„, 
et  que/4  renferme  aussi  essentiellement  P«_i. 
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La  conclusion  est  donc  que  l'on  a 

(32)  A=o. 

Démontrons  maintenant  que  G  est  une  simple  fonction  de  x  et  y; 
rien  ne  serait  plus  facile  que  d'établir  ce  résultat  en  partant  de  l'iden- 
tité (3i);  mais  il  est  plus  instructif  de  procéder  de  la  façon  suivante. 

Substituons  à  z  dans  l'équation  (27)  la  fonction  f  définie  par  la 
formule  (28);  en  ayant  égard  à  la  dérivée  $H,  on  voit  immédiatement 
que  C  est  de  la  forme 

C  =  mez -f-  n, 

m  et  n  étant  deux  fonctions  de  x  et  y. 

Tenant  compte  du  résultat  A  =  0,  l'équation  (27)  peut  donc  s'écrire 

,nn,  &z         de- 

(33) : — : h  mez-\-  n  —  o. 

dx  ûy        dx 


Or,  considérons  le  système 
(34) 


dz 

àx-m  =  e~"> 

_  du        I  dm 

~  dy       \dy 

Si  l'on  élimine  «,  on  trouve  l'équation  (33);  si,  au  contraire,  on 
élimine  z,  on  trouve  l'équation 

/o/^  à^u  d  ,r      .        ,  .du  ,  , 

(35)  - — ; —  (keu )  -h  (m  —  e~u)-. mke"  -+-  k  =  o. 

dx  dy        dx  dy 

où  l'on  a  posé,  pour  abréger  ; 

.                dm 
k  =  n : — 

df 

Les  formules  (34),  qui  effectuent  le  passage  de  l'équation  (33)  à 
l'équation  (35),  nous  montrent  que  si  l'une  de  ces  équations  admet 
une  solution  de  la  forme  considérée  (1),  il  en  est  de  même  de  l'autre. 

Or,  si  la  fonction  k  n'est  pas  nulle,  l'équation  (35)  rentre  dans  le 
type  (5)  pour  lequel  les  coefficients  a  et  b  sont  tous  deux  de  la 
forme  (I);  en  appliquant  les  résultats  que  nous  avons  obtenus  dans 
les  numéros  précédents,  on  aura 


Si,  au  contraire,  la  fonction  k  est  nulle,  l'équation  (35)  devient 

d^u  .  .  du 

-+-  (m  —  e~")  —  =  o; 


dx  dy  dy 
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elle  rentre  alors,  après  échange  des  lettres  x  et  y,  dans  le  type  que 
nous  étudions  actuellement,  et,  d'après  la  condition  (32)  trouvée  pour 
l'équation  (27),  nous  obtenons  encore 


L'équation  (33)  est  donc,  dans  tous  les  cas,  de  la  forme 

d*x     /  de2         d*Q 

dx  dy        dx        ôx  dy 

6  désignant  une  fonction  de  x  et  y. 
Le  système  (34)  devient  le  suivant 

dz  du  à*  6 

. p — Il  pZ  pli 

dx  dy        ôx  dy 

en  vertu  duquel  z  satisfait  à  l'équation  (36)  et  a  à  la  suivante 

(Pu  d_  /  d*%      t\       de~u         d*8 


dx  dy        dx  \dx  dy      /  dy      '    dx  dy 

Si  la  fonction  - — —  est  nulle,  l'équation  (36)  devient  la  suivante 
dx  dy  x 

d^z         dez 

-+--T-     =  O, 


dx  dy        dx 

qui  satisfait  à  la  question  et  que  nous  avons,  en  somme,  déjà  intégrée 
pour  écrire  la  formule  (3o). 

f)2  A 

Si  la  fonction  -r — -r—  n'est  pas  nulle,  il  nous  suffit  de  remarquer  que 

tout  revient  à  considérer  l'équation  (37)  et  l'on  est  ramené  à  la  ques- 
tion traitée  dans  les  numéros  ji>récédents. 

On  peut  encore  remarquer  que  si  l'on  prend  comme  nouvelle  in- 
connue 5  +  6,  l'équation  (36)  se  ramène  à  la  suivante  : 

(38>  ëry~Tx{keZ)  =  ^ 

où  A  désigne  une  fonction   de  x  et  y  et  qui  se  déduit  de  l'équa- 
tion (21)  en  y  faisant  B  =  o. 

Rien  n'est  d'ailleurs  plus  facile  que  d'étudier  directement  l'équa- 
tion (38);  car  on  l'intègre,  dans  le  cas  le  plus  général,  par  la  for- 
mule 

Y 


-jkXdy 
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où  X  désigne  une  fonction  arbitraire  de  x  et  Y  une  fonction  arbi- 
traire de  y. 

8.   Passons  maintenant  au  cas  où  l'expression  de  a, 


est  delà  forme  (II);  il  résulte  de  ce  que  nous  avons  dit  au  n°  4,  après 
échange  des  lettres  x  et  y,  que  b  ne  peut  pas  être  de  la  forme  (I)  ;  je 
dis,  de  plus,  que  b  ne  peut  être  que  de  la  forme  (III);  en  effet,  la  re- 
lation (10)  nous  donne  alors,  m  n'étant  pas  nul, 

(39)  ^=°; 

il  en  résulte  que,  si  l'on  différentie  la  relation  (8)  par  rapport  à  [3„, 
on  doit  avoir,  lorsqu'on  a  remplacé  z  par  y, 


db  /  àf  y 

Ji  \  Ml.  ) 


dz  \à$n) 

b  ne  contient  donc  pas  z   et  l'équation  (5)  est,  dans  le  cas  actuel,  de 

la  forme 

d*z         .  .dz  dz 

m,  n,  b  étant  des  fonctions  de  x  et  y  seulement. 

Mais,  si  l'on  prend  comme  nouvelle  inconnue  une  expression 
linéaire  par  rapport  à  z,  la  forme  de  l'équation  précédente  ne  change 
pas,  et  il  est  facile  de  voir  qu'on  peut  toujours  faire  en  sorte  que, 
pour  la  nouvelle  équation,  les  termes  analogues  à  n  et  à  b  soient 
nuls;  nous  pouvons  donc  nous  borner  à  chercher  quelles  sont  les 
équations  de  la  forme 

&z                 dz 
(4o)  - — \-mz- h  c  =  o, 

v      '  Ox  ay  dx 

où  m  est  une  fonction   de  x,  y  et  c  une  fonction  de  x,  y,  z,  qui  ad- 
mettent comme  solution  une  expression  de  la  forme  (i). 

On  voit  immédiatement  que  c  doit  être  linéaire  par  rapport  à  z;  en 
effet,  la  relation  (8),  eu  égard  à  (6),  s'écrit  dans  le  cas  actuel 

4 

dx 
D.  -   IV.  27 


4 1 8  NOTES    ET    ADDITIONS.  —   NOTE    III.    PAR    M.    COSSERAT. 

„  df  .  „  d2  f  , 

Donc  ■—-  ne  contient  pas  pn  et,  par  suite,  -,     ,    ne  peut  le  contenir 

que  linéairement;  mais  de  (3g)  résulte  que  f  est  aussi  linéaire  par 
rapport  à  p„  ;  si  donc  l'équation  (4o)  est  vérifiée,  lorsqu'on  remplace 
z  par/,  la  fonction  c  doit  être  linéaire  par  rapport  à  z. 
L'équation  (4o)  s'écrit  alors 

d*s  dz 

(40  -r — , hmz-r 1-  oiz  -+-  toi  =  o, 

ox  dy  ox 

w  et  «!  étant  des  fonctions  de  .a?  et  y  seulement. 

On  pourrait  établir  bien  facilement,  en  partant  de  (7  )  et  en  différen- 

tiant  par  rapport  à  <x.m,  que  la  fonction  m  ne  dépend  pas  de  x\  mais 

il  est  plus  élégant  d'étendre  au  cas  actuel  un  raisonnement  qui  nous 

a  été  indiqué  par  M.  Darboux  et  qui  donne  des  résultats  plus  complets. 

Considérons  le  système 

dz  .s2 

dy  2 

dv        dm  z2 
ox        ox    1 

déterminant  deux  fonctions  v  et  z  de  x  et  y\  l'élimination  de  v  con- 
duit à  l'équation  (40?  si  l'une  des  fonctions  --—,  w  n'est  pas  nulle, 

l'élimination  de  z  conduit  à  une  équation  du  second  ordre  en  v  qui 
doit  admettre  une  solution  de  la  même  forme  générale  que  celle 
dont  on  suppose  l'existence  pour  l'équation  en  z.. 

Or,  toute  équation  du  second  ordre  intégrable  dans  ces  conditions 
est,  ainsi  qu'on  l'a  vu,  de  la  forme  (4),  où  p,  a,  b,  c  sont  des  fonctions 
de  x,  y,  z;  l'équation  en  v  ne  remplissant  pas  cette  condition  essen- 
tielle, la  contradiction  à  laquelle  nous  parvenons  entraine 

dm 

— -   =0,  Lu  =  O. 

dx 

La  fonction  m  ne  dépendant  que  dey,  on  peut  alors,  en  prenant,  à 
la  place  de  y,  une  nouvelle  variable  indépendante  qui  soit  une  fonc- 
tion convenablement  choisie  de  y,  faire  en  sorte  que  m  soit,  dans  la 
nouvelle  équation,  égale  à  1  et  l'on  peut,  par  suite,  se  borner  à  consi- 
dérer l'équation 

^  dx-dy-ZTx+%  =  °> 

où  6  désigne  une  fonction  de  x  et  de  y  seulement. 
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Or,  considérons  le  système  suivant  : 

.      dz 


(43)  <; 

i  ou        . 

1  ày 

déterminant  deux  fonctions  z  et  u  de  ^r  et  y;  l'élimination  de  w  con- 
duit pour  z  à  l'équation  (42)  et  l'élimination  de  z  à  la  suivante  : 

(44)  Ùy^i^e-U^eu  =  °- 

Les  formules  (43)  qui  établissent  le  passage  de  l'équation  (42)  à 
l'équation  (44)  étant  résolues  respectivement  par  rapport  à  u  et  à  z, 
il  en  résulte  que,  si  l'une  des  deux  équations  (42)  et  (44)  admet  une 
solution  de  la  forme  considérée  (1),  il  en  est  de  même  de  l'autre. 

Mais  si  la  fonction  8  n'était  pas  nulle,  l'équation  (44)  serait  du 
type  (5),  où  a  serait  de  la  forme  (I)  et  b  de  la  forme  (III);  le  terme 
eu  qui  y  figure  conduit  alors  à  une  contradiction  avec  les  développe- 
ments du  numéro  précédent. 

En  définitive,  l'équation  cherchée  (42)  se  réduit  ainsi  simplement 
à  la  suivante 

d2z  dz 

(45)  ~d^ôy"rZ~di=°' 

qui  s'intègre  immédiatement  et  dont  l'intégrale  générale  est  déter- 
minée par  la  formule 

(4  }  ~'--V(77  +  7(^  +  ?(7)' 

où  f(x)  désigne  une  fonction  arbitraire  de  x  etcp(j)  une  fonction 
arbitraire  de  y  admettant  y' (y)  et  y" (y)  pour  dérivées. 

9.  Il  nous  reste  enfin  à  supposer  dans  (5)  que  a  est  de  la  forme 
(III);  les  cas  où  b  serait  delà  forme  (I)  ou  de  la  forme  (II)  se  dédui- 
sent de  ceux  examinés  précédemment  par  l'échange  de  x  et  y;  la 
seule  hypothèse  qu'il  nous  reste  à  considérer  est  donc  celle  où  a  et  b, 
rentrant  tous  deux  dans  la  forme  (III),  sont  de  simples  fonctions  de 
x  et  de  y. 

Dans  ces  conditions,  les  relations  déjà  établies 

7.       df  7!       df 

a  =  o,  -=-&  -±-b  =  o 


dy  dx 
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donnent  par  l'intégration 

/=  Uifi(x,  <Xi,a2,  .  . .,  am) 

-hUzMy,  Pi,  p2,  ...,  P«)+/â(^,7,  ai,  ...,aB-i,  Pi,  ...,  p,,-i), 

en  désignant  par  «j  et  «2  deux  fonctions  de  a?  et  y  assujetties  simple- 
ment à  vérifier  les  équations 

d\osu\  dlosu* 

— -2 1_  a  =  o.  — -2—  -+-  b  =  o. 

oy  c'a? 

Ecrivons  que  l'équation  (5)  est  vérifiée  lorsqu'on  y  remplace  z  par 
l'expression  /  précédente;  il  vient 

—  "iflfa-  U*f2dy~~  ab(Ulfi-+-  ««/«) 

d'1  fz  dfs  dfi 

ax  dy  dx  dy 

Différentions  cette  relation  deux  fois  successivement  par  rapport  à 
am  et  à  $n  ;  nous  obtenons,  en  n'écrivant  que  les  relations  qui  vont 
nous  être  utiles,  et  en  remarquant  que  les  fonctions  ux  et  u%  ne  sont 
pas  nulles, 

(àc  _da  _       \  rPfi  à^c   f  df,  '• 

\dz        dx  /   àajn  dz'1  \da 

[de        db  _\  d^f,  d*c   /dft\* 

Ecartons   immédiatement    le    cas    où   l'équation   proposée    serait 
linéaire,  c'est-à-dire  où  c  dépendrait  linéairement  de  z. 
Ce  cas  particulier  étant  laissé  de  côté,  les  rapports 

d2  c  à1 c 

dp-  dz* 

(^  Te      ;    da       de      ;     W 

-. ab—  -r- ab  —  — 

dz  ux  dz  dy 


=  o, 


égaux  respectivement  aux  suivants 

(48) 


i        dn}n  i        dp  l 


ne  doivent  pas  dépendre  de  z,  puisque  les  rapports  (48)  sont  respec- 
tivement indépendants  de  p„  et  de  am. 

Ces  deux  rapports  (47)  doivent  d'ailleurs  être  égaux;  sinon,  en 
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de 
dx 


considérant  leur  quotient,   on  aurait  cette  conclusion  que  --  est  une 

1         riz 


simple  fonction  de  x  et/;  on  a  donc 

da        àb 
dx        dy 

et,  en  introduisant  une  fonction  auxiliaire  0, 

_  <?Iog0  cHog8 

CL  —    : y  O   = 


dx 


L'équation  proposée  s'écrit 


n   d^z  dB   dz         dQ  dz 

6  - — -  +  —  -^-  +  ^—  +  06  =  0, 
dx  oy        dy  dx        dx  dy 

et,  en  prenant  comme  nouvelle  inconnue  -sQ,  on  voit  que  l'on  peut  se 
borner  au  cas  où,  pour  l'équation  (5),  on  a 

a  =  o,         b  =  o, 
c'est-à-dire  où  cette  équation  est  la  suivante, 

d%z 

(49)  1 S h  C  —  O, 

v/  dx  dy 

c  étant  une  fonction  de  x,  y,  z. 

Les  deux  rapports  égaux  (48)  étant,  maintenant,  l'un  une  fonction 
de  x,  l'autre  une  fonction  de  y,  ont  une  même  valeur  constante  qui 
est  aussi  celle  des  rapports  (47)  ;  et,  en  définitive,  la  fonction  c  de 
notre  équation  (49)  doit  vérifier  la  relation 

d*-c  _      de 

dz-  dz 

où  k  est  une  constante  qui  n'est  pas  nulle;  on  en  déduit,  en  intégrant, 

kc  =  ek{z+m)^-  n, 

m  et  n  désignant  deux  fonctions  de  x  et  y. 

Si  l'on  prend  comme  inconnue  u  =  k(z  -+■  m),  l'équation  (49)  de- 
vient la  suivante 

(50)  : \- eu — co  =  o, 

v      '  dxdy 

où  w  est  une  fonction  déterminée  de  x  et  y. 
Je  dis  que  cette  fonction  w  doit  être  nulle. 
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La  démonstration  de  ce  point  est  une  conséquence  immédiate  du 
résultat  obtenu  au  n°  8  pour   l'équation  (40;   ^a  considération  du 

système 


(5i) 


i      (dz 
u  =  log  [-T- 

°  \àx 

du 

ày' 


en  vertu  duquel  z  satisfait  à  l'équation 

d*z  dz  ^       du  _ 

dx  dy  dx  dy  ' 

et  u  à  l'équation  (5o),  nous  montre,  en  effet,  que  ces  deux  équations 
(5o)  et  (52)  admettent,  en  même  temps,  des  solutions  de  la  forme  gé- 
nérale (i). 

L'équation  cherchée  de  la  forme  (5o)  ne  peut  donc  être  que  la  sui- 
vante 

d*u 

1_  eu  —  0< 

dx  dy 

dont  Liouville  a  donné  l'intégrale. 

L'intégration  de  cette  équation  est  ramenée,  au  moyen  du  sys- 
tème (5i),  où  l'on  suppose  a)  =  o,  à  celle  de  l'équation  (45),  et  son 
intégrale  générale  est  ainsi,  en  vertu  de  (46),  déterminée  par  la  for- 
mule 

[/(*)+ <p  00]*' 
qui  concorde  avec  celle  donnée  [III,  p.  291]. 
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NOTES  DE  L'AUTEUR. 


NOTE  IV. 


SUR  LA  TORSION  DES  COURRES  GAUCHES  ET  SUR  LES  COURRES 
A  TORSION  CONSTANTE. 


1.  Il  semble  au  premier  abord  qu'il  y  ait  une  grande  analogie  de 
nature  entre  la  courbure  et  la  torsion  d'une  courbe  gauche.  L'une  et 
l'autre  de  ces  grandeurs  se  définissent  comme  le  quotient  d'un  angle 
infiniment  petit  par  la  différentielle  de  l'arc;  l'une  et  l'autre  repré- 
sentent une  rotation  dans  la  théorie  cinématique  des  courbes  à  double 
courbure.  Mais  ces  rapprochements  sont  les  seuls  qu'on  puisse  si- 
gnaler :  il  y  a  un  centre  de  courbure,  il  n'existe  pas  de  centre  de 
torsion;  la  courbure  dépend  des  éléments  différentiels  du  deuxième 
ordre;  la  torsion  de  ceux  du  troisième  ordre.  Enfin,  tandis  que  la 
courbure  est  une  irrationnelle  dépendant  d'un  radical  carré,  comme 
toutes  les  grandeurs  dont  la  mesure  se  ramène  à  celle  d'un  segment 
de  droite,  la  torsion  est  déterminée  rationnellement,  en  grandeur  et 
en  signe,  pour  chaque  point  d'une  courbe  gauche.  Les  formules  qui 
donnent  les  valeurs  de  ces  deux  éléments  mettent  ce  dernier  point 
en  pleine  évidence  (1).  On  peut  encore  l'établir  en  étudiant  un  infini- 
ment petit  d'une  nature  particulière,  relatif  à  une  courbe  gauche  quel- 
conque. 

2.  Soit  M  un  point  quelconque  d'une  courbe  gauche.  Prenons  sur  la 


(')  Dans  le  Cours  d'Analyse  de  l'École  Polytechnique,  M.  Hermite  suppose 
que  les  coordonnées  x,  y,  z  du  point  d'une  courbe  gauche  sont  exprimées  d'une 
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courbe  quatre  points  M1;  M2,  M3,  M4,  infiniment  voisins  du  point  M; 
et  proposons-nous  d'évaluer  le  volume  du  tétraèdre  M^MaM^Mi. 
Soient  oc,  y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  du  point  M,  que  nous 
supposerons  exprimées  en  fonction  d'un  paramètre  t  ;  soient  x' ,  y' ,  z'  ; 
x",  x'",  .  .  .  leurs  dérivées  par  rapport  à  t.  Si  t  +  ht  désigne  la  valeur 
du  paramètre  pour  le  point  M,,  les  coordonnées  Xi,yi,  zt  de  ce  point 
s'exprimeront  par  les  formules 


(0 


Xi  =  x  -t-  x' hi-A h\  H — -  h}  -+■. 

y"    -,       y'"    •> 
n  =r-+-  fin  -+- J—  h'i  ■+■  =j-  à*  ■+- . 


=  z  -+-  z'hi  m h\  -t-  — ■  /i*  -+- . 

2  6 


Le  volume  V  du  tétraèdre  MiM2M3M4,  c'est-à-dire  le  sixième  du 


moment  des  deux  segments  MjM. 
deur  et  en  signe,  par  la  formule 


et  M3Mt  (1),  sera  défini,  en  gran- 


(2) 


GV  = 


Xi  jKi  Si  i 

xî  y=±  zt  i 

#3  J3  ^3  1 

#4  JK4  -S4  I 


En  négligeant  les  termes  contenant  la  quatrième  puissance  et  les 


manière  quelconque  en  fonction  d'un  paramètre  t  et  il  donne  (p.  168  et  suiv. ) 
les  expressions  suivantes  de  la  courbure  et  de  la  torsion. 

Soient  x',y',z',x",  ...  les  dérivées  successives  de  x.y,z.  Posons 


A, 

=y*' 

—  z'  y' 

B  - 

=  z'  x" 

—  x'  z' 

C  = 

=  x'  y" 

—  y'x 

Si  p  et  t  désignent  respectivement  les  inverses  de  la  courbure  et  de  la  torsion, 
on  aura  les  formules 


(x"--hy'*-hz'>y 


qui  montrent  bien  la  différence  de  nature  entre  la  courbure  et  la  torsion. 

(')   Voir,  à  ce  sujet,  G.   Kœnigs,  Leçons  de  Cinématique  professées  à  la  Fa- 
culté des  Sciences  de  Paris,  Chapitre  I. 
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puissances  supérieures  des  ht,  on  aura  évidemment 
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6V 


X       X        X         X 

y  y'  y"  y" 


h 

M 

*î 

i 

2 

6 

h  2 

A^ 

h\ 

r 

•2 

6 

i 

M 

2 

6 

hk 

M 

A? 

T 

2 

6 

ou  encore 

(3)  7%y=-^(h1,h2,hs,h), 

A  désignant  le  déterminant 


(4) 


A  = 


x' 

y 

z' 

x" 

y" 

z" 

x"1 

y'" 

z" 

et  Ç  (hl,  h2,  hs,  hk)  le  produit  suivant  : 

\   K(hu  >H,  A3,  A4) 


(5) 


(A4  —  A,  )  ( A4—  A2)  (A4  —  As)  (  A3—  Ai  )  (  A3  —  A2 )  (A2—  At  ). 


3.  Pour  calculer  le  déterminant  A,  on  peut  se  servir  des  formules 
de  Serret-Frenet  : 


(6) 


dx 
ds 


da 

ds 


db_ 
ds 


a,  b,  c  ayant  les  significations  déjà  données  [I,  p.  i  et  9].  On  en  déduit 
en  effet  les  expressions  suivantes  des  dérivées  de  x  par  rapport  à  t, 


dx 

dt  dt 


(7) 


ds 

dt 

d'2s 

ld^ 

d*s 
dt* 


b  ds* 
p  dt*' 

nb  ds  d2s 
°  p  TTt  dt? 


b      Vf 


ds* 


ds      dt* 


c  \  ds* 
dt* 


Ces  expressions,  et  celles  qui  conviennent  de  même  aux  dérivées  de 
y  et  de  z,  permettent  de  calculer  aisément  la  différentielle  de  l'arc,  la 
courbure  et  la  torsion.  En  les  portant,  par  exemple,  dans  le  détermi- 
nant A  et  se  rappelant  que  le  déterminant  des  9  cosinus  a,  b,  c  doit 
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être  égal  à  i,  on  trouvera 

'dsY 


-  \*i 

Cette  formule  met  bien  en  évidence  la  propriété  de  la  torsion  sur 
laquelle  nous  voulions  insister  (J). 

k.  En  portant  la  valeur  de  A  dans  la  formule  (3),  on  aura  donc 

(9)  7^Y=~,^\(hl,h2,h3,hi). 

Pour  donner  une  forme  entièrement  géométrique  à  cette  formule, 
on  peut  procéder  comme  il  suit  : 

En  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre,  on  peut  con- 
sidérer le  point  Mj  comme  porté  sur  la  tangente  en  M  à  une  distance 

cls 
de  M  égale,  en  grandeur  et  en  signe,  au  produit  -y-  h[,  de  sorte  que  la 

différence 

représentera,  en  grandeur  et  en  signe,  le  segment  MjM/,..  En  tenant 
compte  de  cette  remarque,  on  pourra  écrire  la  relation 


(io)       79.V  =  —M, M4  M2M4  M3M4  MiM3  M,M3  MiM2, 

Tp- 

qui  résout  complètement  le  problème  proposé.  Elle  est  tout  à  fait 
analogue  à  la  suivante 

(h)  4 S  =  -MiMs  JVJ,M8MiM8, 

P 

qui  donne,  sur  une  courbe  plane  ou  gauche,  l'aire  du  triangle  formé 
par  les  trois  points  infiniment  voisins  Ml5  M2,  M3.  Cette  nouvelle  for- 
mule devient  d'ailleurs  pleinement  évidente  si  l'on  se  rappelle  une 
des  relations  les  plus  connues  de  la  Géométrie  élémentaire. 

5.  Si  l'on  suppose  que  quelques-uns  des  points  M1;  M2,  M3,  M4 
viennent  se  confondre,  la  formule  (io)  conduit  à  des  relations  déjà 
connues.  Nous  savons,  par  exemple,  que  le  volume  V  admet  l'expres- 


(*)  Elle  se  déduit  immédiatement  des  deux  formules  de  M.  Hermite  données 
dans  la  note  de  la  page  4a3,  mais  avec  un  changement  dans  les  signes,  sur  lequel 
nous  allons  revenir  plus  loin. 
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sion  suivante  : 

V=  -gMiMsMlMTSsmO, 

9  désignant  l'angle  des  arêtes  opposées  MtM2  et  M3M4,  o  étant  leur 
plus  courte  distance.  On  aura  donc 

128  sin0  =  —MiMi  M,M4M1MSM2MS. 

Supposons  que  M2  vienne  coïncider  avec  Mt  et  M4  avec  M3;   les 
arêtes  MiM2  et  M3M4  deviendront  les  tangentes  en  Mi  et  en  M3  ;  leur 

angle  6  aura  pour  valeur  approchée  — - — -,  et  la  formule  précédente 
nous  donnera 

s       M,MS3 

120  = 


C'est  l'expression  bien  connue  que  M.  O.  Bonnet  a  donnée  pour  la 
plus  courte  distance  de  deux  tangentes  infiniment  voisines. 

Laissant  de  côté  des  remarques  analogues  qui  nous  feraient  con- 
naître d'autres  infiniment  petits,  revenons  à  l'objet  que  nous  avons 
en  vue.  La  formule  (8)  montre,  comme  nous  l'avons  fait  remarquer, 
que  la  torsion  est  une  quantité  rationnelle,  puisqu'en  chaque  point  de 

la  courbe  p2  et  -j-^  s'expriment  sans  aucun  radical  carré.  Au  reste,  on 

peut  mettre  en  évidence  le  même  résultat  en  rappelant  les  formules 
que  nous  avons  données  au  n°  36  [I,  p.  42].  Nous  avons  vu  que  si  c,  c', 
c"  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  binormale,  on  a,  t  désignant  tou- 
jours l'inverse  de  la  torsion, 

I   dx  =  a  ds  =  x(c"dc' —  c'  de"), 
([2)  <  dy  =  o!  ds  =  x(c  de" —  c" de), 

[  dz  =  al' ds  =  t(c'  de  —  cdc'). 

Il  est  clair  que  les  expressions  ainsi  obtenues  ne  dépendent  nulle- 
ment du  sens  attribué  à  la  binormale;  et,  par  suite,  chacune  d'elles 
fera  connaître  une  valeur  rationnelle  de  la  torsion.  Au  reste,  si  l'on 
substitue  à  c,  c',  c"  des  quantités  h,  k,  l  simplement  proportionnelles 
à  ces  cosinus,  on  aura  les  formules 

7  l  dk  —  k  dl 

dx  =  x- 


(i3)  {dy  = 

dz  = 


te-hk' 

>-+l*J 

h  dl  — 

l  dh 

/*2  +  k' 

H-P' 

k  dh  — 

hdk 

A* +  **+** 
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qui  ont  été  déjà  employées  pour  le  cas  où  la  torsion  est  constante  [I, 
p.  43]. 

6.  Les  remarques  précédentes  montrent  aussi  que,  pour  énoncer 
d'une  manière  tout  à  fait  correcte  le  théorème  d'Enneper,  il  faut 
dire  que  les  torsions  des  deux  lignes  asymptotiques  qui  passent  en  un 
même  point  d'une  surface  y  sont  égales  en  valeur  absolue  à  l'inverse 
de  sj —  RR',  R  et  R'  étant  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la 
surface;  mais  les  formules  de  M.  Lelieuvre  [IV,  p.  24,  29],  rap- 
prochées des  précédentes  (12),  montrent  immédiatement  que  les 
torsions  des  deux  lignes  asymptotiques  sont  égales  et  de  signes 
contraires.  Sur  une  surface  à  courbures  opposées,  les  deux  familles 
de  lignes  asymptotiques  sont  nettement  distinguées  par  la  propriété 
suivante  :  pour  les  unes,  la  torsion  est  positive;  pour  les  autres,  la 
torsion  est  négative. 

11  y  a,  par  exemple,  deux  classes  de  surfaces  réglées  :  pour  les  unes, 
la  torsion  des  génératrices  rectilignes  est  positive;  pour  les  autres, 
elle  est  négative.  Pour  définir  cette  torsion,  il  faut,  bien  entendu, 
considérer  le  plan  tangent  à  la  surface  comme  étant  le  plan  osculateur 
de  la  génératrice  rectiligne. 

Pour  chercher  à  quelle  propriété  de  forme  correspond  le  signe  de 
la  torsion,  appliquons,  par  exemple,  les  formules  (12)  à  l'hélice  dé- 
finie par  les  équations 

x  =  cos  t,        y  =  sin  t,         z  =  ht, 
nous  trouverons 

*  =  -—h-'- 

de  sorte  que,  pour  une  hélice  dextrorsum,  la  torsion  est  négative; 
elle  est  positive,  au  contraire,  pour  une  hélice  sinistrorsum  ('). 

7.  Au  n°  39  nous  avons  signalé,  comme  un  problème  des  plus  inté- 


(')  On  voit  facilement  que  la  valeur  de  la  torsion  donnée  par  la  formule  de 
M.  Hermite  et  celle  qui  résulte  de  l'application  des  formules  (6)  de  Serret-Frenet 
sont  égales  et  de  signes  contraires.  La  formule  de  M.  Hermite  nous  semble  pré- 
férable :  il  aurait  mieux  valu  écrire  les  formules  de  M.  Serret  sous  la  forme 

bcls             ,              bds 
aa  =  ,         de  = 

P  * 

Alors,  pour  une  hélice  dextrorsum,  la  torsion  serait  positive;  t  serait  égale  à 
la  rotation  p  et  non  à  cette  rotation  changée  de  signe  (n°  4). 
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ressants,  la  recherche  des  courbes  algébriques  à  torsion  constante. 
La  construction  que  nous  avons  donnée  au  n°  770  nous  a  montré 
qu'il  y  a  le  plus  haut  intérêt  à  connaître  même  celles  de  ces  courbes 
qui  sont  entièrement  imaginaires.  Cette  construction  peut,  en  effet, 
s'énoncer  de  la  manière  abrégée  suivante  (nos  769-770)  : 

Pour  déterminer  toutes  les  surfaces  applicables  sur  le  parabo- 
loïde  de  révolution  de  paramètre  11,  on  construit  deux  courbes  (T), 

(Tj)  ayant  des  torsions  constantes,  égales  et  de  signes  contraires  -, 
-— -■  Le  milieu  u.  de  la  corde,  qui  joint  un  point  de  (r)  à  un  point 

de  (r,),  décrit  une  surface  (S^)  qui  peut  être  engendrée,  soit  par  la 
translation  d'une  courbe  {Y')  ho  mot  hé  tique  à  (T),  soit  par  la  trans- 
lation d'une  courbe  (T[  )  homothétique  à  (Tj).  Les  plans  oscillateurs 
aux  courbes  (T')  et  (T[)  qui  passent  en  un  point  M  de  (S0)  se  cou- 
pent suivant  une  droite  (d).  Les  deux  nappes  focales  (Sx)  et  (S2) 
de  la  congruence  engendrée  par  cette  droite  sont  les  surfaces  cher- 
chées. D'ailleurs,  si  Fu  F2  sont  les  points  focaux  de  (d),  on  a 

2 

w  désignant  l'angle  des  deux  plans  oscillateurs  qui  se  coupent  sui- 
vant la  droite  (d). 

Il  résulte  immédiatement  de  cette  construction  la  conséquence  sui- 
vante :  il  faut  que  la  courbe  (T)  soit  imaginaire  pour  que  les  nappes 
(S^  et  (S2)  soient  réelles.  On  devra  alors  associer  à  (F)  la  courbe 
imaginaire  conjuguée  (Fi). 

Depuis  l'invitation  que  nous  avons  adressée  au  n°  39  aux  géo- 
mètres, les  courbes  à  torsion  constante  ont  été  l'objet  d'un  certain 
nombre  de  travaux  (1). 


(')  G.  Koenigs,  Sur  la  forme  des  courbes  à  torsion  constante  (Annales  de  la 
Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  t.  I,  p.  E.i;  1887). 

I.  Lyon,  Sur  les  courbes  à  torsion  constante;  Thèse  soutenue  eu  juillet  1890 
devant  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  (Annales  de  l'Enseignement  supérieur 
de  Grenoble,  t.  II,  p.  353;  1890). 

M.  Fouché,  Sur  les  courbes  algébriques,  à  torsion  constante  (Annales  de 
l'École  Normale  supérieure,  3e  série,  t.  VII,  p.  335;  novembre  1890). 

E.  Fabry,  Sur  les  courbes  à  torsion  constante  (Annales  de  l'École  Normale 
supérieure,  3e  série,  t.  IX,  p.  177;  1895). 

E.  Cosserat,  Sur  les  courbes  algébriques  à  torsion  constante  et  sur  les  sur- 
faces minima  algébriques  inscrites  dans  une  sphère  (  Comptes  rendus,  t.  CXX, 
p.  1352  ;  i8g5). 
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Bien  qu'on  n'ait  pas  encore  réussi  à  déterminer  toutes  les  courbes 
algébriques  à  torsion  constante,  nous  devons  à  M.  Fabry  la  connais- 
sance d'un  certain  nombre  d'entre  elles,  qui  sont  réelles.  On  peut 
citer,  par  exemple,  celles  qui  correspondent  aux  valeurs  suivantes  des 
cosinus  directeurs  de  la  binormale 

i/X  cos ut  —  \/\x  coslt 

C    = 5 

,_  \J  X  sin  fi.  t  -+-  \f\).  sin  X  t 
y/X-f-yV 

2  V  XlJ.  X  -+-   U 

c "=  — ~ — *—  c°s t, 

où  X  et  ji.  sont  deux  entiers. 

M.  Fouché  a  employé  pour  étudier  les  courbes  à  torsion  constante 
la  méthode  suivante  : 

Exprimons  les  cosinus  directeurs  de  la  binormale  par  les  formules 
si  souvent  employées 

.  _.                           t  —  a8                     .  i-t-a8              ,      a  +  S 
(i5)  c—  j-,  c=i §,  c=- ', 

a  —  p  a  —  [i  a  —  p 

où  a  et  [3  sont  les  coordonnées  symétriques  d'un  point  de  la  sphère. 
Les  équations  (12)  nous  donneront 

.  B»  dp.  H-  a2  rfS 

dx-\-  idy  —       2x1  — , 

^  (a  -8)2 

,     7  .,  .  rfa  -+-  a?8 

(16)  <  «a;  —  idy  =  —  1x1- g-J- 3 

(a—  8)2 

.  a  d'A  -4-  8  rfa 

*•  — «•  (a_P),  • 

Si  la  courbe  est  algébrique,  c,  c  ,  c"  et,  par  suite,  a,  8  seront  néces- 
sairement des  fonctions  algébriques  d'un  paramètre.  Il  en  sera  de 
même  des  intégrales 

r82^a  +  oc2^3  rds.-*-d$  /'st^  +  prfa 

J         (a_8)2       '  J    (a_8)2J  J       (a-B)*     * 

D'autre  part,  comme  les  expressions 

P»  a?a  —  «s  ^  çfo  — rfB  q  ^8  —  B  da 

C«-B)2-J  (a-3)*'  (a -3)* 
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sont  des  différentielles  exactes,  on  voit  que  les  six  expressions 

(a-p)»'  («~P)2"  (a-P)^ 

(a-P)2'  (a  — p)a'  (a -P.)2 

devront  être  des  différentielles  de  fonctions  algébriques.  Réciproque- 
ment, il  sera  suffisant  que  trois  d'entre  elles,  prises  dans  les  trois 
colonnes  différentes,  admettent  pour  intégrales  des  fonctions  algé- 
briques. 

Prenons,   par  exemple,   celles  qui  sont  dans  la  seconde  ligne  du 
Tableau  précédent.  Soit 

(■7)  TT^-A. 


il  faudra  que 


(a-P)* 
dz,     a  dz,     a2  dz 


soient  des  différentielles  de  fonctions  algébriques.  Cette  condition 
exige  évidemment  que  g  soit  la  dérivée  seconde  par  rapport  à  a  d'une 
fonction  algébrique.  Il  faudra  donc  que  l'on  ait 

ou  encore 

(18)  P'  =  Y"'(a-P)*. 

Ainsi  tout  est  ramené  à  la  recherche  de  deux  fonctions  algébriques 
[3  et  y  de  a  vérifiant  cette  équation. 

On  peut  encore,  avec  M.  Fouché,  effectuer  une  dernière  transfor- 
mation. Posons 


i 

r 


(19)  *— 

l'équation  deviendra 

(™)  /'+/2  =  y'". 

Bien  que  cette  équation  n'ait  pas  été  résolue  d'une  manière  géné- 
rale, on  en  aperçoit  immédiatement  un  nombre  illimité  de  solutions, 
que  l'on  obtient  en  prenant  pour  f  des  polynômes,  des  fractions  ra- 
tionnelles assujetties  à  des  conditions  simples.  Il  est  vrai  que  les 
courbes  correspondantes  seront  généralement  imaginaires.  Mais  nous 
avons  vu  que,  dans  certaines  questions  au  moins,  ce  sont  ces  courbes 
qu'il  faudra  rechercher. 
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8.  L'équation  précédente,  comme  celle  que  l'on  obtiendrait  en 
égalant  à  une  constante  l'expression  de  la  torsion  en  coordonnées  car- 
tésiennes, appartient  au  type  suivant. 

Soient  y,  z,  u,  ...  des  fonctions  d'une  variable  x  assujetties  à  vé- 
rifier une  équation  différentielle  de  la  forme  suivante  : 

F  (a?, y,  z,u,  ...  ;    y',  s',  u',  ...  ;    y",  z",  u",  . . .)  =  o, 

7  ',  y",  .  .  .  ;  z',  ...  désignant  les  dérivées  successives  de  y,  z,  u,  .... 
On  peut  se  demander  s'il  est  possible  de  résoudre  une  telle  équation 
(ou  plusieurs  équations  simultanées  de  même  forme),  c'est-à-dire 
d'exprimer  x,  y,  z,  u,  ...  en  fonction  d'un  paramètre,  de  certaines 
fonctions  arbitraires  de  ce  paramètre  et  des  dérivées  de  ces  fonctions. 
Monge  s'était  proposé  cette  belle  question  dans  le  Mémoire  que  nous 
avons  déjà  cité  [I,  p.  16].  Elle  mériterait  d'être  reprise  avec  tous  les 
développements  qu'elle  comporte.  On  pourra  consulter,  sur  le  cas  du 
premier  ordre  et  de  deux  variables  indépendantes,  notre  Mémoire  sur 
les  solutions  singulières  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre,  inséré  en  1 883  au  tome  XXVII  des  Mémoires  présentés 
par  divers  savants  à  l'Académie  des  Sciences. 
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NOTE   V. 


SUR  LES  FORMULES  D'EULER  ET  SUR  LE  DÉPLACEMENT 
D'UN  SOLIDE  INVARIABLE. 


1.  Au  Chapitre  III  du  Livre  I  [p.  34  ]  ainsi  qu'au  n°  963,  nous  avons 
eu  à  parler  des  formules  célèbres  d'Euler  et  d'Olinde  Rodrigues  qui 
définissent  un  changement  de  coordonnées  ou  un  déplacement  et  con- 
tiennent seulement  trois  arbitraires,  en  fonction  desquelles  s'expriment 
algébriquement  les  neuf  cosinus.  Nous  allons  faire  connaître  une 
méthode  géométrique  qui  donne  ces  formules  de  la  manière  la  plus 
simple,  en  fournissant  immédiatement  la  signification  géométrique  des 
arbitraires  qui  y  figurent. 

Considérons  une  figure  mobile  ayant  un  point  fixe  O  et  rapportons- 
la  à  un  trièdre  trirectangle  Oxyz  ayant  pour  sommet  le  point  O.  Si 
on  lui  imprime  un  déplacement  quelconque,  on  sait  qu'il  équivaut  à 
une  rotation  d'angle  6  autour  d'un  certain  axe  OH,  passant  par  le 
point  O  (fig.  90).  Par  suite,  un  point  M  quelconque  de  la  figure  in- 
variable venant  occuper  la  nouvelle  j>osition  M1;  il  y  aura  un  plan 
perpendiculaire  à  OH  passant  par  M  et  par  Mi,  et  dans  ce  plan,  un 
cercle  passant  en  M  et  en  M1}  dont  le  centre  P  sera  sur  OH. 

Menons  les  tangentes  au  cercle  en  M  et  en  Ml;  elles  se  coupent  en 
un  point  Q.  Nous  allons  déterminer  de  deux  manières  différentes  les 
coordonnées  du  point  Q. 

L'angle  MPMt  étant  égal  à  6,  l'angle  MPQ  sera  égal  à  -■  Par  con- 
séquent, si  l'on  imprimait  à  la  figure  mobile  dans  sa  première  posi- 
tion une  rotation  infiniment  petite,  dont  la  vitesse  angulaire  serait 

tang-,  la  vitesse  du  point  M  serait,  en  grandeur  et  en  signe,  égale  au 

segment  MQ. 

Si  donc  on  désigne  par  x,  y,  s  les  coordonnées  du  point  M  et  si 
D.  —  IV.  28 
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l'on  pose,  a,  p,  y  désignant  les  angles  de  OH  avec  les  axes, 


X 


a  0  v  8 

—  =  cosp  taner-,  -  =  cosy  taner  -  , 

p  r  °  2  p  '  &  2 


(i)        -  =  cosa  tan<?  -3 

p  2 

X      ui      v  ,  .  ,.  .  .     ~     . 

-?  -,  -  seront  les  trois  composantes  de  la  rotation  infiniment  petite 
P    P_   P  r  l 

considérée,  et  les  projections  de  MQ  sur  les  trois  axes  seront 

\j.  z  —  v  y  v  .77  —  X  z  ~ky  —  [J.  X 


Fig.  90. 


Pour  obtenir  les  coordonnées  x' ,  y',  z'  du  point  Q,  il  faudra  ajouter 
les  projections  de  OM  à  celles  de  MQ,  ce  qui  donnera 


(2) 


px  =  px  -f-  [J.:-  —  vy, 
py'=  py-^vx  —  lz, 
pz'  =  pz  -+-  \y  —  [xx. 


Envisageons  maintenant  la  figure  dans  sa  seconde  position;  on  re- 
marquera que  MtQ  serait  la  vitesse  du  point  Mt  si  l'on  imprimait  à  la 
figure  une  rotation  infiniment  petite,  égale  et  contraire  à  la  première. 
Si  donc  xï,  ylt  zx  désignent  les  coordonnées  du  point  M1(  on  aura  de 
même,  en  changeant  les  signes  de  X,  \x,  v  ou  celui  de  p, 


(3) 


px 

= 

pxx  — 

H*i 

+ 

vyu 

?y 

= 

P7i  — 

VXi 

■+- 

kZ\, 

pz' 

= 

pzt  — 

*7i 

-h 

[IXi 

FORMULES    DEULER    ET    DÉPLACEMENT    FINI.  435 

Egalant  les  expressions  différentes  de  x',  y',  z',  nous  aurons 

[   px"4-pz  —  vy  =  pa?i—  n-si-f-vjj, 

(4)  J   pJK-Hvar  —  As  =  pjKi  —  va?,  +  X*1} 
(   p.s  -+-  Xjk  —  [LCC  =  pz1 —  Xj^i+fjia?!. 

2.  On  peut  résoudre  ces  équations  d'une  manière  élégante.  Si  on 
les  ajoute  d'abord  après  les   avoir  multipliées   respectivement   par 

X      a     v  ,     .  ,  ,      . 

—  )  -j  -t  on  obtient  la  relation 

P     P     P 

(5)  Xa?  -+-  \iy  -+-  vz  =  X^-j-  \t-y\-\-  vzf, 

qui  était  évidente  par  la  Géométrie,  car  elle  exprime  que  la  droite 
MMt  est  perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation.  Si  l'on  ajoute  maintenant 
les  quatre  équations  précédentes,  après  les  avoir  multipliées  respec- 
tivement par  des  facteurs  ±X,  ±  jjl,  ±v,  ±  p,  tels  que  le  coefficient 
de  l'inconnue  cherchée  devienne  égal  à 

(6)  X24-ul2+v2h-P2  =  B, 

on  trouve 

l   Bx  =  (p2-i-X2—  }jl2—  v2)a?!-H  a(Xfx  -+-  vp)_yi  H-  a(Xv  —  p.p)  zx 

.   By  =  2(X[jl —  vp)^  +(p2+[j.2 — X2 — v2)  r, -f- 2([jlv -+- Xp)  ^i, 

(  Bz  =  2(Xv  H-fxpja?!  -+-2(p — Xp)jri  -t- (p2-i-v2— X2 — ij.2; 

Pour  obtenir  les  formules  résolues  par  rapport  à  xlf  yt,  zu  il  fau- 
drait échanger  x,  y,  z  et  xu  yt,  zx  en  changeant  le  signe  de  p. 

3.  Dans  les  développements  qui  précèdent,  nous  envisageons  une 
figure  invariable,  rapportée  à  un  trièdre  fixe  (T)  Oxyz  et  se  dépla- 
çant pendant  que  ce  trièdre  reste  fixe.  On  peut  aussi  considérer  les 
formules  précédentes  comme  définissant  un  changement  de  coordon- 
nées, dans  lequel  on  passera  de  (T)  à  un  trièdre  (T^  Ox^yxzx.  Alors 
les  arbitraires  a,  p,  y,  6,  reliées  à  X,  \j.,  v,  p  par  les  formules  (i),  défi- 
niront la  rotation  qui  amène  le  trièdre  (Tj)  à  coïncider  avec  le 
trièdre  (T).  Il  suffit,  pour  le  reconnaître,  de  remarquer  que,  si  l'on 
suppose  que  la  rotation  définie  par  les  formules  (  i  )  entraîne  le 
trièdre  (T),  les  coordonnées  du  point  M1}  par  rapport  à  la  nouvelle 
position  du  trièdre,  restent  égales  aux  coordonnées  x,  y,  z  du  point  M, 
tandis  que  les  coordonnées  de  Mu  relatives  aux  axes  primitifs,  sont 
xu  vv  zx.  Il  est  évident,  d'ailleurs,  que  l'axe  de  rotation  fait  des 
angles  égaux  avec  les  axes  de  même  nom  des  trièdres  (T)  et  (T,). 
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h.  Revenons  à  notre  premier  point  de  vue.  Au  n°  27,  nous  avions 
déjà  donné,  sous  deux  formes  différentes,  les  équations  précédentes, 
en  les  rattachant  à  la  considération  de  la  substitution  linéaire  qui 
définit  une  rotation.  Nous  avons  vu,  en  effet,  que  si  l'on  considère  la 

sphère  de  rayon  i, 

x-  +  y--\-  z-  =  i, 

et  si  l'on  introduit  la  variable  complexe  définie  par  la  formule 

(8)  £±3£=«, 

i  —  z 

la  substitution  linéaire 

.    .  mz,-+-  n 

(9)  a  = 


définit  une  rotation  qui  est  aussi  déterminée  sous  différentes  formes 
par  les  équations  (8),  (9)  et  (11)  [I,  p.  34].  On  retrouve  ainsi  les 
formules  d'Euler;  et  si  la  méthode  par  laquelle  on  les  obtient  exige 
un  appareil  analytique  plus  compliqué  que  la  précédente,  elle  permet 
du  moins  d'obtenir,  avec  plus  de  facilité,  les  relations  relatives  à  la 
composition  de  deux  rotations. 

Supposons,  en  effet,  que  l'on  effectue  successivement  deux  rota- 
tions, la  première  définie  par  la  formule  (9),  la  seconde  par  la  sui- 
vante : 

.      4                                                              /n,  a.  H- «! 
<io)  ax  =  = 

En  portant  cette  valeur  de  0^  dans  la  formule  précédente,  on  aura 

(  mm\  -t-  npi  )  a2  -I-  mn^  -t-  nql  _ 


(n) 


{pmy^-  qp1)aQ-hpni+  qqx 


de  sorte  que,  suivant  la  proposition  de  M.  Klein,  la  composition  de 
deux  rotations  équivaut  à  celle  de  deux  substitutions  linéaires.  Si 
l'on  désigne  par  m01,  n01,  p01,  q0l  les  valeurs  de  m,  n,p,  q  relatives  à 
la  rotation  composée,  on  aura 

[  m01=  mmy+npi,  (  p01  =  pmx-\-  qpu 

(12)  (i3) 

(   «01  =mni  -hnqi.  (   q0i  =  pnt  -+-  qqY. 

Si  maintenant,  pour  établir  une  concordance  avec  nos  premières 
formules,  nous  introduisons,  comme  au  n°  27,  les  arbitraires  X,  [x,  v,  p, 
à  la  place  de  m,  n,p,  q,  en  posant  [I,  p.  34] 

(  m= — p— I-  tv,     n= — [Ji-i-tX,     »îi  =— pi -r- tvi,     ni  = — (j^h-jX,, 
\q—  —  P'-îv,     p=      ^t-f-t'X,     qi  =—  pi  —  ïvI}    px  =      fAj-f-jXi. 
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et  de  même 

(   '«oi  =  —  Poi-+-*voi)         «-oi  =—  [*oi-H  A01, 
f    #01  — — P01 — £voi,  Po\~       (J-oi H-  * A01, 

les  formules  (12)  et  (i3)  nous  donneront  les  suivantes 


(16) 


poi  =  XXt-t- fifii-4- W]  —  ppi, 
X0i  =  F'i  —  vf*i  —  \°i  —  pXi, 
H01  =  vXi  —  Xvi  —  [xp,  —  p[J.1; 
v01  =  Xii!  —  aXt >pi  —  pvj. 


Elles  résolvent  complètement  la  question  proposée,  car  elles  donnent 
les  quantités  X,  [x,  v,  p  qui  caractérisent  la  substitution  composée  en 
fonction  des  quantités  analogues  relatives  aux  rotations  composantes. 
Nous  allons  les  appliquer  à  l'étude  de  la  question  suivante. 

5.  Supposons  qu'un  trièdre  (Tl)Oxly1zl,  dont  le  sommet  reste 
fixe,  se  déplace  d'une  manière  quelconque  et  supposons  qu'il  soit 
rattaché  à  un  trièdre  fixe  (T)  0  xyz,  par  les  formules  (7)  où  X,  \x, 
v,  p  seront  des  fonctions  connues  d'un  paramètre  t.  Proposons-nous  de 
déterminer,  à  chaque  instant,  les  composantes  de  la  rotation  infini- 
ment petite  du  trièdre  (Tj),  ces  composantes  étant  prises  relativement 
aux  axes  de  ce  trièdre.  Nous  remarquerons  que,  pour  passer  de  (Tx) 
à  sa  position  infiniment  voisine  (T^),  on  peut  effectuer  successivement 
deux  substitutions  orthogonales,  l'une  par  laquelle  on  passerait  de 
(Tt)  à  (T)  et  qui,  étant  l'inverse  de  la  substitution  (7),  serait  carac- 
térisée par  les  valeurs  X,  ;j.,v,  — p  des  paramètres;  l'autre,  par  laquelle 
on  passerait  de  (T)  à  (T'j)  et  qui  correspondrait  aux  valeurs  X  +  dl, 
p-\-d[L,  v  +  rfv,  p-j-  dp  des  mêmes  paramètres.  En  appliquant  donc  les 
formules  (16)  et  négligeant  des  infiniment  petits  dans  l'expression 
nouvelle  de  p,  on  voit  que  les  valeurs  suivantes 

[    p'  =  X2-l-  [x2-h  v2-4-  p2=  B, 

j   X'  =  \j.  c/v  —  v  d\J.  —  X  o?p  -H  p  dl , 
(17)  / 

i   |j.'  =  v  c/X  —  X  di  —  [±dp  -+-  p  <a?'JL, 

[    v'  =  X  d\x  —  fx  dX  —  v  dp  -4-  p  d-i 

seront  les  paramètres  de  la  substitution  orthogonale,  par  laquelle  on 
passe  de  (Tj)  à  (1%). 

Comme  elles  définissent,  nous  l'avons  vu,  les  composantes  de  la 
rotation  par  laquelle  (T[)  vient  coïncider  avec  (T^,  il  faudra  les 
changer  de  signe  pour  avoir  la  rotation  du  trièdre  (Tj)  et  si  l'on 
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n  û 

applique  les  formules  (i)  en  remplaçant  tang-  par  -  et  posant 

(18)  6cosa  =  Pûfr,         8cos(3  =  Qofr,         0cosy  =  R^, 

il  viendra 

_  _  /     du.  d*>        .dp  d\\ 

BP  =  2  (  v  -y u.  —   -+-  A-f  —  g—-     , 

V     dt        '    dt  dt        '    dt  I 

i  t^^  ( \    dn  d\  do  d\x\ 

(19)  {  BQ  =  j     À  -7 v  -, h  u  -^ P  -r-    » 

^  V      dt  dt        ^  dt       '    cft  / 

„  _.  /     dX        ..  cta  e?p  e?v  \ 

BR  =  2  (  a  -= X-^  +  v-^-  —  p  —     • 

\'    c/«  ^  rf*        r  dt) 

6.  Si  l'on  suppose,  comme  il  est  permis,  que  p  soit  constamment 
égala  1,  ces  formules  se  simplifieront  un  peu.  Il  vaudra  mieux  cepen- 
dant, toutes  les  fois  qu'on  le  pourra,  conserver  l'arbitraire  p;  car  on 
introduira  ainsi  plus  nettement  et  plus  simplement  les  rotations  qui 
correspondent  à  une  valeur  nulle  de  p  et  pour  lesquelles,  d'après  les 
formules  (1),  l'angle  0  est  égal  à  1800. 

Dans  notre  Mémoire  sur  l'équilibre  astatique,  nous  avons  proposé 
d'appeler  ces  rotations  des  renversements.  Nous  allons  terminer  cette 
Note  en  montrant  que  les  renversements,  joints  à  des  inversions 
planes,  c'est-à-dire  à  des  transformations  par  symétrie  relatives  à  des 
plans,  permettent  d'étudier  et  de  composer  très  simplement  les  divers 
mouvements  finis  d'un  solide  invariable.  Nous  nous  appuierons,  à  cet 
effet,  sur  les  remarques  suivantes  : 

Une  rotation  d'angle  8  autour  d' un  axe  (d)  peut  être  remplacée 
par  deux  inversions  successives  relatives  à  des  plans  (P^,  (P2)  se 

coupant  suivant   l'axe  et  faisant    un    angle   -•    On  peut  faire 

tourner,  comme  on  voudra,  le  dièdre  de  ces  deux  plans  autour  de 
l'axe. 

Un  renversement  autour  de  (d)  se  ramène,  par  suite,  à  deux 
inversions  relatives  à  deux  plans  rectangulaires  quelconques  se 
coupant  suivant  la  droite  (d). 

Il  résulte  de  ces  propositions  que  toute  rotation  d'angle  6  autour 
d'une  droite  (d)  se  ramène  à  deux  renversements  autour  de  deux 
droites    (Si),   (S2)>   perpendiculaires   en   un   point   quelconque   à    la 

droite  (d)  et  assujetties,  en  outre,  à  faire  l'angle  -•  Car,  soient  (Pi), 

(P2),  (P)  les  trois  plans  passant  respectivement  par  (d)  et  (§i),  par 
(d)  et  (S2),  Par  (^i)  et  (§2).  Le  premier  renversement  équivaut  aux 


FORMULES    D'EULER    ET    DÉPLACEMENT    FINI.  43g 

inversions  relatives  aux  deux  plans  rectangulaires  (Pj)  et  (P);  le 
second  équivaut  de  même  aux  inversions  déterminées  par  les  plans  (P) 
et  (P2).  H  faut  donc  effectuer  successivement  des  inversions  planes 
relatives  aux  plans  (Pt),  (P),  (P),  (P2)-  Les  deux  inversions  inter- 
médiaires se  détruisent  et  il  reste  les  seules  inversions  extrêmes,  qui 
équivalent,  nous  l'avons  vu,  à  la  rotation  considérée. 

On  peut  imprimer  aux  deux  droites  (oj),  (82)  le  mouvement  d'un 
verrou  autour  de  (d),  c'est-à-dire  les  faire  glisser  et  tourner  tout 
d'une  pièce  d'une  manière  quelconque  autour  de  (d),  sans  qu'elles 
cessent  de  représenter  la  rotation.  Ainsi  : 

Une  rotation  est  parfaitement  représentée  par  un  angle  dont  le 
sommet  est  sur  l'axe  de  rotation,  son  plan  étant  perpendiculaire  à 
cet  axe  et  sa  grandeur  étant  égale  à  la  moitié  de  la  rotation. 

Une  translation  finie  peut  être  représentée  par  deux  inversions 
relatives  à  des  plans  parallèles,  qui  sont  perpendiculaires  à  la 
translation,  et  dont  la  distance  est  égale  à  la  moitié  de  la  trans- 
lation. 

Si  l'on  intercale,  entre  ces  deux  inversions,  deux  autres  inversions 
prises  relativement  à  un  même  plan  perpendiculaire  aux  précédents, 
inversions  dont  l'ensemble  ne  produit  aucun  déplacement,  on  voit 
que  toute  translation  finie  équivaut  à  deux  renversements  autour 
de  deux  droites  parallèles  qui  sont  perpendiculaires  à  cette  trans- 
lation et  dont  la  distance  est  égale  à  la  moitié  de  la  translation. 
Le  plan  de  ces  droites  est  parallèle  à  la  translation. 

7.  Ces  points  étant  admis,  considérons  d'abord  une  figure  avec  un 
point  fixe  O  et  voyons  comment  on  composera  deux  rotations  succes- 
sives. La  première  sera  représentée  par  un  angle  A0Ao  la  seconde 
par  un  angle  BOBj.  Soit  OC  l'intersection  du  plan  des  deux  angles. 
Faisons  tourner  le  premier  dans  son  plan,  de  manière  à  amener  OAt 
sur  OC,  ce  qui  le  remplacera  par  un  angle  DOC.  Faisons  tourner  de 
même  le  second  dans  son  plan,  de  manière  à  faire  coïncider  OB 
avec  OC,  ce  qui  le  remplacera  par  un  angle  CODt.  Pour  composer  les 
rotations,  il  faudra  effectuer  des  renversements  autour  des  droites  OD, 
OC,  OC  et  OD,.  Les  deux  renversements  intermédiaires  se  détruisant, 
il  restera  seulement  ceux  qui  ont  lieu  autour  de  OD  et  OD,  ;  c'est- 
à-dire  la  rotation  que  nous  définissons  par  l'angle  DOD,. 

La  méthode  précédente  n'exige  même  pas  que  l'on  admette  que 
tout  déplacement  d'une  figure  ayant  un  point  fixe  se  réduit  à  une 
rotation  ;  car  il  est  évident  que  ce  déplacement  peut  toujours  se  ra- 
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mener  à  deux  rotations,  l'une  qui  amènera  un  point  M  quelconque  dans 
sa  nouvelle  position  Mi  et  qui  pourra  être  choisie  d'une  infinité  de 
manières,  l'autre  qui  s'effectuera  autour  de  OM^  Gomme  nous  appre- 
nons à  composer  deux  rotations,  on  voit  qu'on  pourra  toujours  réduire 
tout  déplacement  à  une  seule  rotation. 

Passons  maintenant  au  mouvement  le  plus  général.  On  peut  tou- 
jours le  réaliser  en  amenant,  par  une  translation,  un  point  M  de  la 
figure  invariable  dans  sa  nouvelle  position  Mn  puis  en  effectuant  une 
rotation  autour  d'un  axe  passant  par  Mt.  La  translation  se  ramène  à 
deux  inversions  relatives  à  deux  plans  parallèles  (P),  (Pi)  ;  la  rotation 
équivaut  de  même  à  deux  inversions  autour  de  plans  qui  se  coupent, 
(P2),  (P3).  Donc,  tout  déplacement  équivaut  à  quatre  inversions 
autour  des  plans  (P),  (Pi),  (Pa)>  (Ps)>  dont  les  premiers  sont  pa- 
rallèles. Mais,  comme  on  peut  faire  tourner  le  dièdre  (Pi)  (P2)  d'un 
angle  quelconque  autour  de  son  arête,  on  peut  supposer  que  les 
plans  précédents  ne  sont  plus  parallèles.  Alors  les  deux  premières 
inversions  définiront  une  rotation  ainsi  que  les  deux  suivantes.  Donc  ; 

Le  déplacement  cl' une  figure  invariable  se  ramène  d'une  infinité 
de  manières  à  deux  rotations  successives. 

Soient  (d)  et  (d^)  les  axes  de  ces  rotations  et  (0)  leur  plus  courte 
distance.  La  rotation  autour  de  (d)  peut  être  remplacée,  nous  l'avons 
vu,  par  deux  renversements  autour  de  deux  droites,  dont  la  seconde 
sera  (8);  soient  (8j)  et  (0)  ces  deux  droites.  Il  suffit  que  (8j)  coupe  (d), 
à  angle  droit,  au  même  point  que  (8),  et  fasse  avec  (8),  dans  le  sens 
convenable,  un  angle  égal  à  la  moitié  de  la  rotation.  De  même  la 
seconde  rotation  pourra  être  remplacée  par  deux  renversements 
autour  de  deux  droites  (8),  (82),  pourvu  que  (82)  soit  convenablement 
choisie.  On  aura  donc  à  effectuer  quatre  renversements,  dont  deux 
consécutifs  autour  de  (à)  se  détruiront.  Donc  : 

Tout  déplacement  d'une  figure  invariable  se  ramène  par  des 
constructions  géométriques  à  deux  renversements  successif  s  autour 
de  deux  droites  (8t),  (82). 

De  cette  proposition  fondamentale  on  fait  dériver  simplement  la  no- 
tion du  mouvement  hélicoïdal  fini.  Car  menons  par  (8t)  deux  plans 
rectangulaires  (Pj),  (P't)  dont  le  premier  soit  jDarallèle  à  (82);  me- 
nons de  même  par  (8t)  deux  plans  rectangulaires  (P2),  (P2)  dont  le 
premier  soit  parallèle  à  (8,)  et,  par  suite,  à  (Pi).  Les  deux  renverse- 
ments se  ramèneront  aux  inversions  planes  relatives  aux  plans  (Pi), 
(Pi),  (P2),  (P'2).  Les  deux  inversions  intermédiaires,  étant  relatives  à 
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des  plans  parallèles,  équivalent  à  une  translation,  qu'on  peut  échanger 
ensuite,  soit  avec  la  première,  soit  avec  la  dernière  inversion  plane. 
Ces  deux  inversions,  étant  rapprochées,  se  composent  en  une  rotation, 
qui  a  lieu  autour  de  la  plus  courte  distance  de  (oj)  et  de  (32). 

On  voit  donc  que  tout  déplacement  fini  se  ramène  à  une  rota- 
tion et  à  une  translation  parallèle  à  l'axe  de  la  rotation. 

8.  De  même  qu'une  rotation  est  représentée  par  un  angle,  le  dé- 
placement précédent  peut  être  représenté  comme  il  suit  :  Prenons  sur 
l'axe  deux  points  A  et  B  séparés  par  une  distance  égale  à  la  moitié  de  la 
translation  et  élevons  en  A  et  B  deux  perpendiculaires  à  l'axe,  (8j), 
(82),  faisant  un  angle  égal  à  la  moitié  de  la  rotation.  Le  déplacement 
sera  défini  par  ces  deux  droites;  car  il  équivaudra  à  deux  renverse- 
ments successifs  autour  d'elles.  On  pourra  leur  imprimer,  d'ail- 
leurs, le  mouvement  du  verrou  autour  de  V axe,  c'est-à-dire  les 
faire  glisser  et  tourner  d'une  manière  quelconque  autour  de  l'axe, 
sans  qu'elles  cessent  de  définir  et  de  représenter  le  mouvement  héli- 
coïdal. 

De  là  résulte  un  moyen  très  simple  de  composer  deux  mouvements 
finis  quelconques.  Car  soient  (8j),  (32);  (8^),  (8'2)  les  droites  qui  les 
définissent  et  soit  (d)  la  plus  courte  distance  des  axes  des  deux  mou- 
vements [qui  sont  les  plus  courtes  distances  de  (3X),  (82)  et  de  (8'j),  (8'2) 
respectivement].  On  pourra,  en  faisant  tourner  et  glisser  (§1),  (o2) 
autour  de  l'axe  du  premier  mouvement,  amener  (82)  à  coïncider  avec 
(d)  ;  en  opérant  de  même  dans  le  second  mouvement,  on  amènera  (S'J 
en  coïncidence  avec  (d).  Alors  les  deux  renversements  intermédiaires 
autour  de  la  droite  (d)  se  détruiront,  et  le  mouvement  composé  se 
réduira  aux  deux  renversements  autour  des  nouvelles  positions  de 
(oj),  (o2),  c'est-à-dire  qu'il  sera  complètement  et  simplement  défini. 

Inversement,  si  l'on  veut  étudier  les  décompositions  d'un  mouve- 
ment donné,  en  deux  rotations  par  exemple,  la  méthode  précédente 
donnera  très  aisément  la  solution.  Car  soient  (8j),  (82)  les  deux 
droites  définissant  un  mouvement;  on  leur  adjoindra  une  droite  (8) 
les  rencontrant  toutes  deux,  et  il  est  clair  que  le  mouvement  pourra 
être  remplacé  par  les  rotations  définies,  la  première  par  l'angle  des 
droites  (ôj),  (8),  la  seconde  par  l'angle  des  droites  (8),  (82).  Nous 
nous  contenterons  de  ces  rapides  indications  en  faisant  remarquer 
toutefois  que,  dans  l'Ouvrage  cité  plus  haut  [III,  p.  479];  nous  avons 
appliqué  des  méthodes  analogues  à  la  composition  des  inversions 
sphériques. 
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NOTE    VI. 


NOTE  SUR  UNE  ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE  ET  SUR  LES  SURFACES 

SPIRALES. 


1.  Au  n°  90,  où  nous  avons  considéré  pour  la  première  fois  les  sur- 
faces spirales,  nous  avons  vu  que  leur  élément  linéaire  peut  toujours 
être  ramené  à  la  forme  (42)  [ï>  P-  no].  Cette  forme  est  équivalente 
à  celle  qui  est  définie  par  la  formule  suivante 

(i)  ds*-  =  U2e2"(<^2-4-<r/p2), 

où  U  désigne  une  fonction  de  u.  Conformément  à  une  remarque  qui  est 
due  à  M.  Maurice  Lévy,  nous  avons  reconnu  que  cette  forme  convient 
à  une  infinité  de  surfaces  spirales.  Car  si  l'on  définit  une  telle  surface 
par  les  équations 

i  Z  =  ze*, 

(2)  I  X  =  rev  cos(co  -+-  hv), 
f   Y  =  rev  sin(o>  -+-  hv), 

où  h  désigne  une  constante  et  où  z,  r,  w  sont  des  fonctions  de  u,  on 
aura,  en  exprimant  que  l'élément  linéaire  est  donné  par  la  for- 
mule (1),  les  trois  relations  suivantes 

j   U2  =  r2(i  + A2)  +  ,z2, 

(3)  <   o    =  zz' -h  rr'  -+-  hr2to', 

(     U2=  7-2w'2-H.3'2-{-/-'2, 

qui,  pour  chaque  valeur  de  h,  déterminent  les  fonctions  /',  z,  w.  Nous 
nous  proposons  maintenant  de  compléter  les  résultats  précédents  et 
de  prouver  que  l'intégration  du  système  précédent  se  ramène  à  celle 
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d'une  équation  différentielle  remarquable,  déjà  rencontrée  et  signalée 
d'ailleurs  dans  différentes  parties  de  cet  Ouvrage  (1). 

A  l'inspection  des  équations  (  3)  on  reconnaît  immédiatement  que, 
en  supposant  i  -f-  h%  différent  de  zéro,  l'on  pourra,  par  l'élimination 
de  r  et  de  u>,  obtenir  pour  s  une  équation  différentielle  du  premier 
ordre.  On  déduit,  en  effet,  des  deux  premières 


U2- 


(4) 


h* 


hzz'-+-  y  UU' 
h 


En  éliminant,  au  moyen  de  ces  équations,  r  et  w  dans  la  troisième 
équation  (3),  il  restera  pour  z  l'équation  différentielle 

(5)  ~2  +  ~'s  =  UJ-  m, 

dont  l'intégration  seule  pourra  faire  connaître  les  surfaces  cherchées. 

2.  Or,  au  n°  621  [III,  p.  83],  nous  avons  rencontré  l'équation  sui- 
vante 

(6)  p*+ (!!)'=  v> 

qui  ne  diffère  de  la  précédente  que  par  les  notations;  et  nous  avons 
vu  que  l'intégration  de  cette  équation  différentielle  permet  de  déter- 
miner toutes  les  lignes  géodésiques  des  surfaces  dont  l'élément  li- 
néaire est  défini  par  la  formule 

ds*  =  V  \du%  -+-  (  u  ■+-  Vi  f  d^-  ] . 

V!  est,  comme  V,  une  fonction  de  v\  toutes  les  fois  que  cette  fonction 
se  réduit  à  une  constante,  l'élément  linéaire,  nous  l'avons  vu,  se  ré- 
duit à  celui  des  surfaces  spirales. 

On  peut  donc  dire  que  l'intégration  d'une  équation  différentielle  de 
la  forme  (5)  ou  (6)  fera  connaître  les  lignes  géodésiques  d'une  infinité 
de  surfaces,  parmi  lesquelles  se  trouveront  des  surfaces  spirales,  et 
dont  l'élément  linéaire  dépendra  d'une  fonction  arbitraire  V!  (en  de- 
hors de  celle  V  qui  figure  dans  l'équation). 


(')  On  pourra  consulter  la  Note  Sur  la  détermination  des  surfaces  spirales 
d'après  leur  élément  linéaire,  insérée  par  M.  Raffy  au  Tome  CXII,  p.  1421  des 
Comptes  rendus,  en  1891. 
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Enfin,  au  n°  732  [III,  p.  3o3],  nous  nous  sommes  proposé  de 
déformer  une  surface  réglée  de  telle  manière  que  l'une  de  ses 
courbes,  assignée  à  l'avance,  devienne  plane,  et  nous  avons  reconnu 
que  la  solution  de  ce  problème  dépend  d'une  équation  différentielle 
du  premier  ordre  appartenant  au  type  suivant 

(7)  MjK2H-2Nj7'+Py2  =  I) 

où  M,  N,  P  sont  des  fonctions  quelconques  de  la  variable  indépen- 
dante x.  Cette  nouvelle  forme  comprend  évidemment  comme  cas 
particulier  les  formes  (5)  et  (6)  :  nous  nous  proposons  de  justifier 
une  indication  déjà  donnée  [III,  p.  3o4,  note]  et  de  montrer  tout 
l'intérêt  que  présente  l'étude  analytique  des  équations  différentielles 
précédentes. 

Remarquons  d'abord  que  l'on  peut  très  aisément  ramener  l'équa- 
tion (7)  à  la  forme  (5).  En  effet,  écrivons-la  comme  il  suit 

(Py+  Nj)2  -+-  (PM  —  N2)j2  =  P. 
Si  l'on  détermine  une  fonction  X  par  la  quadrature 

X  =  eJ  t      , 

et  si  l'on  effectue  la  substitution 

(S)  r=\, 

l'équation  deviendra 

P2m'!-i-(PM  —  N»)ifl  =  PX2, 

et  il  suffira  de  changer  la  variable  indépendante  en  substituant  à  x  la 
variable  définie  par  la  quadrature  suivante 


(9)  •«'=   /VPM-N» 


pour  obtenir  la  forme  réduite 

.     .  .      /  du\*  PX* 

(10)  u-- 


dx' I        PM  — N« 
où  il  faudra  exprimer  le  second  membre  en  fonction  de  x'. 

3.  Puisque  les  formes  (10)  et  (7)  ont  le  même  degré  de  généralité, 
gardons  l'équation  (  7  ),  et  voyons  comment  on  pourra  la  ramener  à  une 
équation  du  premier  ordre  et  du  premier  degré. 
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Il  suffît  pour  cela  de  prendre  comme  inconnue  auxiliaire  le  quo- 
tient suivant 

(»)  £=*■ 


y 


On  aura  alors 


(12)  y'  —  >         y  =    , 

v/MXs-i-aNX-i-P  '         /MX2-H2NX  +  P 

En  exprimant  que/'  estla  dérivée  de  y,  on  trouvera  pour  X  l'équa- 
tion 

(i3)        2(NX  +  P)X'=  M'X»+a(N'+M)X»4-(P'-j-4N)X  +  aP, 

qui  est  bien  de  la  forme  annoncée. 

Si  l'on  considère  toutes  les  équations  du  premier  ordre  et  du  pre- 
mier degré 

y=f(v,y), 

et  si  l'on  se  propose  de  les  classer  d'après  la  manière  dont  y  entre 
dans  la  fonction  /,  on  rencontre  tout  d'abord  l'équation  linéaire  et 
l'équation  de  Riccati.  La  plus  simple,  après  celles-là,  si  l'on  admet 
toutefois  que  la  variable  y  puisse  être  soumise  à  une  substitution 
homographique  sans  que  la  forme  de  l'équation  soit  altérée,  est  la 
suivante 

(a)  y=-^ 


e7+/ 

"où  a,  b,  c,  cl,  e,  /sont  des  fonctions  données,  mais  quelconques,  de  la 
variable  indépendante. 

L'équation  précédente  contient  l'équation  (i3)  comme  cas  particu- 
lier; nous  allons  montrer  que,  si  l'on  en  connaît  des  solutions  parti- 
culières, on  pourra  toujours,  par  des  substitutions  simples,  la  ramener 
à  une  forme  type  ne  contenant  plus  qu'une  fonction  arbitraire. 

k.  Appuyons-nous  sur  la  propriété  essentielle  :  l'équation  ne  change 
pas  de  forme  lorsqu'on  effectue  sur  la  variable  y  une  substitution 
homographique  quelconque.  D'après  cela,  si  l'on  connaît  trois  solutions 
particulières  y0,  yu  y2,  effectuons  la  substitution  homographique  qui 
leur  fait  correspondre  les  valeurs  o,  i,  oo.  La  nouvelle  équation  devant 
admettre  ces  solutions  particulières,  on  aura 

a  =  cl  =  o,         b  -+-  c  =  o, 
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et  elle  prendra  la  forme 

dy  _  y(\  —  y) 
dx  ey-hf 

En  changeant  de  variable  indépendante  on  pourra  simplifier  encore 
et  réduire  à  l'unité  une  des  fonctions  e  ou  f,  avoir,  par  exemple, 
la  forme  typique 


(i5) 


dx  a  — y 


La  manière  même  dont  nous  l'avons  obtenue  prouve  qu'il  y  aura 
un  nombre  illimité  de  formes  typiques. 

On  peut  encore  effectuer  dans  l'équation  (i/$)  la  substitution 

(16)  ey+f=±; 

on  aura  alors  pour  z  l'équation  différentielle 

(17)  z'  =  a  -i-  $z  -+-  Y^2-t-  ozs; 

la  dérivée  est,  cette  fois,  une  fonction  entière  de  z. 

La  forme  précédente  est  conservée  si  l'on  effectue  sur  z  une  substi- 
tution de  la  forme 

(18)  z  =  Al-hB; 

on  peut  disposer  des  fonctions  A  et  B  de  manière  à  faire  correspondre 
à  deux  solutions  particulières  z0,  ^j  deux  valeurs  constantes  h,  h' 
de  1.  Alors  l'équation  en  À  prendra  la  forme  simple 

(19)  X'=(X-à)(X-^A')(CXh-D.). 

Un  changement  de  variable  réduira  à  l'unité  l'une  des  fonctions 
C  ou  D. 

5.  Cette  nouvelle  transformation  permet  de  montrer  que  l'intégra- 
tion de  l'équation  générale  (1/4)  peut  se  ramener  à  celle  de  l'équation 

(»)  *.+  (£)'- x 

et  vice  versa.  Car  si  l'on  effectue  ici  la  substitution 
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on  trouve  pour  À  l'équation 

X' 


(22)  X'=(X»+I)^I-X2 

et  il  est  clair  que,  par  un  changement  de  la  variable  indépendante  et 
par  un  choix  convenable  des  constantes  arbitraires  h,  h',  on  peut 
ramener  l'un  à  l'autre  les  deux  types  (19)  et  (22). 

6.  Nous  avons  indiqué,  dans  le  cours  de  cet  Ouvrage,  ei  notamment 
dans  la  théorie  des  lignes  géodésiques,  plusieurs  cas  particuliers  dans 
lesquels  on  peut  intégrer  l'équation  (20)  et,  par  suite,  l'équation  (i4)- 
Nous  nous  contenterons  des  rapprochements  que  nous  venons  de 
signaler  en  faisant  remarquer  que  l'on  pourra  obtenir  en  quelque 
sorte  une  suite  illimitée  d'équations  intégrables  de  la  forme  (i4)  en 
cherchant  celles  qui  admettent  des  facteurs  intégrants  de  la  forme 
suivante 

m1,  ni],,  . . .  étant  des  constantes  et  X1}  X2,  . . .  des  fonctions  de  ce. 
Dans  un  Mémoire  sur  quelques  équations  différentielles  non 
linéaires,  inséré  en  1887  au  Journal  de  l'École  Polytechnique 
[LVIIe  Cahier,  p.  189],  M.  R.  Liouville  a  développé  quelques  propo- 
sitions relatives  à  l'équation  précédente,  prise  sous  la  forme  (17). 
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NOTE    VIL 


SUR  LA  FORME  DES  LIGNES  DE  COURBURE  DANS  LE  VOISINAGE 
D'UN  OMBILIC. 


1.  Dans  l'étude  que  nous  avons  faite  à  différentes  reprises  du  sys- 
tème orthogonal  formé  par  les  lignes  de  courbure  d'une  surface,  nous 
avons  laissé  de  côté  l'examen  de  la  question  qui  va  faire  l'objet  de 
cette  Note. 

Le  problème  que  nous  nous  proposons  a  déjà  été  étudié  par  diffé- 
rents géomètres,  et  notamment  par  l'illustre  Cayley  (1).  Bien  qu'un 
peu  spécial  par  sa  nature  même,  il  offre  un  vif  intérêt,  parce  que  sa 
solution  complète  exige  l'application  des  méthodes  employées  pour 
l'étude  des  points  critiques  des  équations  différentielles  par  Briot  et 
Bouquet  et  par  leurs  continuateurs  dans  ce  genre  de  recherches, 
MM.  Poincaré  et  Picard.  Nous  allons  démontrer  ici  les  résultats  que 
nous  avons  communiqués  en  i883  à  l'Académie  des  Sciences  (2). 

2.  Si  l'on  place  l'origine  des  coordonnées  rectangulaires  à  l'ombilic, 
en  choisissant  pour  plan  des  xy  le  plan  tangent  en  ce  point  à  la  sur- 
face donnée,  l'équation  de  cette  surface  prendra  la  forme  suivante 

k  ,    „         „n  x%        b     «  b'       „        a'     „ 

=  -(^2  +  JK2)  +  «  -r  -+■  -  x^y  -+-  -  xy*- -+-  —  jk3 

«      ,        P     ,  Y  '.    .        P'        .        «'      , 

-\ ;  x* ■  -h  '-  x*  y  -+-  -  a?2  r2  -+-  V  xvz  H v*  -+- . . . . 

(*)  A.  Cayley,  On  differential  Equations  and  umbilicl  (  Pkilosophical  Maga- 
zine, vol.  XXVI,  p.  373-379  et  44I-452  ;  i863).  Voir  aussi  the  Collected  mathema- 
tical  Papers  of  Arthur  Cayley,  vol.  V,  p.  it5. 

M.  Emile  Picard  a  bien  voulu  me  communiquer  les  épreuves  du  tome  III  de 
son  Traité  d'Analyse  où  il  rattache  l'étude  de  cette  question  particulière  aux 
théories  générales  qu'il  a  développées  sur  les  points  singuliers  des  équations  dif- 
férentielles. 

(2)  Sur  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  des  ondes  (Comptes  rendus, 
t.  XCVII,  p.  n33).  Voir  aussi  Annales  scientifiques  de  l'École  Normale  supé- 
rieure, 3e  série,  t.  VI,  p.  385. 
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où  k  désigne  l'inverse  du  rayon  de  courbure  principal,  les  termes  non 
écrits  étant  du  5e  ordre  au  moins  par  rapport  à  x  et  à  y.  Si  nous 
désignons  ici  par  P,  Q,  R,  S,  T  les  dérivées  premières  et  secondes 
de  z,  qui  entrent  dans  l'équation  différentielle  des  lignes  de  cour- 
bure, nous  aurons 

ci                         h'  x^         S  v  R' 

P  =  kx-A x^-^bxy  H y2  +  0C         +  V_  xïy+  iXy"-  -+-  £-  y3_u 

Q=  ky+~x'--hb,xy-h^-y^  +  |  ^3  +  Y  ^  +  H  ^2  _+_  ^»_h..., 
-^  2  o  2  2  o 

/  OC  Y 

(  2  )  /  R  =  k     -+-  ax   -+-  by     -\ —  x-  -+-  R  .rj   h-  i-  y2  -+- . . . , 

S  =  6a?   -A-b'y    -t-  i-a?2  -t- yay  -4-  —  jk2H---., 

T  =  Â:     -I-  6'.r  -4-  a'j   -+-  -  a?2  -H  R'arK  -+-  —  jk2-K... 

Portons  ces  valeurs  des  dérivées  dans  l'équation  différentielle  des 
lignes  de  courbure 


[S(n-P«)  — PQR]«te»+[T(i-t-P«)  —  R(i-hQ*)]'dxdy 

+  [PQT-S(i+Q»)]rf^=o; 


(3) 

il  viendra 

R  fi'       ~1 

(da?2—  dy"-) 


bx  ■+■  b'y  -+-  -  x2  -+-  (  y  —  k3  )  xy  -t-  —  y- 

-\-\{b' —  a)x  -+■  (a' —  b)y 
(4)(  L 

^+A-3^2  +  (R'_R)^  +  ^C^T_A-3^2J^,/r 


-+-  M  cfo?2  -+-  N  <r/a?  <Yjk  -I-  M' rf/2  =  o, 

M,  N,  M'  étant  du  troisième  degré  au  moins  par  rapport  aux  coor- 
données x  et  y. 

3.  Pour  l'ombilic,  nous  nous  trouvons  dans  ce  cas  exceptionnel  où 
l'équation  différentielle  est  de  degré  supérieur  par  rapport  à  -y-  et  où 

le  coefficient  différentiel  devient  indéterminé. 

Remarquons  d'abord,  pour  expliquer  la  méthode  que  nous  allons 

suivre,  que,  lorsqu'en  un  point  A  le  coefficient  différentiel  devient 

indéterminé,  on  peut  considérer  ce  point,  accompagné  de  toutes  les 

tangentes  qui  y  passent,  comme  donnant  une  solution  particulière 

D.  —  IV.  29 
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de  V équation  différentielle.  Si  l'on  prend,  en  effet,  les  polaires  réci- 
proques des  courbes  intégrales,  elles  satisfont  encore  à  une  équation 
différentielle  du  premier  ordre  que  l'on  formera  aisément.  Et  alors, 
au  point  A,  pour  lequel  le  coefficient  différentiel  est  indéterminé, 
correspondra  une  droite  dont  le  point  de  contact  sera  indéterminé, 
c'est-à-dire  une  droite  (d)  qui  sera  une  solution  particulière  de  la 
nouvelle  équation  différentielle.  Par  suite,  au  lieu  d'étudier  les 
solutions  de  la  première  équation  dans  le  voisinage  du  point  A  où  le 
coefficient  différentiel  est  indéterminé,  on  pourra  étudier  les  solutions 
de  la  seconde  qui  sont  voisines  de  la  droite  (d),  ce  qui  ne  présentera 
de  difficulté  que  pour  certains  points  exceptionnels  de  la  droite. 

Pour  appliquer  cette  remarque,  effectuons  la  substitution  si  sou- 
vent employée,  qui  remplace  la  courbe  cherchée  par  sa  polaire  réci- 
proque relative  à  la  parabole 

X2 

c'est-à-dire  introduisons,  à  la  place  de  x  et  y,  les  variables  p  et  u 
définies  par  les  équations 

5)  P^'cLc'  u  =  px—y, 

de  sorte  que  l'on  aura 

(  6  )  x  =  -j-  ■>         y  =  px  —  u  ; 

et  que  l'équation  de  la  tangente  à  la  courbe  cherchée  sera 

Y  =  pX—u. 

Avec  ces  nouvelles  variables,  l'équation  différentielle  qui  représente 
la  ligne  de  courbure  ou,  plus  exactement,  sa  projection  sur  le  plan 
tangent,  prendra  la  forme  suivante  : 

/    \  tt  du       rr         IT   du%       T^      du       T 

(7)  H^ h  K«+  H]  -—  -+-  Kiu—j — h  Li  u-  -+-  9  =  o, 

dp  dp2  dp  J 

où  l'on  aura 

H=       b  -+-{'2.b'—a)p  +  (a'—ib)p°L—b'pZ, 

K=—b'  -+-     (b-a')p-hb'p*, 

u             P                  3v  — a                   fi' — fi             a'— 3y    ,       S'     , 
Ul=       C  -H—! p      +3^ £p*-\ Lp*—r-pk 

Ki  =        #3  —  y  +  (S  —  2  F)p  +  (ay  -  «'-+-  A-3)/>2-f-  fi'^3, 
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et  où  les  termes  contenus  dans  cp  seront  du  troisième  degré  au  moins 
par  rapport  aux  deux  variables  u,  —  • 

4.  Nous  voulons  obtenir  les  solutions  pour  lesquelles  x  et  y,  c'est- 
à-dire  d'après  les  équations  (5)  et  (6),  u  et    ^-  sont  très  petits,  la 

variable  indépendante  nouvelle/?  pouvant  recevoir  des  valeurs  quel- 
conques. A  cet  effet,  effectuons  la  substitution 

(9)  u  =  au', 

a  étant  une  constante  très  petite  et  u'  étant  supposée  finie;  l'équation 
différentielle  prendra  la  forme 

/     x         du'  K    ,         Hi  du'*        ctK,     ,  du'        aL.     ,„ 

(I°>        ^=-H"-aH    d^--WU-dJ--HU'2-°-?- 

Pourvu  que  nous  écartions  les  valeurs  de  p,  pour  lesquelles  on  a 
(11)  H  =  o, 

l'intégration  par  les  séries  de  l'équation  différentielle  précédente  nous 
donnera  une  fonction  u'  développable  suivant  les  puissances  de  a.  Par 
suite,  si  nous  supposons  que  p  varie  entre  deux  limites  p0,  p^  ne 
comprenant  aucune  racine  de  l'équation  H  =  o  et  si  nous  supposons 
que  u1  soit  assujettie,  par  exemple,  à  rester  égale  à  l'unité  pour/?  =  p0, 
a' sera  une  fonction  continue  de  a  dans  tout  l'intervalle  (/?o>/Ji)et  elle 
se  réduira,  pour  a  =  0,  à  la  fonction  qui  satisfait  à  l'équation 

.  du'  K     , 

(I2>  -dp-=-HU- 

Si  donc  nous  conservons  cette  unique  équation,  son  intégration 
nous  conduira  nécessairement  à  une  courbe  qui  sera  semblable  à  la 
ligne  de  courbure  infiniment  petite,  réserve  faite,  pour  le  moment, 
des  parties  de  la  courbe  qui  sont  dans  le  voisinage  des  points  où  le 
coefficient  angulaire  de  la  tangente  satisfait  à  l'équation  (ci). 

5.  Il  convient  donc  d'abord  d'étudier  l'équation  précédente,  iden- 
tique au  fond  à  celle  qui  a  été  considérée  par  Cayley  ;  l'intégration  de 
cette  équation  nous  donnera  la  solution  de  ce  que  nous  pouvons  ap- 
peler la  partie  principale  du  problème. 

Si  nous  remplaçons  les  polynômes  H  et  K  par  leurs  expressions, 
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l'équation  devient 

du!_  _  b>p*  +  (b-a')p-V 

K     '  iï        b'pz+(ib  —  a')pt-±(a  —  ib')f—b    J' 

Les  variables  sont  séparées  et  l'intégration  n'offre  aucune  difficulté. 
Au  lieu  des  arbitraires  a,  b,  a',  br,  nous  allons  mettre  en  évidence  les 
racines  du  dénominateur  H,  que  nous  supposerons  distinctes.  Soient 
a,  p,  y  ces  racines  ;  on  aura 

l  b  =  b'o>$y,  a  =  b'(i  4-  a$  4- ay  4-  j3y), 

(i4)     l    ce  —  2&'=  ô'(ap -+-ayH- Py)i         a'  =  &'(2«pY  4-  a  4-  p  4-  y), 
(   a' — 26  =  b'(a  4-  p  -t-  y),  b  =  6'apy- 

En  introduisant  les  quantités  A,  B,  G  déterminées  par  les  formules 
suivantes  (1) 


(a- 

-P)(a- 

•T) 

(1  + 

Pï)(i  + 

P«) 

(P- 

-à)(P- 

-T) 

(1  + 

Ya)(i  + 

Y?) 

(i5)  B=-Vc T^    /a  >  B~I  = 


G  =  -  \    '    '  "7,         C-i=- 


(a-P)(«-T) 

(I+p8)(I  +  «Y) 

(P-a)(P-T): 
(T  +  Y2)(i  +  aP) 


(Y-*)(Y-P)  (Y-«)(Y"-P) 

l'équation  deviendra 

c??i'  _    Adp  Bdp  G  dp 

u'        p  —  a-1-/?  —  Pi9  —  T 

En  intégrant,  nous  aurons 

(17)  M'=M(i>-a)A(i?_p)B(jp_Y)C5 

M  désignant  une  constante  arbitraire.  Si  l'on  pose 

(18)  p  =M(/>  — a)^-^^—  p)B-i(jP_Y)C-i. 

les  valeurs  de  x  et  de  y  déduites  des  formules  (6)  seront 


(19) 


x  =  v[p*  —  i—p  (ccPy  -H  a  4-  p  +  y)], 

j  =  v  [—  aPY(/>2  -  1)  —  (1 4-  ap  4-  Py  +  Ya)i>]- 


(  '  )  Il  résulte  de  ces  expressions  de  A,  B,  C  que  les  polynômes  K  et  H  ne  peuvent 
avoir  une  racine  commune  sans  en  avoir  deux. 
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On  déduit  de  ces  expressions  les  formules  bien  plus  élégantes 

(  y  —  "  =  -  v(p  —  «Tch-/>«)(i+'Py), 

(*>)  <  r—  P»=  —  ?'(/>  —  P)(i-t-jpP)(H-Y«), 

(  y—  ■{x=—  v(p  —  Y)(iH-jpY)(i  +  «P). 

On  voit  que  la  forme  limite  de  la  ligne  de  courbure  est  loin  d'être 
un  cercle,  comme  l'ont  pensé  quelques  auteurs. 

6.  Nous  allons  maintenant  discuter  les  résultats  précédents  et  nous 
commencerons  par  supposer  a,  p,  y  réels. 

Introduisons  les  angles  a',  p',  y'  définis  par  les  formules 

(21)  a  =  tanga',         p  =  tangp',         y  =  tangf, 

On  trouvera  alors 

|  A  =  —  cotfa'  —  Y')cot(a'—  3'),         A  —  i=  — cos(3f—  y') 

\  iJ        K  H  h  sin(a'— S')sin(a'— y  )' 

(2%)      {  B=-cot(8'-a')cot(P'-Y'),         B  — 1=—    .    ,  o,C0S(/~"2 r  ■■ 

r  vr        '  ;'  sin(B'— a')sin(B'— y') 

f   r>  */     1  r\        */    1         o/\  n  COS(a'—  8') 

G  =  —  cot(y  —  a')cot(Y  —  B'),         C  — 1  = — - - 1 — r-S-L __. 

1  '  '  '        r  sin(Y  —  a  ;sin(y  —  S') 

En  considérant  sur  le  cercle  trigonométriqueles  extrémités  des  six 
arcs 

a,      8,     y  ,     -  -+-  «  ,      -  H-  P  ,      -  +  Y  , 

et  tenant  compte  de  ce  qu'on  peut  faire  tourner  les  axes  dans  leur 
plan  ou  augmenter  de  tt  l'un  des  arcs  <x' ,  P',  y'»  on  verra  facilement  que 
toutes  les  dispositions  différentes  de  ces  quantités  peuvent  se  ramener 
aux  suivantes. 

Ou  bien  il  est  possible  d'enfermer  dans  un  même  angle  droit  les 
trois  droites  de  coefficients  angulaires  a,  P,  y;  et  alors  les  six  angles 
donneront  lieu  à  la  disposition  suivante 

/t\  1         ar  1         "TC  f         t  or  t  , 

(!)  «,        P,       Y>        2+       '       2+P'         2+T' 

quand  on  les  rangera  par  ordre  de  grandeur  croissante. 

Ou  bien  il  sera  impossible  d'enfermer  les  trois  droites  dans  un 
angle  droit,  ce  qui  donnera  naissance  à  la  disposition 

,TI  ,  q,  TC  ,  ,  7T  D  7T  , 

C")  «,       P,       -+<Z'       ï'       â+P'        â4"^- 
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En  se  reportant  aux  formules  (22),  on  trouvera  les  signes  suivants 
pour  les  exposants 

A.  B.  C.         A  — 1.       B— 1.       C  —  1. 


Disposition  I.. 
Disposition  II. 


Avec  la  disposition  I,  il  y  aura  deux  directions  asymptotiques  de 
coefficients  angulaires  a  et  y;  car  v  devient  infini,  ainsi  que  x  et  y, 
lorsque  p  s'approche  de  a  ou  de  y.  Gomme  y  —  ax,  y  —  -(X  devien- 
nent aussi  infinies,  les  branches  infinies  sont  toutes  deux  parabo- 
liques. 

Lorsque/?  tend  vers  [3,  la  courbe  passe  à  l'origine;  on  a  approxi- 
mativement 

o  =  K'(/>-P)B-i, 

x  =  K"(p-£)*-\ 

^-pa7  =  K'"(jp-P)B, 

K/,  K",  K'"  désignant  des  constantes.  On  déduit  de  là 

B 

(23)  y  —  ^x=Lx^-1, 

L  désignant  une  quantité  finie.  Si  B  n'est  pas  commensurable,  cette 
singularité  n'est  pas  algébrique. 

On  trouverait  de  même,  pour  les  branches  paraboliques,  les  ex- 
pressions approchées 

A  C 

(24)  y  —  aa?  =  L12?A  —  1,  (a5)  y  —  yx  =  L2a?c—  l. 
L&Jîg.  91,  construite  pour  l'hypothèse  particulière. 

a=~6'  Mo,  Y=r 

donne  une  idée  de  la  forme  que  présentent,  dans  ce  cas,  les  différentes 
lignes  définies  par  l'équation  (12). 

Dans  la  disposition  II,  x  et  y  deviennent  toujours  infinis  quand  p 
s'approche  de  l'une  des  valeurs  a,  (3,  y;  mais  y  —  ax,  y  —  $x,  y  —  -^x 
tendent  vers  zéro.  La  courbe  admet  pour  asymptotes  les  trois  droites 
issues  de  l'origine  et  de  coefficients  angulaires  a,  (3,  y.  Lajîg.  92  fait 
connaître  la  forme  qu'affectent,  dans  ce  cas,  les  projections  des  lignes 
de  courbure. 
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Aucune  d'elles,  sauf  les  trois  droites  qui  sont  des  solutions  particu- 
lières de  l'équation  différentielle,  ne  passe  à  l'ombilic  0. 

Fig.  91- 


7.  Supposons  maintenant  que  deux  des  racines  a,  (3,  y,  P  et  y  par 

Fig.  92. 


exemple,  soient  imaginaires  conjuguées.  Alors  A  et  A  —  1  sont  né- 
gatifs, et  la  courbe  a  une  branche  parabolique. 
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Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  l'on  ait 

P  =  h        Y  =  -  i- 
Alors  en  faisant  tourner  les  axes,  on  pourra  supposer 

a  =  o, 
et  les  projections  des  lignes  de  courbure,  représentées  par  l'équation 

j2_t_^2==  (x  _  2  M)2, 

seront  des  paraboles  homofocales. 

L'hypothèse  que  nous  venons  de  faire  est  celle  qui  convient  aux 
ombilics  des  surfaces  du  second  degré.  Dans  ce  cas,  en  effet,  les 
termes  du  troisième  degré  dans  l'expression  de  z  doivent  être  divi- 
sibles par  les  termes  du  second  degré.  On  a  alors 

a  =  3  b' ,         a'  =  3  b 
et  l'équation 

b'p3-\-  (ib  —  a')/>2  +  (a  —  ib')p  —  b  =  o, 

qui  admet  les  racines  a,  j3,  y,  se  réduit  bien  à  la  suivante 

(b'p  —  b)(jp*  +  i)  =  o. 

Nous  nous  bornerons  à  ces  hypothèses  générales,  nous  contentant 
de  signaler,  par  exemple,  le  cas  où  l'on  aurait 

i  -+-  «y  =  o. 

Cette  seule  condition  entraîne  les  conséquences  suivantes 

A  =  G  =  o,         B  =  i. 

Dans  ce  cas,  notre  équation  différentielle  admet  les  solutions 
p  =  «,        p  =  T) 

qui  correspondent  à  deux  séries  de  droites  rectangulaires. 

8.  Il  nous  paraît  utile,  avant  de  poursuivre  cette  étude,  d'indiquer 
dès  à  présent,  les  conséquences  auxquelles  conduisent  les  résultats 
précédents,  tout  incomplets  qu'ils  soient  encore.  Il  n'est  pas  douteux 
que,  si  une  surface  a  toutes  ses  lignes  de  courbure  algébriques,  la 
petite  ligne  de  courbure  que  nous  venons  de  déterminer  devra  être 
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algébrique  pour  chaque  ombilic  de  la  surface.  Il  sera  donc  néces- 
saire que,  pour  chaque  ombilic,  les  trois  nombres  A,  B,  C  soient 
réels  et  commen sur ables.  Cette  condition  ne  sera  pas  suffisante;  mais, 
toutes  les  fois  qu'elle  ne  sera  pas  remplie,  on  pourra  affirmer  que  les 
lignes  de  courbure  ne  sont  pas  algébriques,  en  général. 

Appliquons  cette  remarque  à  la  surface  des  ondes  de  Fresnel,  dont 
les  lignes  de  courbure  ont  été  l'objet  de  si  nombreuses  recherches. 

Déterminons  d'abord  les  ombilics  de  cette  surface  (1).  Pour  cela, 
il  faut  la  considérer  comme  Vapsidale  d'un  ellipsoïde  (E).  Nous  rap- 
pellerons plus  loin  la  définition  de  la  transformation  apsidale. 
Contentons-nous  de  remarquer  ici  que  c'est  une  transformation  de 
contact  et  que,  comme  toutes  les  transformations  de  ce  genre,  elle 
conserve  l'ordre  du  contact  entre  deux  surfaces  quelconques.  Par 
suite,  à  un  ombilic,  c'est-à-dire  à  un  point  où  une  sphère  a  un  con- 
tact du  second  ordre  avec  la  surface  des  ondes,  correspond  un  point 
de  l'ellipsoïde  où  la  surface  correspondante  à  une  sphère,  c'est-à-dire 
un  tore  dont  le  centre  coïncide  avec  le  centre  delà  surface,  a  un  con- 
tact du  second  ordre  avec  l'ellipsoïde.  Cherchons  donc  les  points  de 
l'ellipsoïde  pour  lesquels,  parmi  les  surfaces  osculatrices,  se  trouve 
un  tore  concentrique  à  l'ellipsoïde.  Pour  les  déterminer,  remar- 
quons qu'en  un  point  quelconque  d'un  tore,  l'un  des  plans  prin- 
cipaux contiendra  l'axe  et  ira  passer  par  le  centre.  De  plus,  l'un  des 
centres  de  courbure  principaux  sera  sur  l'axe,  l'autre  sera  le  centre  du 
cercle  méridien  de  la  surface;  par  suite,  le  segment  formé  par  ces 
deux  centres  de  courbure  principaux  sera  vu  du  centre  de  la  surface 
sous  un  angle  droit. 

Ainsi,  les  points  de  l'ellipsoïde  qui  donneront  des  ombilics  de  la 
surface  des  ondes  doivent  satisfaire  à  cette  double  condition  que  l'un 
des  plans  principaux  aille  passer  par  le  centre  et  ensuite,  que  le  seg- 
ment formé  par  les  centres  de  courbure  principaux  soit  vu  du  centre 
sous  un  angle  droit  (2). 

Les  seuls  points  pour  lesquels  la  première  condition  se  trouve  rem- 
plie sont  ceux  qui  sont  situés  dans  les  plans  principaux  de  l'ellip- 
soïde (E).  Il  résulte  de  là  que  tous  les  ombilics  de  la  surface  des 
ondes  sont  situés  sur  les  ellipses  situées  dans  les  plans  principaux. 


(')  Cette  détermination  des  ombilics  a  été  communiquée  en  1878  au  Congrès 
tenu  à  Paris  par  l'Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences. 

(2)  M.  Mannheim  a  obtenu  le  même  résultat  par  des  méthodes  qui  lui  sont 
propres.  Voir  le  Cours  de  Géométrie  descriptive  de  l'École  Polytechnique. 
Deuxième  édition,  p.  334. 
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9.  L'équation  de  cette  surface  est 

.  ■  x*  r2  & 

<26)  ^^  +  ^2  +  p-^=<> 

p2  désignant  le  carré  de  la  distance  à  l'origine 

(27)  p2=^2  +  i;K2+52. 

Considérons,  par  exemple,  les  ombilics  situés  dans  le  plan  des  xy. 
En  mettant  en  évidence  les  coniques  sections  de  la  surface  par  ce 
plan,  et  en  posant 

U   =  «2^2  +  è2JK-—  «262, 


(28) 

'    V    =^2_|_j2_c 

l'équation  de  la  surface  devient 

(20)  c2~'*  +  [U-t-c2V-t-(c2  —  a2)(C2—  62)]£2  +  UV  =  0. 

Transportons  l'origine  en  un  point  de  la  conique  définie  par  l'équa- 
tion 

U  =  0, 

et  prenons  comme  nouveaux  axes  des  x  et  des  y  la  tangente  et  la 
normale  à  la  conique  en  ce  point.  U  prendra  la  forme  suivante 

(3o)  U  =  Aa72_i-2BarK-t- G72-1- 2Ej, 

et  la  théorie  des  invariants  montre  que  l'on  aura 

(3i)    (AC— B2)2=  AE2,        AG  —  B*  =  a2è2,         as_,_  £2  _  a  +  G. 

D'autre  part,  Y  deviendra 

V  =  {x-  x0y-+(y  -yoT—  c2, 

x0  et  y0  étant  les  coordonnées  du  centre  de  la   conique.  On   trouve 

ainsi 

,~   .  vr  „  Ay  —  Bx  _       A2-t-B2 

(32)  V  =  X*+j,*+*-JL-—.    E  +    __ C2; 

en  tenant  compte  de  la  première  relation  (3i). 

Portant  ces  valeurs  de  U  et  V  dans  l'équation  de  la  surface,  nous 
trouvons 


■z2    (A  +  c2)a72  +  (G  +  c2)jK2-4-2B^jK-+-2Ej 

■  (Aa?2+  iBxy  +  Gj2+  2Ej)  L»  +  iy«+  AG^B2  (Ajk-  Ba?)+  èl±^l-  c^  =  0. 
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Faisons  y=  o  dans  cette  équation.  Les  termes  de  degré  moindre 
en  x  et  z  sont  les  suivants 

s*  C—j-^  (B2  — AG)-4-(A2-+-B2-  Ac")a7». 

Egalés  à  zéro,  ils  donneraient  les  tangentes  asymptotiques  au  point 
considéré.  Pour  que  ce  point  soit  un  ombilic,  il  faudra  donc  que  l'on 
ait 

(«■-A)(B.-AC)  = 
A 
ce  qui  donne 

(33)  c2=A  + 


A*4-B*—  AG 


Le  développement  de  y  ne  présente  d'ailleurs  aucune  difficulté  et 
nous  donne 

A  AB 

(34)    y  = -  (xî-hz*)-i-  -g-  (o;3—  xz*)-+-  aa*+  $x*z*+  Y*4  +  . . . , 

de  sorte  que  l'on  peut  appliquer  les  résultats  obtenus  plus  haut. 

On  a  ici 

b  =  a'=o,         a= — 3  b', 
ce  qui  donne 

a  =—  y/5,  p  =  o,  y  =  v/5, 

A=|,  B  =  i,         G=|. 

5  a  5 

L'équation  tangentielle  des  lignes  de  courbure  dans  le  voisinage  de 
l'ombilic  est  donc,  l  désignant  une  constante, 

u*=  lp(p*—5)* 
Elle  représente  des  courbes  de  la  cinquième  classe.  On  a  ici 

Donc  l'intersection  de  la  courbe  avec  une  droite 

hx  ■+■  h' y  =  i 
sera  déterminée  par  l'équation 

[h(p*-i)  -+-  th'p]*  =  \p»{p*-  5)«, 

qui  est  du  dixième  degré  en  p.  Ainsi   les  lignes  de  courbure  sont 
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semblables,  dans  le  voisinage  de  l'ombilic,  à  une  courbe  du  dixième 
ordre  et  de  la  cinquième  classe. 

Ce  résultat  ne  permettait  pas  d'affirmer  que  les  lignes  de  courbure 
delà  surface  des  ondes  ne  sont  pas  algébriques.  Nous  verrons  dans  la 
Note  suivante  comment  on  peut  lever  toute  difficulté  et  trancher 
cette  question. 

10.  Après  cette  application  particulière,  revenons  au  cas  général 
et  étudions  la  ligne  de  courbure  dans  ces  régions  que  nous  avons  ex- 
pressément réservées,  c'est-à-dire  pour  les  valeurs  de  p  voisines  d'une 
des  valeurs  singulières  a,  (3,  y  qui  annulent  le  polynôme  H. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  veuille  étudier  la  ligne  de  cour- 
bure dans  le  voisinage  de  la  valeur 

p  =  a. 

Pour  plus  de  netteté,  nous  introduisons  une  variable  auxiliaire/»' 
définie  par  la  quadrature 

.  „  _ .  K    .  A  dp         B  dp  G  dp         A  dp' 

(35)  —-dp=  '-  -\ ^h ±-  = f-, 

H  p  —  a        p  —  p        p  —  y  P 

qui  donne  évidemment  pour  p'  une  valeur  de  la  forme 

P'  =  P'0  (P  —  «)  ■+■  P\  (P  —  °02  +  •  •  • 

et  pour/j  —  a  une  série 

i      , 
p  —  a  =  — r  p  -+- 

Po 

Cette  série  sera  convergente  pour  des  valeurs  suffisamment  petites 
de  p';  on  peut,  si  l'on  veut,  remplacer  p'0  par  l'unité.  Avec  cette  nou- 
velle variable,  l'équation  de  la  courbe  que  nous  avons  étudiée  dans  les 
numéros  précédents  deviendra 

u  =  M// A 

Quant  à  l'équation  différentielle,  il  est  évident  qu'elle  prendra  la 
forme  suivante 

,  du  du-  du 

(36)  p   -j—:  —  \u-\-ti\  —-p-  +  K'.  u  -j—,  ■+■  L',  u9- -+-  ©  =  o, 

dp  dp-  1      dp  L 

Hj,  Ki,  L't  étant  des  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances de  p'  et  cp  étant  du  troisième  ordre  en  u,  -r~f',  cette  fonction  cp 
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contiendra,  d'ailleurs,  p'.  Nous  avons  à  étudier  les  solutions  de  cette 

équation  pour  lesquelles  les  trois  variables  u,-t—,  et/?' sont  infiniment 

petites.  Cela  résulte  évidemment  des  expressions  de  x  et  de  y  et  de 
l'hypothèse  ajoutée  que  p  est  voisin  de  a.  Dans  ces  conditions  les 
trois  termes  de  degré  moindre,  dans  l'équation  précédente,  sont  évi- 
demment les  suivants 

,„   •  ,  du  .  n    du"2 

(37)  PW>     ~A«,      Po^tt 

po  étant  le  terme  constant  dans  la  série  Hi.  Pour  que  l'équation  soit 
vérifiée,  il  faut  que  deux  au  moins  de  ces  termes  soient  du  même 
degré,  le  troisième  étant  de  degré  supérieur  ou  égal. 

11.  Si  les  deux  premiers  termes  sont  seuls  du  même  ordre,  u  est 
de  l'ordre  de  p'k  et  le  troisième  terme  est  de  l'ordre  de  p'îk~~%.  Il  fau- 
dra donc,  pour  que  les  deux  premiers  termes  puissent  être  du  même 
ordre,  que  la  partie  réelle  de  A —  2  soit  positive. 

Supposons  cette  condition  remplie  :  l'application  pure  et  simple 
des  méthodes  données  par  Briot  et  Bouquet  dans  le  §  IV  de  leurs 
Recherches  sur  les  propriétés  des  fonctions  définies  par  des  équations 
différentielles  {Journal  de  l'École  Polytechnique,  XXXVIe  Cahier, 
p.  i33)  suffira  à  montrer  qu'il  y  a  une  infinité  de  solutions  de  l'équa- 
tion différentielle  pour  lesquelles  u  est  de  l'ordre  de  p'x  et  qui  ont 
pour  expression  approchée 

u  =  C0/»'A, 

C0  désignant  une  constante  quelconque.  On  peut  aussi  raisonner 
comme  il  suit  : 

Effectuons  la  substitution 

(38)  u  =  vp'^, 

l'équation  différentielle  deviendra ,  après  la  suppression  du  fac- 
teur p'A, 


(39) 


-+-  L\  cîp'A  +  ^A-Sç   (p'f  v,p>  J^  =  o. 

Elle  pourra  être  résolue  par  rapport  à  p'  -j—f  et  donnera  une  valeur 
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de  la  forme 

dv 
(4o)  p't-;=Mp>+Np»+..., 

M,  N  étant  des  fonctions  de  p'  dont  tous  les  termes  contiendront  en 
facteur,  soit/?',  soit  p'A~2.  Cette  équation,  il  est  aisé  de  le  reconnaître, 
admet  des  solutions  p  prenant  une  valeur  arbitraire  pour//=o  et 
développables  suivant  les  puissances  entières  de  p'  et  de  //A_2  (J). 


(')  Considérons  d'une  manière   plus   générale   une   équation  de  la  forme  sui- 
vante 

P  dp  =f(v>P>-Pli  ■■•,pmk), 

où  m,  m,,  . . . ,  mk  sont  des  exposants  à  partie  réelle  positive  et  où  /désigne  une 
série  dont  tous  les  termes  contiennent  soit/>,  soit  l'une  des  puissances  pmi  en 
facteur.  Proposons-nous  de  chercher  si  cette  équation  admet  une  solution  déve- 
loppable  suivant  les  puissances  de  />,  pm*,  pm2,  ...,  pmk.  On  reconnaîtra  d'abord 
que  l'on  peut  choisir  arbitrairement  la  valeur  initiale  de  v  et  que  tous  les  autres 
coefficients  de  la  série  se  déterminent  en  fonction  du  premier.  Posons,  en  effet, 


l'équation  pourra  s'écrire 


■■Pn 


dv  dv  dv         ,.  . 

En  donnant  à  v  une  valeur  arbitraire  v0  et  en  égalant  les  coefficients  des  pro- 
duits pa,p^1  ...,/>*1,  dans  les  deux  membres,  on  pourra,  de  proche  en  proche, 
déterminer  tous  les  coefficients  de  la  série  cherchée.  Pour  démontrer  maintenant 
que  cette  série  est  convergente,  remplaçons  tous  les  coefficients  de  f  par  leurs 
modules,  tous  les  exposants  mi  dans  le  premier  membre  par  leurs  parties  réelles 
positives,  la  valeur  initiale  va  par  son  module.  Toutes  ces  substitutions  ne  pour- 
ront qu'augmenter  les  modules  des  coefficients  dans  la  série  qui  doit  représenter  v. 
Il  en  sera  de  même  encore  si  nous  remplaçons  ensuite  /  par  le  quotient 

àf  df  df 

p  -y-  -+■  m,p  -^-  + . . .  +  mkpk  -p- 
1    dp  1-r'  dpl  k-rk  dpk 


-¥ 

dv 

Or,  après  toutes  ces  substitutions,  il  nous  reste  une  équation  que  nous  pouvons 
intégrer  à  vue  et  dont  l'intégrale  est  fournie  par  la  formule 

v=  v0+f{v,p,pit  ...,  pk), 

où  f  est  une  série  dont  tous  les  termes  contiennent  l'une  au  moins  des  variables 

P,Pn  ••-,Pk- 

Le  développement  de  v  par  la  formule  de  Lagrange  sera  convergent  tant  que 
Pi  Pii  •  ••■>  Pk  seront  suffisamment  petits  ;  et  il  donnera  des  limites  supérieures  des 
coefficients  de  la  série  obtenue  pour  v,  série  qui  sera,  par  suite,  aussi  conver- 
gente. 
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12.  Supposons  maintenant  que  la  partie  réelle  de  A —  2  soit  néga- 
tive. Alors  les  deux  premiers  termes  (37)  devront  être  du  même 
ordre  que  le  troisième,  et  l'on  aura  nécessairement 

(40  u  =  çp'z, 

v  demeurant  fini  pour  p'  =  o.   En  substituant  dans  l'équation  (36), 
il  vient  un  résultat  de  la  forme  suivante 


(42)    p'  dj'  +  (2  ~~  A)P  +  P  (2?  + y  jjj)  -*-P'$(p',  p>  P 
Pour  p'=  o,  on  a,  écartant  le  cas  où  (30  serait  nul, 

-  A~~2 

Nous  poserons  donc 

A  —  1 


,  dv\ 
dp'  ) 


4po 
et  nous  obtiendrons  pour  w  une  équation  de  la  forme 

(A  —  2)(v  +  (A—  i)p  -j-,  +t$0wlw-hp  jjJ+P  à\\p,w,p  —  l=o. 

r\  1  »  /  dw 

Un  peut  toujours  résoudre  cette  équation  par  rapport  ap  '  -j- ,>  ce 
qui  donnera  un  résultat  de  la  forme  suivante  : 

,  dw       a  —  A 
(43)  ,__  =  __„,+..., 

les  termes  non  écrits  contenant  tous  en  facteur,  soit/»',  soit  w-. 

Les  équations  de  la  forme  précédente  admettent  toujours,  comme 
2 A_ 

on  sait,  tant  que  -? n'est  pas  un  entier  positif,  une  solution  holo- 

j\  —  1 

morphe 

(40  w  =  ?(/>')> 

se  réduisant  à  zéro  avec/?';  mais  elles  peuvent  admettre  d'autres  so- 
lutions s'annulant  encore  avec  p'  lorsque  la  partie  réelle  du  quotient 


A— 1 

est  positive. 

Posons 

A  =  A'-t-iB'; 
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la  partie  réelle  de  -r sera 

(a  —  A')(A'  —  Q—  B'2 

Si  l'on  a 

i<A'<2,        B'2<(2-A')(A'-i), 

l'équation  (43)  admettra  des  solutions  dont  la  partie  principale  sera 
donnée  par  la  formule 

2-A 

w  =  C0//A_1, 

C0  étant  une  constante  quelconque,  ce  qui  donnera  pour  u  la  valeur 

approchée 

A 2 

(45)  u  —        r  ^-p'z-hGop' 


A 

A  — 1 


les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur  à  l'un  ou  l'autre  de 

ceux  que  nous  mettons  en  évidence. 

La  ligne  de  courbure  passera  à  l'ombilic,  mais  elle  n'y  aura  pas  la 

même  singularité  que  la  courbe  étudiée  aux  nos  5  et  6,  et  qui  lui  est 

homoihétique  dès  qu'on  s'éloigne  de  la  région  pour  laquelle  p'  est 

voisin  de  zéro. 

Si  l'on  a 

i<A'<2,         B'2>(2  —  A')(A'—  i), 

alors  la  ligne  de  courbure  ne  passera  pas  à  l'ombilic,  bien  que  la 
courbe  qui,  partout  ailleurs,  lui  est  homothétique,  y  passe  effective- 
ment. 

Enfin  si  l'on  a 

A'<i, 

alors  la  ligne  homothétique  se  comporte  comme  la  ligne  de  courbure, 
en  ce  sens  que  ni  l'une  ni  l'autre  de  ces  courbes  ne  passent  à  l'om- 
bilic. 

2 A 

Nous  avons  laissé  de  côté  le  cas  exceptionnel  où  — serait  un 

entier  positif.  On  sait  qu'alors  l'équation  (43)  admet  une  infinité 
d'intégrales  s'évanouissant  avec/?';  et  il  résulte  d'un  théorème  démontré 
par  M.  Poincaré  dans  une  Note  sur  les  propriétés  des  fonctions  dé- 
finies par  les  équations  différentielles  insérée  au  XLVe  Cahier  du 
Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  que  toutes  ces  intégrales  sont 
holomorphes  en  p'  et  p'hogp'.  Ici  encore  la  ligne  de  courbure  et  la 
courbe  homothétique  passeront  à  l'ombilic  sans  y  avoir  la  même  sin- 
gularité. 
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Lorsque  l'exposant  A  est  réel,  on  se  trouve  dans  le  cas  étudié  par 
M.  Picard;  les  deux  courbes  passent,  ou  ne  passent  pas,  en  même 
temps  à  l'ombilic.  Mais  lorsqu'elles  y  passent,  elles  n'ont  pas  né- 
cessairement un  contact  du  même  ordre  avec  leur  tangente  commune. 

Toutes  ces  conclusions  ne  sont  nullement  contradictoires  et  s'ex- 
pliquent aisément  à  l'aide  de  certains  exemples  particuliers.  Si  l'on 
prend,  par  exemple,  les  courbes  définies  par  l'équation  suivante  : 

(46)  u  =  C0/>2  <?(/>) +  C^«  $(/,), 

où  C0  désigne  une  constante  arbitraire,  cp (/>)  et  '\>(p)  étant  des  fonc- 
tions holomorphes  de  p,  ne  s'annulant  pas  avec/?,  on  reconnaît  immé- 
diatement que,  pour  C0  très  petit,  les  courbes  deviennent  semblables 
à  celle  qui  est  représentée  par  l'équation 

u  =  p-v(p). 

Néanmoins,  lorsque/»  tend  vers  zéro,  le  second  terme  peut  devenir 
prépondérant,  ou  même  infini,  suivant  la  valeur  de  a. 


D.  —  IV.  3o 
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NOTE    VIII. 


SUR  LES  LIGNES  ASYMPTOTIQUES  ET  SUR  LES  LIGNES  DE  COURBURE 
DE  LA  SURFACE  DES  ONDES  DE  FRESNEL. 


1.  Depuis  Fresnel  et  Ampère,  un  très  grand  nombre  de  géomètres 
ont  publié  sur  la  surface  de  l'onde  des  travaux  importants.  Une  mo- 
nographie complète  de  cette  surface  mériterait  d'être  entreprise.  Mais 
il  ne  faut  pas  se  dissimuler  qu'elle  serait  fort  étendue,  car  elle  aurait 
à  faire  des  emprunts  à  bien  des  théories  différentes,  soit  en  Analyse, 
soit  en  Géométrie.  Dans  cette  courte  Note,  nous  nous  proposons  seu- 
lement de  former  et  d'étudier  les  équations  différentielles  des  lignes 
asymptotiques  et  des  lignes  de  courbure,  en  considérant  la  surface  de 
l'onde  comme  Yapsidale  d'un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux. 

Nous  avons  vu  au  Livre  VIII,  Chapitre  VIII,  comment  on  peut 
rattacher  certaines  transformations  de  contact  à  la  considération  de 
deux  équations,  les  équations  (17)  de  la  page  172,  entre  les  coordon- 
nées x,y,  s;X,  Y,  Z  de  deux  points  correspondants  m,  M.  Si  l'on 
prend,  pour  ces  équations,  les  deux  suivantes 

(  ce- -+- y2 -+-  z- — X2—  Y2—  Z2=o, 
j  X#-f-YjK-+-Z.s  =  o, 

où  les  coordonnées  des  deux  points  entrent  symétriquement,  il  faudra 
leur  adjoindre,  d'après  la  théorie  que  nous  avons  développée,  les 
quatre  relations 

(  y^-qz  —  X(Y+?Z)  =  o,      {   '    j  y  +  QZ  +  X(7-hQ3)  =  o, 

qui  dérivent  des  équations  (21)  et  (22)  données  à  la  page  174  et  où 
P,  Q,  p,  q  ont  la  signification  déjà  indiquée.  Ces  équations  nouvelles, 
jointes  aux  précédentes  (1),  définiront  complètement  la  transformation 
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à  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  transformation  apsidale.  Pour 
connaître  les  propriétés  de  cette  transformation,  il  suffit  de  les  inter- 
préter géométriquement. 

Soit  toujours  (s)  la  surface  décrite  par  le  point  m  et  (S)  la  surface 
correspondante  décrite  par  le  point  M.  Les  équations  (2)  expriment 
que  la  normale  à  (s)  admet  pour  paramètres  directeurs 

x  —  XX,    y  —  lY,     z-lZ; 

et  les  équations  (  3  )  expriment  de  même  que  les  paramètres  directeurs 
de  la  normale  à  (S)  sont 

X+X;r,     Y+àjk,     Z  +  Xs. 

De  ces  remarques  si  simples,  on  déduit  immédiatement  les  pro- 
priétés suivantes,  bien  connues,  de  la  transformation  apsidale. 

Les  deux  rayons  vecteurs,  égaux  et  rectangulaires,  OM,Om, 
qui  joignent  l'origine  aux  points  correspondants,  les  deux  nor- 
males en  M  et  en  m  sont  quatre  droites  dans  un  même  plan. 

Les  normales  en  M  et  en  m  sont  perpendiculaires. 

2.  Admettant  toutes  ces  propriétés  qui  définissent  évidemment  la 
transformation,  nous  allons  indiquer  des  formules  simples  permettant 
de  passer  d'une  surface  à  sa  transformée. 

x,  y,z  désignant  des  coordonnées  d'un  point  quelconque  m  d'une 
surface  (s),  écrivons  l'équation  du  plan  tangent  sous  la  forme 

(4)  pX-h  qY  -+-  rZ  =  1: 

p,  q,  r  seront  des  coordonnées  tangentielles,  vérifiant  les  deux  rela- 
tions 


(5) 


px  +    qy    +    rz    =  1, 

p  dx  -+-  q  dy  4-  /*  dz  =  o. 


Si  maintenant  on  introduit  trois  quantités  nouvelles  p',  q',  r'  par 
les  relations 

(  q  -  —  rJ  -+-  p'  =  o, 

(6)  l   rx — pz  -t-  q'  =  o, 

(  py  —  qx-hr'=o, 

p,  q,  r,  p' ,  q' ,  r'  seront  les  six  coordonnées  de  la  normale  (n°  139). 

Ainsi  les   neuf  quantités  x,  y,  z;  p,  q,  r;  p',  q',  r'  déterminent  le 
point,   le  plan   tangent  et  la  normale.  La  sur/ace  décrite  par  le 
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point  (p,  q,  r)  est  la  polaire  réciproque  de  la  proposée  par  rapport 
à  la  sphère  concentrique  à  l'origine  et  de  rayon  égal  à  V unité. 
L'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques  est 

(  7  )  dp  dx  -+-  dq  dy  -+-  dr  dz  =  o , 

et  celle  des  lignes  de  courbure  (n°  139) 

(  8  )  dp  dp'  -t-  dq  dq  '  -t-  dr  dr'  =  o 

Désignons  par  des  capitales  les  quantités  analogues  aux  précédentes 
et  relatives  à  la  surface  transformée  (S).  Aux  équations  (i),  on  devra 
joindre  les  suivantes 


(9) 


px  -+■  qy  -+-  rz  =  i, 

PX+  QY+  RZ  =i, 

X/>'+  Y q' -\-  Z/-'  =  o, 

Pp'  +  Qq'-i-  Rr'  =  o, 

Pp  -+-  Qg  -+-  R/-  =  o, 

P'p  ■+-  Q'q  -+-  R'  r  =  o, 

d'où  l'on  déduira  les  valeurs  suivantes 


p  =  qr -rrq  ,        X=  ■'      *~>       P'=^ 


•G 

rp'  —  pr' 

y/G 

pq'—qp' 

r  y  —  q  z 

/G       ' 

p  z  —  r'  x 

•G       ' 

q'x—p'y 

do)  (±  =  J^7^>  ^="^-7^'  Q'=*', 


y/G  y/G 

G  étant  défini  par  l'équation 
(n)  G  =  />'*-+-  ?'2-+-  r'2=  P'2+  Q'*-t-  R'2- 

Les  formules  précédentes  conduisent  aux  deux  relations 

(  Pp  -+■  Qq  -+-  Rr  =  o, 

j     P2  +  Q2    -+-   R2   =7t)2_h^2_1_r2) 


(12) 


qui,  comparées  aux  formules  (i),  mettent  en  évidence  une  propriété 
bien  connue  de  la  transformation  apsidale  :  Quand  deux  surfaces  se 
correspondent  dans  cette  transformation ,  il  en  est  de  même  de  leurs 
polaires  réciproques  par  rapport  à  toute  sphère  ayant  son  centre 

au  pôle  de  la  transformation. 

* 

3.  Appliquons  ces  propriétés  générales  au  cas  où  la  surface  (s)  est 
un  ellipsoïde  (E)  défini  par  l'équation 

03)  ?!  +  £  +  £!=,. 

abc 
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On  aura  ici 

[  x  y  z 

(i4)  a  6  c' 

'  p' =  (b —  c)qr,         q'=(c  —  a)pr,         /^'  =  (a  —  b)pq. 

Prenons  comme  coordonnées  curvilignes  [3  et  a  le  carré  du  rayon  O/n 
et  le  carré  de  la  distance  du  centre  au  plan  tangent  en  m;  c'est-à-dire 
posons 


(l5)  i      ,         ,  ^2        JK2       ^        1 

/  p2  -+-  </2  -+-  r2  =  —,  -4-  4v  H :  =  -  • 

\  a2         62        c2        a 

D'après  les  propriétés  de  la  transformation  apsidale,  ces  variables  a 
et  p  conserveront  la  même  signification,  quand  on  passera  de  m  au  point 
correspondant  M;  mais  elles  ont  l'inconvénient  de  ne  pas  conduire  à 
des  expressions  simples  de  œ,y,z.  En  résolvant,  par  exemple,  les 
équations  (i3)  et  (i5),  on  est  conduit,  pour  les  coordonnées  x,  y,  s, 
à  des  expressions  telles  que  la  suivante 

bc 

b  —  c  ■+ 


(a  —  b)(a  —  c) 


Pour  éviter  cette  difficulté,  nous  introduirons  deux  nouvelles  va- 
riables a'  et  j3',  dont  nous  verrons  plus  loin  la  signification  géométrique, 
et  qui  sont  liées  aux  précédentes  par  des  relations  que  l'on  peut  com- 
prendre dans  l'identité  suivante  : 

L'équation 

(16)  Ç(È_p)(È_p'}_/(Ç)  =  M(È7-a)(&--a'), 

où  M  est  indépendant  de  £,  et  où  /(£)  est  le  polynôme  suivant  du 
troisième  degré 

(17)  fa)  =  tt-a)(Z-b)ti-c), 
doit  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  \. 

Si  l'on  pose,  en  effet,  pour  abréger, 

(18)  a  ■+■  b  -+-  c  =  h,         ab  -+-  ac  -+-  bc  =  k,         abc  =  l, 
l'identité  (16)  équivaut  aux  relations 

I  Maa'=l, 

(19)  ]  M(a  +  a')=*-pp', 

M  =  h  — ■  p  —  p\ 


470  NOTES    DE   L'AUTEUR.  —    NOTE    VIII. 

qui  déterminent  M,  et',  p'  en  fonction  de  a  et  de  p.  On  peut  d'ailleurs 
faire  le  calcul  en  se  servant  de  l'identité  même.  Si  l'on  y  remplace  X 
par  a,  on  aura,  pour  déterminer  (3',  l'équation 

a(a  —  p) 
Puis  les  équations  (19)  donneront 

(21)  M  =  h—  8  —  B',         a'=  __. 

\     )  Y       Y  '  m  a 

Nous  emploierons  simultanément,  dans  la  suite,  les  quatre  va- 
riables a,  S,  a',  S',  en  revenant,  toutes  les  fois  qu'il  sera  nécessaire,  aux 
relations  précédentes  ou  à  l'identité  (16)  qui  les  contient  toutes  les 
trois.  En  particulier,  nous  nous  servirons  souvent  des  relations  sui- 
vantes 

j  «  («  -  P)(«  -  H  =/(«),  3     j  /(P)  =-M(8  -a)(S  -a'), 

^  |  «'(<*'- P)(«'-P')  =-/(«'),       2       )/(8')=-M(3'-a)(8'-a'), 

obtenues  en  remplaçant  \  successivement  par  a,  a',  S,  p',  et  de  celles-ci 

!a(a—  p)(a  —  P')  =  M  (a  —  a)  (a  —  a'), 
6(6-P)(è-P')  =  M(6  —  a)(ô-a'), 
c(c  — P)(c  — p')  =  M(c  — a.)(e  — a'), 

obtenues  de  même  en  remplaçant  \  par  a,  b,  c. 

k.  En  tenant  compte  de  toutes  ces  relations,  on  trouvera  facilement 
pour/»,  q,  r,  ce, y,  z,  p' ,  q',  r'  les  expressions  suivantes  sous  formes  de 
produits 

X    _  .    /(P-g)(P'-g)  =      //(ffl-«')(pr^) 
^        a        y      (a-a)f'(a)     '     y    aaa'{a  —  P)/'(a)' 

/a5N      )  „     r    1  AP-»)(P'-*)  =  t  //(6-a')(p-«) 

\q        b        \/     (a-b)f'(b)         V  W(6-p)/'(6)' 

z  /(p-g)(p'^7)  =      //(c  —  a'Hp^Q 

c         Y      (a-c)/'(c)  V    caa'(c-P)/'(c    ' 

,  _  K  .  /       a  —  et 
?~      V/(a-P')/,(a)' 

(26)  g'=Kt/       6~a       ", 

f      '       t^  a   /         c  —  a 

l    r=Kl/(c-p')/'(C)' 


r 

\ 


P 
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K  ayant  pour  valeur 

Portant  ces  valeurs  de/?,  <7,  /*,//,  7',  /''dans  les  formules  fondamen- 
tales (10)  et  remarquant  que  l'on  a  ici 

(28)  G=jP'2+^'2_)_,.'2=izi^, 

a 

on  trouve,  pour  les  éléments  X,  Y,  Z,  P,  Q,  R  relatifs  à  la  surface  des 
ondes,  les  valeurs  suivantes 

x  _  p(a  —  p)  __      //(a  —  P)(a  —  «') 
v/G  V  aa'f(a) 

v/G  V  b%f(b) 

r{c-$)        t  //(c-PHc-a') 


Z 


/- 


V'G  V  ca'/'(c) 


I    p  =  p(a~a)  =  i  Aft'~  «)(«  —  «) ? 
l  ay/G  V  a/'0) 

R_  r(c  —  a)  _      /(P'— c)(a  — c) 
ay/G  V  a/'(c) 

P',  Q',  R'  étant,  nous  l'avons  vu,  respectivement  égaux,  dans  tous  les 
cas,  à  p',  g',  /•'. 

5.  Des  formules  précédentes,  on  déduit  un  grand  nombre  de  rela- 
tions, parmi  lesquelles  nous  signaler-ons  les  suivantes 


X2+  Y24-Z2  =   p, 

(30     ! 

v     '      \     aX2           6Y2           cZ2 

(  «-£    '    ô_p    '    c_p  ~°> 

X2                     Y2                     Z2 

p_a    '    j3_6    '    p  — c 
aX2            6  Y2           cZ2 

T  +  7 ,  ^ #  =  C 

a  —  a         0  —  a         c  —  a 

et  aussi 

[                       P2+Q2-i-R2  =  -> 

P2                      Q2                     R2 

1 i 1 =   I 

(32)      <  a       a        ol       b        a       c 

P2  o2  R2  P2  O2  R2 

Ï7  +    7  n,   H 7   =  0) !"  T^ 1 =  °- 


a  —  P'        6  —  P'        c  —  y'         '        «  —  a        6  —  a        c  —  a 
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L'élimination  de  p  entre  les  deux  équations  de  la  première  ligne  (3 1) 
donnerait,  par  exemple,  l'équation  de  la  surface.  L'analogie  des  deux 
autres  équations  (3i)  montre  immédiatement  la  signification  géomé- 
trique de  a'.  Le  rayon  OM  prolongé  ira  couper  la  surface  en  un  second 
point  M',  et  l'on  aura 

(33)  OM'  =  /ô7,         comme         OM  =  v/p. 

Ainsi  p  et  ar  sont  les  carrés  des  deux  rayons  vecteurs  dirigés  suivant 
le  diamètre  OM. 

Les  équations  (32)  se  déduisent  des  précédentes  si  l'on  remplace 

X,     Y,     Z,     a,     b,     c,     (3,     a', 
respectivement  par 

H,    Q,     R, 


i       i       i       i 

7  '         _  ' 


7  'ai 

cap 

La  surface  décrite  par  le  point  (P,  Q,  R)  est  donc  la  surface  des  ondes 
relative  à  l'ellipsoïde  (E') 

(34)  ax^-h  by--\-  cz2=  i. 

Comme  cet  ellipsoïde  (E')  est  polaire  réciproque  de  l'ellipsoïde  (E) 
relativement  à  la  sphère  de  rayon  i  ayant  l'origine  pour  centre,  le 
résultat  précédent  est  simplement  la  conséquence  de  la  proposition 
générale  indiquée  plus  haut  relativement  à  l'apsidale  de  la  polaire 
réciproque. 

On  voit  ainsi  que,  si  l'on  mène  à  la  première  surface  des  ondes  un 
plan  tangent  parallèle  au  plan  tangent  en  M,  la  distance  de  l'origine  à 
ce  plan  tangent  sera  y/p'. 

Ainsi  y/a,  y/p'  sont  les  distances  à  deux  plans  tangents  parallèles. 
Les  deux  remarques  que  nous  venons  d'indiquer  rattachent  ainsi  géo- 
métriquement les  variables  introduites  a',  p'  aux  variables  primitives 
a  et  p. 

6.  Ces  points  étant  établis,  nous  allons  former  en  premier  lieu  l'é- 
quation différentielle  des  lignes  asymptotiques  de  la  surface  des  ondes 

(35)  dP  dX  -^dqdY  +  dK  dL  =  o. 

Pour  effectuer  le  calcul  avec  sinvplicité,  nous  ferons  usage  des  formules 
telles  que  la  suivante 

(36)  PX=  O-PX^-^)  =  M(a  — a)(q  — oQ 

/'(a)  af'a) 
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que  le  lecteur  établira  sans  difficulté.  Comme  on  peut  écrire  l'équa- 
tion (35)  sous  la  forme 


S 


PY  dP  dX 
PX"P     X"=°' 


on  aura,  en  employant  les  formules  (29)  et  (3o),  l'équation  différen- 
tielle 

a  dcc 


O     "    L«— P        a'(a  —  «')JL«-P' 


a(a  —  a) 


En  utilisant  successivement  les  deux  expressions  différentes  (36)  de 
PX,  on  obtiendra  le  résultat  suivant 

(37)  -,   ^  da  d$  -+-    ..   ,'  dy.'d$'=o. 

/(*)  Aa  ) 

Les  deux  relations  (22)  permettent  encore  d'éliminer/(a),  /(a')  et  de 
ramener  l'équation  précédente  à  la  forme 

dv.  d$  da'  d$' 

{6b) 


a(oc-P)  a'(a'-P') 

Mais  cette  équation  différentielle  contient  toujours  quatre  variables  <x, 
P,  a',  p'.  Nous  allons  voir  comment  on  peut  éliminer  deux  d'entre  elles. 
D'après  l'identité  (16),  a  et  a'  sont  racines  de  l'équation  du  second 
degré  en  t 

Différentions  totalement  cette  équation.  En  désignant  son  premier 
membre  par  y(t),  nous  aurons  pour  chacune  de  ses  deux  racines 

<?'(t)dt'=  t(t  —  $')d$  +  t(t  —  $)d$', 
ce  qui  nous  donnera,  en  remplaçant  successivement  t  par  a  et  par  a', 

(39) 

On  a  d'ailleurs 

(4o)  <P(0=^(*-*)C  — «') 

et  par  suite 

(40  ?'(«)=-?'  a')='(^-à) 


cp'(a)efa=    a(a  —  j3')o?[3-l-  oe(a—  P)c?{i', 
<f'(a')  efa'  =  a' (a' —  j^')  «?(3  -4-  a'(a' —  (3)  o?|3'. 
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En  divisant  donc  membre  à  membre  les  deux  équations  (3g),  on  aura 

</a   _  g(a  — pf)^|3  +  a(a—  P)dp' 

M  ~       a' (a'—  f)  dp  h-  a'(a'—  P)  dp'  ' 

ce  qui  établit  une  relation  homographique  entre  les  deux  coefficients 
différentiels  -7-7?  -rln*  En  chassant  les  dénominateurs  on  trouve 

a'(a'—  p')  da  dp  -+-  a(a  —  p)  da'  dp' 

-t-a'(a' —  P)  dadp'-f-  a(a  —  P')  da' dp  =  0. 

Les  deux  premiers  termes  ayant  une  somme  nulle  pour  les  lignes 
asymptotiques,  en  vertu  de  l'équation  (38),  on  voit  que  cette  équation 
est  encore  équivalente  à  la  suivante 

.  ,    .  d%  dB'  da'  d3 

(42) 


«(a  —  P')  a'  {a!—  p) 

Il  ne  reste  plus  qu'à  multiplier  ou  à  diviser  membre  à  membre  les 
deux  équations  (38)  et  (^2)  pour  obtenir  les  deux  suivantes 

da2  da'2 


a2(a-P)(a-p')  _  a'2(a'-  P)(a'-  P') 

c/p2  dp'2 

(a-P)(a'-P)-(a-P')(a'-P'/ 

qui,  en  tenant  compte  des  identités   (22)  et  (23),  se  ramènent  aux 
suivantes 

da2  doc'2 


(43) 
(44) 


dp2  dp'2 


où  les  variables  sont  séparées.  On  reconnaît  dans  l'une  et  dans  l'autre 
l'équation  d'Euler  dont  l'intégrale  peut  revêtir  tant  de  formes  diffé- 
rentes. 

Ainsi,  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  des  ondes  sont  des 
courbes  algébriques.  Cet  important  résultat  est  dû  à  M.  Lie,  qui  l'a 
signalé  d'abord  dans  sa  Note  Sur  une  transformation  géométrique, 
présentée  en  1870  à  l'Académie  des  Sciences  [Comptes  rendus, 
t.  LXXI,  p.  579).  M.  Lie  l'a  établi  pour  la  surface  de  Kummer,  qui 
comprend  la  surface  des  ondes  comme  cas  particulier.  Les  lignes 
asymptotiques  de  cette  surface  ont  été  étudiées  par  MM.  Klein  et  Lie 
dans  une  Note  :  Ueber  die  Haupttangentencurven  der  Kummer'- 
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schen  Flâche  vierten  Grades  mit  16  Knotenpunkten,  insérée  en  1870, 
p.  891-899,  aux  Monatsberichte  de  Berlin. 

7.  Avant  d'étudier  l'intégrale  de  l'équation  précédente,  nous  allons 
étendre  un  peu  les  résultats  obtenus.  Conservons  toujours  les 
quatre  variables  a,  (3,  a',  p'  liées  par  les  identités  (22)  à  (2^)  et 
cherchons  s'il  existe  des  surfaces  pour  lesquelles  les  six  variables  X, 
Y,  Z,  P,  Q,  R  soient  exprimées  par  les  formules  suivantes 

/   X=    CA(a  —  a)»»(a  —  a!)m\a—  j3)«(a  —  p')»', 

(45)       J  Y  =  CiA(ô  — a)«(ô  — a')»'(ô  — P)»(é  — P')»', 

(   Z  =  C2A(c  —  o)»(c  —  «')»'(c—  p)re(c  —  p')"'; 

P==   CA/'(a)  («-«)-'"(«-  ^-«'(a— P)i-?(a— P')1"»', 

(  Q  =  G1A/'(6)(6~g)","(6~g,)""t'(6~P)1",,(6~^)1"a'> 
(c  —  9)-r*(c  —  a')-m'(c—  P)1-'l(c  —  P')1-"', 


GîA/'(c) 


où  A  désigne  une  fonction  arbitraire  de  deux  des  variables  a,  p,  a',  p'; 
G,  Cn  C2,  j?i,  n,  m',  n'  des  constantes  quelconques;  ces  formules  com- 
prennent comme  cas  particulier  celles  qui  sont  relatives  à  la  surface 
des  ondes.  Il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  les  valeurs  précédentes 
vérifient  identiquement  les  deux  relations 

PX-+-    QY    +    RZ    =1, 

P  dX  +  Q  dY  +  Rf/Z  =  o. 

La  première  résulte  immédiatement  des  formules 
j   px=(g-p)(q-P')^ 

(ft-P)(A-P') 


(47)  QY  = 


f'(b) 


(c-P)(c-P') 
/'(c)  ' 

conséquences  des  équations  (45)  et  (46). 

Quant  à  la  seconde,  elle  nous  donne,  par  un  calcul  facile,  la  con- 
dition suivante 

dk  (a— p)(a— "p">   ,  ,(a'— P)(a'-P')   .  , 

—  -+-  m  - ^Ç— —  dx  -+-  m'- ^^- —  d%  =  0, 

A  /(a)  /(a) 
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ou,  en  tenant  compte  des  identités  (22), 


dK            da.           .  da 

—7 \-  m h  m  — r 

=  0 

A                a                 a 

On  peut  donc  prendre 

A  =  a-'"  a'-'"'; 

et  il  vient,  pour  la  surface  cherchée,  les  formules  définitives 

\v         _  (a  —  cc\'»  /a  —  a'\m' .  ON    .  -,.   , 

X=G     — —  — -r-)      (a-p)"(«-p')re\ 


.'h  a \  m  I  h  —  a! \  m' 


Z  =  C2(^)      (IL- ~)      (C-P)"(c-P')"'; 


p  =  cr^j(^)""(^r('"-^'-"(a-^'' 

<*>  ',  q = ctt^  (6-^r (*-^r'<*- »~<>- P')--. 

[R=OT)(^r(^r(c-?),-"(c-^-"'- 

On  retrouverait  en  particulier  la  surface  des  ondes  en  faisant 


(5o) 


,1  1              , 

m  =  o,          tti.  =  -  5  7i  =  -  ?          n  =  o  ; 

1  1 

P  _      \/i            r  \ft  r  _       sfi 


/«/'(a)  v/6/'(6)  \/cf'(c) 


Appliquons  à  ces  formules  plus  générales  (4§)  et  (49)  la  méthode 
qui  nous  a  réussi  dans  le  cas  de  la  surface  des  ondes  et  formons  l'équa- 
tion différentielle  des  lignes  asymptotiques 

~S^(a  —  P)(«  —  P')  [~       n  dft  n'  d$'  ma  da  m' a  da'   1 

^d  /'(«)  L      P — a  P' — a  a  (a  — a)        a'(a'  — a)J 

[(1 — -7z)rfp        (1  —  ti')o?P'  ma  da  m' a  da 

P —  a  (3' — a  a(a —  a)        a'(a' — a)J 

Effectuons  les  sommations  en  remplaçant,  dans  tous  les  termes  où  se 
trouvent  les  seules  différentielles  da}da',  le  produit  (a — P)(« — P') 
par  la  quantité  égale 

l(a  —  a.) (a  —  a'  ) 
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Nous  aurons  l'équation  différentielle 

-n(,-»)(P_P')^-_*'(ir^)(p'._p)> 
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/(P)     '—     "^     ^/(P') 

c/a  <i3  r/a  c/3' 

m{in  —  i)  — ^-j-  -4-  m{m  —  i) 


a(a-P)  ^a(a-P') 

;/  da.' d$  ,  doc' d^' 

m  {-m  —  i)——, — ^-  -4-  m  (2/1  —  1)  ,     r_, 

a  (a  —  p)  V(a'—  P') 

/m2  <fa2  /7?i'2  ,    ,  c/a'2 

H ~  (a  —  a  )"77 — ;  H 77  (a  —  =0 


a-oc 


/(a)         aa'*v"  '/(«') 


Remplaçons  maintenant  dz,  doc'  par  leurs  valeurs  déduites  des  équa- 
tions (3g)  où  l'on  remplacera  <p'(a),  <p'(a')  par  leurs  expressions  (4i). 
Après  les  réductions,  le  terme  en  d$  d$'  contiendra  un  coefficient  nu- 
mérique, qui  sera 

i{m  —  m') {m  -+-  m' '-4-  n  -+-  n' —  1). 

Si  l'on  veut  que  l'équation  différentielle  ait  encore  ses  variables 
séparées,  le  coefficient  précédent  devra  être  nul.  Écartant  l'hypothèse 
?n  =  jn'  qui  conduirait  à  des  surfaces  déjà  étudiées  au  n°  112  [I,  p.  ï^i], 
nous  supposerons 

(5i)  m  -4-  m' -+-  n  -4-  n' =  1. 

Alors  l'équation  différentielle  se  réduira  encore,  après  la  suppression 
du  facteur 

{m  -4-  n)(  m'-+-  n'){ot—  P')(a' —  3) -M/??  -4-  n'){m'A-  n)(oc  —  3)  (V —  3") 
. . —  ; 

a  —  a 
à  la  forme  simpie 

(5a)  ^ËL_^=0 

(    j  /(P)     Z(P')      ' 

identique  à  celle  que  nous  avons  obtenue  dans  le  cas  de  la  surface 
des  ondes,  pour  laquelle  d'ailleurs  la  relation  (5i)  se  trouve  vérifiée 
par  les  valeurs  correspondantes  de  m,  n,  m',  n'.  Ainsi  nous  obtenons 
une  classe  de  surfaces  se  rattachant  à  la  surface  des  ondes  et  dont 
les  lignes  asymptotiques  se  déterminent  toutes  par  l'intégration  de 
l'équation  d'Euler.  Ces  surfaces  seront  algébriques,  ainsi  que  leurs 
lignes  asymptotiques,  toutes  les  fois  que  les  exposants  m,  n,  m',  n' 
seront  commensurables. 

8.  Parmi  les  différents  procédés  d'intégration  de  l'équation  d'Euler, 
voici,  ce  nous  semble,  celui  qui  convient  le  mieux  à  notre  sujet. 
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61;  62,  63  désignant  des  fonctions  de  deux  variables,  considérons  la 
famille  de  courbes  définie  par  l'équation 

(53)  6!  ^+62/^-1-  63/^=0, 

où  cn  c2,  c3  désignent  trois  constantes  dont  la  somme  est  nulle 

(54)  Ci  +  c2  -4-  c3  =  o. 

L'équation  différentielle  de  cette  famille  de  courbes  se  forme  sans 
difficulté,  car  on  a 

d§i  V ' c\  ■+-  d$2  \/c2  -+-  <r/03  \fc-i  =  o, 
ce  qui  donne 

S/Ci  s/cl  s/c-i 


e2  d% — e3  ^e2     63  rfOi  —  Oi  je3     e,  cfô2  —  e2  ^ex 

et  par  suite 

(55)  (82</03  —  63d82)2-4-(03ûfôi  —  6id63.)2H-(ei  rf02  —  62 1/61)2=  o, 
ou  encore 

(55)'     (6j  -+-  e*  -4-  e93  )(rfOj  h-  ofe^  -+-  ^9^)— (6,  d^-h  e2  do2  +  e3  ^e3)2  =  o. 

Si  l'on  suppose  que  l'on  ait 

Qf  -t-  ©1-t-  ei  =  *, 

l'équation  différentielle  prendra  la  forme  encore  plus  simple 

(56)  ciïl -h  cttl -h  ciïl  =0; 


et  si  l'on  pose 


\/" 


—  PX«-fO 


/'(«) 


(5.)  6,=  t/(fe-P)^-P'). 


elle  deviendra 

(58) 


f(c) 
dp    _      ^p'2 


/(P)       Z(P') 
C'est  précisément  l'équation  que  nous  avons  rencontrée,  et  dont  l'in- 
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tégrale  pourra  par  suite  se  mettre  sous  la  forme 

(39)     <  

(       +y/QYv/(6  —  *)(c  —  a) -h  \/RZ  y/(c-  k)(a  —  b)=o, 

où  k  désigne  une  constante  arbitraire  quelconque  et  où  nous  avons 
tenu  compte  des  formules  (47)  données  plus  haut. 

9.  L'interprétation  géométrique  de  l'équation  (5g)  est  facile  à 
donner  si  l'on  introduit  le  complexe  auquel  appartiennent  toutes  les 
normales  d'une  famille  d'ellipsoïdes  homofocaux,  et  qui  est  formé  par 
toutes  les  droites  qui  coupent  les  trois  plans  de  symétrie  et  le  plan  de 
l'infini  en  quatre  points  dont  le  rapport  anharmonique  est  constant. 
Nous  appellerons  un  tel  complexe  un  complexe  de  Chas  les.  Et  alors 
on  pourra  traduire  sous  la  forme  géométrique  suivante  le  résultat  que 
nous  venons  d'obtenir  : 

En  tous  les  points  de  chaque  ligne  asymptotique  de  la  surface,  le 
plan  tangent  à  la  surface  est  tangent  au  cône  d'un  complexe  de 
Chasles  dont  le  tétraèdre  fondamental  est  formé  par  les  plans  de 
symétrie  et  le  plan  de  l'infini. 

Si  l'on  veut,  par  exemple,  obtenir  les  deux  lignes  asymptotiques 
qui  passent  en  un  point  de  la  surface,  on  construira  les  deux  cônes 
du  second  ordre  ayant  leur  sommet  en  ce  point,  passant  par  les 
quatre  sommets  du  tétraèdre  fondamental  et  tangents  au  plan  tangent 
de  la  surface  en  ce  point.  A  chacun  de  ces  cônes  correspondront  un 
complexe  de  Chasles  et  une  des  deux  lignes  asymptotiques  cher- 
chées. 

10.  Il  est  naturel  de  se  demander  si  la  construction  précédente 
s'applique  à  d'autres  surfaces.  En  revenant  aux  notations  de  Monge 
et  désignant  maintenant  par  p  et  q  les  dérivées  de  z  considérée  comme 
fonction  de  x  et  y,  le  problème  peut  évidemment  se  formuler  comme 
il  suit  : 

Chercher  les  surf  aces  pour  lesquelles  l'équation 
(6o)  sfiz  -+-  /—  p/jjy-f-  s/—  yqv  =  o, 

où  les  constantes  a,  (ï,  -y  satisfont  à  la  relation 
(6i)  a  -h  P  -H  y  =  o. 
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est  l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle  des  lignes  asym- 
ptotiques. 

Nous  avons  vu  plus  haut,  au  n°  8,  comment  on  élimine  les  con- 
stantes a,  p,  y-  On  est  ainsi  conduit  à  l'équation  différentielle 

,„    x      {dz*        {dpxy-        (dqy)*~\.  .       r  T.  .,_ 

\   z  pj<  qj     a 

Or,  pour  une  ligne  asymptotique,  on  a 

[  dp  dx  -+-  dq  dy  =  o, 

|  dpî=z(s%—rt)dy2,     dq*  =  (s*  —  rt)dx2,     dpdq  =  —  (s*-  —  rt)dxdy, 

et,  par  suite, 

(64)  [d(z-p'x-qy)¥=(s*-rt)(xdy—ydx)s. 

Tenant  compte  de  ces  diverses  relations,  on  mettra  l'équation  dif- 
férentielle (62)  sous  la  forme  suivante 

/  [(s2—  rt)xyz^-pq  {z—  px  —  qy)] 

(65)  j  r  y  x  1 

X  \(z  — px)      dx2-h  (z —  qy)  —  dy2 —  ixy  dx  dy    =  o. 

On  a  ici  le  choix  entre  deux  hypothèses  bien  distinctes.  Si  le 
premier  facteur  n'est  pas  nul,  le  second  devra  être  identique  au  po- 
lynôme 

r  dx%  -+-  is  dx  dy  -t-  t  dy-, 

ce  qui  donnera  les  deux  relations 

y(z—px)  _  x(z—qy)  _  —  xy 
qr  pt  s 

qui  s'intègrent  à  vue  et  nous  donnent 

(66)  z—px  —  qy=  |j  =  £, 

X  et  Y  désignant  des  fonctions  de  x  et  de  y  respectivement.  Ces  deux 
équations  du  premier  ordre  s'intègrent  à  leur  tour  et  conduisent, 
le  lecteur  le  reconnaîtra  aisément,  aux  surjaces  tétraédrales  de 
Lamé  (n°  112)  et  à  leurs  limites. 

11.  Mais  on  peut  satisfaire  d'une  autre  manière  à  l'équation  (65). 
Il  suffît  que  le  premier  facteur  soit  nul.  On  est  alors  conduit  à  l'équa- 
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tion  aux  dérivées  partielles 

(67)  {s*  —  rt)xyz+pq(z—px  —  qy)  =  o, 

qui  fera  connaître  une  classe  très  étendue  de  surfaces  jouissant  de  la 
propriété  annoncée. 

Cette  équation,  dont  les  caractéristiques  sont  les  lignes  asymp to- 
uques de  la  surface  cherchée,  peut  s'intégrer  complètement  et  d'une 
manière  élégante.  Nous  nous  contenterons  de  l'interpréter  géomé- 
triquement. 

Soient  a0,  [B0,  y0  les  cosinus  directeurs  de  la  normale,  définis  par  les 
relations 

cosao  _  cos(30  _  cosyo  _  1 


(68) 


P  9  — l  y/ï 


■  P2 


Les  coordonnées  X,  Y,  Z  d'un  point  situé  à  une  distance  N  du  pied 
de  la  normale  seront  données  par  les  formules 

(69)  X  —  x=Ncosa.0,         Y — jk  =  Ncosj30,         Z  —  .5  =  N  cosyoj 

d'où  l'on  déduit  que  si  N^.,  Ny,  Ns,  tu  désignent  les  segments  de  la  nor- 
male limités  aux  trois  plans  coordonnés  et  à  la  projection  de  l'ori- 
gine sur  la  normale,  on  aura 

(  N*  =  -~^-  ,  Ny  =  -~£-  '  Nz  =  —?1 , 

(70)  /  cosa0  cos[i0  cosyo 

f     m  =  —  a?cosa0 — jkcosj30 — z  cosyo; 

m  désigne  encore,  avec  un  signe  déterminé,  la  distance  de  l'origine 
au  plan  tangent. 

On  a,  d'autre  part,  p'  et  p"  désignant  les  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux, 

,    .        (l^-»2H-er2)2 

En  tenant  compte  de  toutes  ces  relations,  on  reconnaît  que  l'équa- 
tion (67)  peut  être  remplacée  par  la  relation  géométrique 

(72)  njp'p"=N^NrN-, 

qui  est,  par  suite,  vérifiée  pour  la  surface  des  ondes. 

En  cherchant  si  les  surfaces  tétraédrales,  correspondantes  à  la  pre- 
mière hypothèse,  satisfont  à  cette  relation,  on  trouvé  que,  pour  la 
surface  représentée  par  l'équation 

D.  —  IV.  3i 
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on  a 

(74)  mp'P"=(m-iyNxNyNz. 

Ainsi,  parmi  les  surfaces  tétraédrales,  les  surfaces  du  second  degré 
seules  satisfont  à  l'équation  (67). 

Au  reste,  parmi  les  surfaces  répondant  au  problème  posé,  les  sur- 
faces tétraédrales  sont  les  seules  pour  lesquelles  la  génératrice  de 
contact  du  cône  du  complexe  défini  plus  haut  relatif  à  un  point  de 
la  surface  et  du  plan  tangent  en  ce  point  coïncide  avec  une  tan- 
gente asymptotique  de  la  surface. 

12.  Après  celte  digression  relative  à  toute  une  classe  de  surfaces 
dont  les  lignes  asymptotiques  se  déterminent  comme  celles  de  la  sur- 
face des  ondes,  revenons  à  cette  surface  particulière  pour  étudier  et 
déterminer,  si  c'est  possible,  ses  lignes  de  courbure.  Nous  reprendrons 
les  notations  primitives  et  nous  emploierons,  pour  former  l'équation 
différentielle  des  lignes  de  courbure,  les  formules  d'Olinde  Rodrigues. 

Ici  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  sont 

P/a,      Qv/à,     Ry/a. 
Les  équations  cherchées  se  présentent  donc  sous  la  forme  simple 

[   dX-+-pd(~P\/â)  =0, 

(75)  <   rfY  +  pc/(Q/â)  =  o, 
(  dL  -+-  p<r/(R.\/a)  =  o, 

où  p  désigne  le  rayon  de  courbure  principal. 

Ajoutons  les  équations  précédentes,  après  les  avoir  multipliées  res- 
pectivement par  2X,  2 Y,  2Z  :  nous  trouverons  la  relation 

dfi  -+-  ipd\J  a.  =  o, 
d'où  l'on  déduit 

(76)  P=-vV"* 

Cette  expression  est  en  parfait  accord  avec  celle  que  nous  avons 
donnée  au  n°  1071,  où  nous  avons  déjà  employé,  pour  une  surface 
quelconque,  le  système  de  coordonnées  curvilignes  a,  (3. 

En  portant  l'expression  de  p  dans  la  première   équation  (j5),  par 

exemple,  nous  aurons  l'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure 

sous  la  forme 

rfX  —  /S^rf(P>/ï)  =  o. 
dix. 
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Remplaçons  X  et  P  par  leurs  valeurs,  il  viendra 

a  (a  —  P)(a  —  $')dadct'  —  ce'  (a  —  a)  (a  —  <x')d$dfi'  =  o, 
ou,  en  tenant  compte  de  l'une  des  équations  (2^), 

(77)  -^r=d$dp. 

Telle  est  l'équation  différentielle  cherchée,  mais  elle  contient  quatre 
variables.  On  éliminera  aisément  a'  et  (3',  par  exemple,  et  l'on  sera 
conduit  à  l'équation  suivante 

(78)  /(P)&«+/(a)dp»-j-2/(a)  +  (P-a)^/'(«)-^Jidarfp==o, 

qui  a  quelque  analogie  avec  l'équation  d'Euler.  Comme  l'équation 
différentielle  (77)  est  symétrique  en  (3  et  (3',  on  pourrait  conserver  les 
variables  a  et  p';  et  l'on  serait  conduit  à  l'équation 


79)    /(P')rfa»+/(a)rfp'"-ja/(a)  +  (P'-a)[/'(a)-^JJrfarfp'=o> 


toute  semblable  à  la  précédente. 

Ces  équations  admettent  des  solutions  particulières  définies  par  les 
relations 

/(a)  =  o,        /(P)  =  o,        /(P')  =  ô,         (a_p)(a-|3')  =  o, 

qui  correspondent  aux  lignes  de  courbure  évidentes  de  la  surface  des 
ondes,  les  sections  principales,  les  cercles  de  la  surface. 

Si  l'on  remplace,  dans  l'équation  (78),  -,'-  par  son  expression  en 

fonction  de  p,  on  aura  l'équation  du  second  degré 


(80) 


/(a)pt+v/âja/(a)-.-(P-a)[/'(a)-^2]|p  +  a/(P)  =  o, 


qui  fera  connaître,  en  chaque  point,  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux. Cette  équation  permet  de  vérifier  la  relation  (72)  déjà  établie 
et  d'en  trouver  une  nouvelle. 

On  a  ici,  en  effet,  en  conservant  les  notations  et  les  conventions  du 

n°  11, 

X  1-  a  —  S 

Na:  =  —  —-=_/« v-, 

Py/a  «  — a 

Y  ,-  b  -  p  r 

(81)  ', ;   ÏS  y=—  ——  =—  y/a  T C,  M=_v/ai 

Q  y/a  b  —  % 

z  r  0  —  Q 

Ry/a  c  — a 
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Si  donc  p'  et  p"  désignent  les  deux  rayons  de  courbure  principaux, 
on  aura 

(82)  Pp-7W  —s—' 

C'est  la  formule  établie  plus  haut.  On  aura  de  même 

ce  qui  donnera 

(83)  p'+p*=N«+NyH-NJ 


7TT 


relation  entièrement  géométrique,  puisque  (3  est  le  carré  du  rayon 
vecteur. 

13.  Revenons  à  l'équation  différentielle  (78).  Elle  est  plus  compli- 
quée que  celle  d'Euler,  mais  elle  s'en  rapproche  en  ce  sens  qu'elle  se 
forme  comme  elle  au  moyen  d'un  polynôme  /(a),  dont  les  coefficients 
n'apparaissent  pas  dans  l'équation.  Nous  allons  d'abord  effectuer 
quelques  transformations  qui  nous  seront  utiles. 

Si  l'on  pose,  en  substituant  la  variable  t  à  p, 

(84)  ?  =  «+£» 

l'équation  deviendra 

df-  dt  t%  t3 

(83)  9^da<?   ~?'(a)^  +^?(a)+  -?"(a)+  jp  ?"(«)  =  <>» 

es  (a)  désignant  le  polynôme 

(86)  cp(a)  =  a/(a). 
Remplaçons  maintenant  t  par  la  variable  u 

9(a) 

(87)  u^VU. 

L'équation  prendra  la  forme 

.    .  du^         ,,    .     du  „       m2    „  .    .         u      .    .     ...    . 

(88)  lWd&-tWudï  +«3+ -?"(«)+ ^?(«)?IV(«)  =  o. 

Ces  différentes   transformations  nous  permettent  d'établir  la  eu- 
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rieuse  proposition  suivante  -.L'équation  différentielle  (78)  s  intègre 
dès  que  le  polynôme  /(a),  qui  est,  en  général,  du  troisième  degré, 
se  réduit  à  un  polynôme  du  second  degré. 

Dans  ce  cas,  en  effet,  le  polynôme  ©(a),  défini  par  la  formule  (86), 
se  réduit  au  troisième   degré.   Le   dernier   terme  de  l'équation  (88) 

disparaît  et  l'on  peut,  en  la  divisant  par  -^,  lui  donner  la  forme 
suivante 

,Q   ,  /  d%\  /da*        dofl 

(  89  )  9     a  —  u  -=-     ■+■  u3  I  — 1 — 

x    J'  Y  V  du)  \dus        du* 

en  supposant,  comme  il  est  permis,  que  le  coefficient  de  xs  dans  v(x) 
soit  égal  à  l'unité  (*). 

Si  donc  on  effectue  la  substitution  définie  par  les  formules 

.      .  doi  dz        „ 

(90)  du=^  a-Udu=t> 

qui  nous  donnent 

(90  tt=-^' 

l'équation  prendra  la  forme 

(92)  ?(ç)  =  ^|(V+-^), 

qui  s'intègre  immédiatement  par  la  séparation  des  variables  et  nous 
donne 

(93)  fy===   A  ~*(i  + 1  )"*«*!• 

J   v?(S)      J 

On  aura  ensuite 

(94)  < 

/(a)  /(«)«&) 


(p  =  « 


rf£ 


L'intégrale  se  présente  donc  sous  une  forme  assez  compliquée;  et 
elle  n'est  pas  généralement  algébrique. 

11.   Voyons  maintenant  quelles  sont  les  conséquences  géométriques 
du  résultat  analytique  précédent.  En  voici  une  à  peu  près  évidente. 

(')  Si  o(x)  était  de  degré  inférieur  à  3,  il  faudrait  supprimer  le  terme  en  -3—) 
ce  qui  faciliterait  encore  l'intégration. 
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Supposons  d'abord  que  l'ellipsoïde  (E)  se  réduise  à  un  cylindre, 

l'axe  y  c  croissant  indéfiniment.  La  surface  des  ondes  deviendra  l'apsi- 
dale  d'un  cylindre  elliptique.  Pour  savoir  ce  que  devient  alors 
l'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure,  il  faudra  prendre  le 
coefficient  de  c  dans  l'équation  (78),  ce  qui  revient  à  remplacer/(a) 
par  le  polynôme  du  second  degré 

(95)  /(a)  =  («-a)(a-ô). 

Donc,  on  sait  déterminer  les  lignes  de  courbure  de  la  surface 
apsidale  d' un  cylindre  et  ces  lignes  de  courbure  ne  sont  pas  algé- 
briques. 

Supposons  maintenant  que  l'ellipsoïde  (E)  se  rapproche  d'une 
sphère,  par  exemple  de  la  sphère  de  rayon  1.  On  pourra  supposer  que 
les  carrés  des  axes  «,  b,  c  soient  de  la  forme 

(96)  a  —  i-htai,         6  =  i-H£Ôi,         c  =  i-i-£ci, 

£  étant  un  infiniment  petit  et  a,,  bly  ct  des  quantités  finies.  La  diffé- 
rence (3  —  a  sera  alors  de  l'ordre  de  z-;  cela  résulte  de  la  définition 
géométrique  des  variables  a  et  j3.  On  devra  donc  poser 

(97)  a  =  i +  £<*!,         t  =  €*t', 

et  l'on  aura 

(98)  T(a)  =  (H-sai)e»<p1(o1)>         u  =  suu 
en  posant 

(99)  Çi(«i)  =  («i—  «i)(ai—  61)  («i—  ci). 

Si  l'on  substitue  toutes  ces  expressions  dans  l'équation  différen- 
tielle (88)  et  si  l'on  conserve  seulement  les  termes  de  degré  moindre, 
qui  contiennent  £3  en  facteur,  il  restera  l'équation 

(100)       ®i^~dVi  ~ ?i(ai)Mi ^7  +  i  +  2  Tit*1) =  °- 

Aux  notations  près,  nous  retrouvons  l'équation  primitive  (88),  où 
cp (a)  serait  remplacée  par  un  polynôme  du  troisième  degré.  Et  nous 
avons  vu  qu'alors  l'intégration  se  ramène  aux  quadratures.  Ainsi  : 

On  sait  déterminer  les  lignes  de  courbure  de  toutes  les  surfaces 
des  ondes  qui  diffèrent  peu  d' une  sphère.  Ces  lignes  de  courbure  ne 
sont  pas  algébriques. 
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II  suit  de  là  que,  clans  le  cas  général  où  les  trois  axes  de  la  sur- 
face sont  inégaux,  les  lignes  de  courbure  ne  sauraient  être  algé- 
briques. 

Quand  on  aura  intégré  l'équation  (ioo),  les  coordonnées  du  point 
de  la  surface  se  détermineront  en  fonction  de  iii  etaj  par  les  formules 

—  Kl) 


x  _  .     /(<3l  —  «l)(«l  —  «1— Kl 

V        («i— 6i)(«i— Ci) 


(.101)  /  y  =  [  Afei~ gr)(^i  — gi  —  «i)/ 

]  V       {b\  —  «i)(6i  —  ci) 

[2=4  /(ci  — gi)(ci  — gi  —  Mi)  t 
\  \/        (ci  —  ai)(ci—bi) 

Ces  valeurs,  satisfaisant  à  la  relation 

X»-i-Y»+Z»='i, 

montrent  bien  que  la  surface  se  réduit  alors  à  une  sphère. 

15.  On  obtient  le  même  résultat  en  supposant  que  deux  des  axes 
seulement,  a  et  b  par  exemple,  tendent  à  devenir  égaux,  le  troisième  c 
restant  différent  des  deux  premiers.  La  surface  des  ondes  se  décom- 
posera en  un  ellipsoïde  et  une  sphère.  Pour  la  partie  qui  se  rapproche 
d'une  sphère,  a  et  {3  différeront  peu  du  rayon  de  la  sphère.  On  sera 
ainsi  conduit  à  poser  encore 

(102) 

(io3)       cp(a)  =  s2 (ai  —  ai)(cti—  &i)(i  —  c)  +  .. .  =  e2cp1(ai)-+-. . .; 
u  restera  finie  et  l'équation  (88)  se  réduira  à  la  suivante 
du2  du  u2 

qui  n'est  autre,  avec  un  changement  de  notations,  que  l'équation  (88) 
où  (f  (a)  se  réduirait  non  plus  au  troisième,  mais  au  second  degré. 

Ainsi,  quand  la  surface  des  ondes  se  décompose  en  un  ellipsoïde 
et  une  sphère,  on  sait  déterminer,  sur  la  sphère,  les  positions  limites 
des  lignes  de  courbure. 

16.  Bien  que  nous  n'ayons  pu  obtenir,  dans  le  cas  général,  une 
détermination  en  termes  finis  des  lignes  de  courbure,  néanmoins  plu- 


a  —  1  - 

h  E«| 

6=1- 

h  zbi 

a  =  1  - 

h  eai 
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sieurs  résultats  essentiels  sont  fournis  par  l'analyse  précédente.  Nous 
voyons,  non  seulement  que  les  lignes  de  courbure  ne  sont  pas  algé- 
briques, mais  encore  que,  si  ces  lignes  présentaient  quelque  intérêt 
dans  l'étude  optique  de  la  surface,  nous  pourrions  les  faire  connaître 
avec  une  suffisante  approximation.  Car  les  surfaces  des  ondes  rela- 
tives aux.  différents  cristaux  sont  peu  différentes  de  la  sphère  et  sur- 
tout ont  toujours,  au  moins,  deux  de  leurs  axes  très  peu  différents 
l'un  de  l'autre.  Le  lecteur  s'en  convaincra  aisément,  s'il  jette  les  yeux 
sur  le  Tableau  suivant,  qui  donne  les  indices  de  quelques  cristaux 
(relativement  à  la  raie  D)  : 

Gypse i ,  529  1  , 5a2  1 ,  020 

Orthose 1,526  i,523  I5'J[9 

Aragonite 1 ,  685  1  ,  08 1  i,53o 

Diopside !,70o  1,678  1,671 

Stilbite i,5oo  1 ,49^  1 .  4o4 

Oligoclase 1,542  r  ,538  1 ,  534 

Amblygonite 1  ,  597  1 ,5g3  r ,  578 

Sphène 2,009  1,894  1,888 

Epidote  .  .    f,768  1 , 754  !,73o 

Staurotide 1 ,  746  1,741  1 ,  736 

Les  lignes  de  courbure  de  la  surface  des  ondes  ont  d'ailleurs  été 
l'objet  d'un  assez  grand  nombre  de  recherches.  A  la  suite  d'une  affir- 
mation inexacte,  d'après  laquelle  ces  lignes  seraient  les  courbes  de 
contact  d'une  développable  circonscrite  à  la  surface  et  à  une  sphère 
concentrique,  Combescure,  dans  un  élégant  Article  inséré  en  1869311 
tome  II  des  Annali  dl  Matematica,  p.  278,  a  formé  leur  équation 
différentielle.  Dans  quelques  remarques  qui  suivent  cet  Article, 
M.  Brioschi  a  montré  que  l'équation  différentielle  obtenue  par  M.  Com- 
bescure peut  se  ramener  à  la  forme 

où  l'on  pose 

4»(/0=  v/?0)=  \/P(p  —  a)(p  —  b)(p  —  c). 

Mais  toutes  les  recherches  faites  pour  obtenir  la  solution  complète 
du  problème  ont,  jusqu'ici,  complètement  échoué. 
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NOTE    IX. 


SUR  LA  GÉOMÉTRIE  CAYLEYENNE  ET  SUR  UNE  PROPRIÉTÉ 
DES  SURFACES  A  GÉiNÉRATRICE  CIRCULAIRE. 


I.  Au  n°  697,  nous  avons  considéré  l'élément  linéaire  défini  par  la 
formule 

(i)  ds~  =  du--+-  (V  cos au  4-  V]  sina«  -f-  V2)afa2, 

où  a  désigne  une  constante,  V,  V,,  V,  des  fonctions  de  v\  et  nous 
avons  fait  remarquer  :  i°  que  cet  élément  linéaire  comprend,  comme 
cas  limite,  celui  qui  convient  aux  surfaces  réglées  rapportées  au  sys- 
tème de  coordonnées  formé  par  les  génératrices  rectilignes  et  leurs 
trajectoires  orthogonales;  20  qu'il  se  rapproche  encore  de  l'élément 
linéaire  des  surfaces  réglées  par  la  propriété  suivante  :  parmi  les  sur- 
faces auxquelles  il  convient,  il  y  en  a  une  qui  admet  en  quelque  sorte 
un  double  mode  de  génération,  c'est-à-dire  dont  l'élément  linéaire  est 
réductible  de  deux  manières  différentes  à  la  forme  (1). 

A  la  fin  du  n°  697,  nous  avons  annoncé  que  nous  aurions  à  revenir 
sur  toutes  ces  propriétés  pour  les  présenter  sous  un  nouveau  jour. 
C'est  ce  que  nous  allons  faire  dans  cette  Note,  en  appliquant  les  ré- 
sultats que  nous  avons  donnés  au  Livre  VII,  Chapitre  XIV,  relative- 
ment à  Ja  Géométrie  cayleyenne. 

Prenons,  pour  surface  fondamentale  ou  absolu,  la  quadrique  (Q) 
définie  par  l'équation 

(2)  ^2-+-j2_}_  st+  £2=  0. 

Si  l'on  considère  maintenant  la  quadrique  (0)  définie  par  l'équation 

^  ^  +  t  +  t  +  t;  =  0' 

les  coordonnées  d'un  point  quelconque   de  (0)  pourront  s'exprimer 
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par  les  formules  suivantes 


(4) 


a(a  —  p)(a  —  pt) 

2  _    C(C  —  p)(c  —  pi  ) 


f\c) 


r-  = 


b(b  —  p)(b-Pj) 

f\by 
h(h-P)(h-Pl) 


f\h) 


où  l'on  a  posé 

(5)  f(u) 


(u  —  a)  {u  —  b)(u  —  c)  (u  — -h), 


et  où  p,  pj  désignent  deux  variables  auxiliaires.  On  reconnaît  immé- 
diatement que  l'on  a 


(G) 


3?2-+-jk2  +  -s2h-  r-=  i, 


On  vérifiera  aussi  sans  difficulté  :  i°  que  les  lignes  de  paramètres  p 
et  pi  sont  conjuguées  sur  la  quadrique  (0);  2°  qu'elles  sont  orthogo- 
nales par  rapport  à  la  quadrique  (Q)  (  n°  836).  Par  suite,  ce  sont  les 
lignes  de  courbure  de  la  surface  (0)  (n°  840),  lorsqu'on  prend  pour 
absolu  la  quadrique  (Q). 

Puisque  les  coordonnées  ne, y,  z,  t  satisfont  à  la  relation  (6),  l'élé- 
ment linéaire  cayleyen  de  (0)  (n°  837)  aura  pour  expression 


(  7  )  ds-  =  dx%  -+-  dy2  -+-  dz1  ■ 

et  un  calcul  facile  nous  donnera 


dt°-, 


(8) 


ds2  =  (  p  —  pj) 


LA?) 


pi  «foi 
/(pi)J 


C'est  l'élément  linéaire  que  nous  avons  rencontré  aux  nos  695,  696; 
et  sa  forme  harmonique  montre  immédiatement  que,  conformément 
aux  résultats  indiqués  au  n°  839,  on  sait  déterminer,  dans  la  Géo- 
métrie cayleyenne,  les  lignes  géodésiques  de  toute  surface  du  second 
degré. 

2.  Après  avoir  établi  ce  premier  résultat,  considérons  une  surface 
réglée  quelconque  (R)  et  proposons-nous  de  déterminer  son  élément 
linéaire  dans  la  Géométrie  cayleyenne.  Prenons  une  courbe  quel- 
conque (G)  sur  cette  surface.  Soient  an  a.2,  a3,  ak  les  coordonnées  du 
point  A  de  (C)  situé  sur  une  génératrice  rectiligne  quelconque  (d). 
Ces  coordonnées  sont  des  fonctions  d'un  paramètre  c,  et,  pourvu  que 
la  courbe  (C)  ne  soit  pas  tracée  sur  la  quadrique  (Q),  on  peut  tou- 
jours supposer  qu'elles  soient  liées  par  l'équation 


(9) 
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Soient  de  même  bl,  b2,  b3,  bk  les  coordonnées  du  point  B  situé  sui- 
te même  génératrice  rectiligne  et  conjugué  de  A  par  rapport  à  la 
quadrique  (Q).  On  aura  nécessairement 

(10)  a\bi-h  a^bi-h-  «363-4-  a4ô4  =  o, 

et  l'on  peut  encore  admettre  que  6l5  b%,  b3,  64  vérifient  la  condition 

(m)  b\-+-ll+b\+-b\  =  i. 

Enfin,  si  l'on  suppose  que  la  courbe  (G)  soit  une  trajectoire  ortho- 
gonale cayleyenne  des  génératrices  rectilignes,  il  faudra  joindre,  aux 
trois  relations  précédentes,  la  suivante 

(12)     «161  -+-a2^2  -+■  «3 b'3 -+- a4 b\  =  —  bia\  —  b2 a\  —  bsa'.à  —  64a4  =  o, 

que  nous  supposerons  également  vérifiée. 

Cela  posé,  les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  surface  réglée,  situé 
sur  la  génératrice  (cl),  seront  définies  par  les  formules 

/  X  =  «!  cos  11  -4-  bi  sin  u, 

}  Y  =  a2  cos  u  -4-  60  sin  u, 
(i3)  < 

Z  =  a3  cos  u  -1-  63  sin  zt, 


\  T  =  a4  cos  w  -1-  64  sin  u , 

u  désignant  la  distance  AM.   Comme  ces  coordonnées   satisfont  à  la 
relation 

(U)  X*+Y*-hZ«-4-T*=i, 

l'élément  linéaire  de  la  surface  réglée  (R)  se  déterminera  (n°837) 
par  la  formule 

rfS2  _  ^X2  -H  «T2  H-  dZ2  -4-  tfT2, 

et  l'on  trouvera  l'expression  suivante 

(i5)  dS2  =  du--\-  (Vcos2  w  -4-  2  Vi  cosu  sinu  -+■  V2  sin2  u)dv*, 

où  l'on  a  posé 

[  V  =    a\-    -4-    a'2"2    -4-    a'32    -4-  a42, 
(16)  \  Vi  =  a\  b\  -4-  «'2  6'2  -4-  a%  b'z  -+-  a\  b'k , 

(  v2=  0;2  -4-  b'i  -+-  6',*  +  &;*. 

L'expression  (i5)  de  l'élément  linéaire  est  identique,  avec  un  léger 
changement  de  notations  et  à  un  facteur  constant  près,  à  celle  qui  est 
fournie  par  l'équation  (i)  et  que  nous  avons  rencontrée  au  n°  697. 
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La  véritable  origine  de  cette  forme  particulière  de  l'élémeut  li- 
néaire est  ainsi  reconnue  :  elle  convient  aux  surfaces  réglées,  dans  la 
Géométrie  cayleyenne. 

Ce  point  étant  établi,  on  s'explique  aisément  pourquoi  l'élément 
linéaire  défini  par  la  formule  (8)  peut  être  ramené  de  deux  manières 
différentes  à  la  forme  (i).  Cela  tient  à  ce  que  cet  élément  linéaire 
convient,  dans  la  Géométrie  cayleyenne,  à  une  surface  du  second 
degré  (0).  Comme  cette  surface  est  doublement  réglée,  on  peut,  de 
deux  manières  différentes,  la  rapporter  à  un  système  de  coordonnées 
formé  de  génératrices  rectilignes  et  de  leurs  trajectoires  orthogonales. 

3.  Les  formules  que  nous  avons  établies  permettent  d'étendre  à  la 
Géométrie  cayleyenne  la  proposition  fondamentale  relative  à  la  dé- 
formation des  surfaces  réglées.  Un  élément  linéaire  de  la  forme  (i5) 
convient  à  une  infinité  de  surfaces  réglées.  Car  si  l'on  considère  les 
fonctions  V,  V1;  V2  comme  données,  les  huit  fonctions  az-,  b^  devront 
satisfaire  seulement  aux  sept  équations  (9),  (10),  (1 1),  (12),  (16)  ;  une 
de  ces  fonctions  pourra  donc  être  choisie  arbitrairement.  Je  laisse  de 
côté  tout  ce  qui  concerne  l'étude  de  ce  système  de  sept  équations 
différentielles. 

Si  l'on  applique  aux  surfaces  réglées  la  transformation  géométrique 
ponctuelle  qui  a  été  définie  et  étudiée  au  n°846,  on  est  mis  sur  la  voie 
d'une  proposition  intéressante  relative  aux  surfaces  engendrées  par 
des  cercles. 

En  effet,  la  transformation  du  n°  8i6  fait  correspondre  à  toute  sur- 
face réglée  (R)  une  surface  (K)  engendrée  par  des  cercles  normaux 
à  la  sphère  fixe  (S);  et,  de  plus,  si  l'on  désigne  l'élément  linéaire 
euclidien  de  (K)  par  ds  et  par  dS  l'élément  linéaire  cayleyen  de  (R) 
par  rapport  à  (S),  on  aura  (n°  849) 

0  7  )  d$2=  —, 7r^-, FTTV,  ds\ 

' '  (x*-±yî-+-z*—  R2)2 

R  étant  le  rayon  de  la  sphère  (S)  et  x,  y,z  désignant  les  coordonnées 
du  point  de  la  surface  (K). 

Donc,  à  toutes  les  surfaces  réglées  admettant  le  même  élément 
linéaire  relativement  à  la  sphère  (S)  choisie  comme  quadrique  fon- 
damentale, correspondent  des  suif  aces  engendrées  par  des  cercles 
normaux  à  (S)  et  pour  lesquelles  le  quotient 

ds* 

(.T--+-y--^  z'2 —  R2)2 
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a  la  même  expression.  On  peut  donc  établir,  entre  toutes  ces  surfaces 
engendrées  par  des  cercles  orthogonaux,  à  la  sphère  (S),  une  corres- 
pondance avec  similitude  des  éléments  infiniment  petits.  Nous  allons 
généraliser  cette  proposition  et  l'étendre  à  toutes  les  surfaces  engen- 
drées par  un  cercle. 

h.  Les  surfaces  engendrées  par  des  cercles  ont  déjà  été  étudiées 
d'une  manière  assez  complète  (1).  Nous  établirons  tout  d'abord 
quelques  propriétés  essentielles  des  trajectoires  orthogonales  de  tous 
les  cercles. 

Rapportons  chaque  cercle  (C)  delà  surface  à  un  trièdre  mobile  (T) 
ayant  pour  sommet  le  centre  du  cercle  O,  pour  axe  des  z  la  perpen- 
diculaire au  plan  du  cercle,  pour  axes  des  x  et  des  y  deux  diamètres 
rectangulaires  du  cercle.  Cette  définition  du  trièdre  comporte  une 
certaine  indétermination.  Ajoutons  de  plus  la  condition  que  la  com- 
posante r  de  la  rotation  autour  de  O^  soit  nulle.  Alors  les  projections 
du  déplacement  infiniment  petit  d'un  point  de  coordonnées  relatives 
x,  y,  z  seront 

l  dx  -)-(£  -4-  qz)  dv, 

(18)  <   dy -+-{'(] — pz)dv, 

\    dz-y{Xs^-py  —  qx)dv, 

v  désignant  la  variable  dont  dépend  la  position  du  trièdre.  Nous  allons 
appliquer  ces  formules  à  la  surface  (S)  engendrée  par  le  cercle  (C). 
Si  p  désigne  le  rayon   de  ce   cercle,  les   coordonnées  d'un   de   ses 
points  auront  pour  valeurs 

(19)  iP=pcosî*,         j^  =  psin«,         ,3  =  0. 

En  appliquant  donc  les  formules  (18),  on  trouvera  sans  peine,  pour  l'é- 
lément linéaire  de  (2),  l'expression  suivante 

(20)  ds2  =  p2  du2 -h  2p(ï)  cosu  —  \  sina)  du  d v  -4-  M  dv'2, 
M  ayant  pour  valeur 

(ai)     M  =  p'2-i-^2-l-'']2-H(Ç+/)p  sina — qp  cos  w)2-i-2p'(£co3«-!-7)  sinu). 

Il  résulte  immédiatement  de  ces  formules  que  les  trajectoires  ortho- 
gonales des  génératrices  circulaires  seront  déterminées  par  l'équation 


(])  On  pourra  lire  en  particulier  une  étude  :  Sur  les  surfaces  a  génératrice 
circulaire,  insérée,  en  i885,  au  Tome  II  (3e  série)  des  Annales  de  l'École  Nor- 
male supérieure  par  M.  Demartres. 
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différentielle 

(22)  p  du  -+- ( Tj  cos  u —  \  s\n  u)  dv  =  o , 

qui  est  bien  une  équation  de  Riccati.  Ainsi  se  trouve  établi  le  résultat 
que  l'on  doit  à  M.  Demartres  et  le  lecteur  reconnaîtra  aisément,  d'a- 
près la  signification  géométrique  de  u,  qu'il  peut  s'énoncer  sous  la 
forme  suivante  : 

Le  rapport  anharmonique  des  points  où  quatre  trajectoires  ortho- 
gonales quelconques  coupent  un  même  cercle  est  constant. 

Cette  proposition  avait  déjà  été  donnée  par  MM.  E.  Picard  et  Ri- 
baucour  (n°  1006),  pour  le  cas  des  surfaces  enveloppes  de  sphères. 

II  en  résulte,  on  le  reconnaît  aisément,  qu'au  lieu  de  définir  le 
cercle  (C)  par  les  équations  (19),  on  peut  employer  les  suivantes 


(•23) 


a,  b,  a,  p  étant  des  fonctions  de  ç  assujetties  à  la  condition 

(24)  al  =  p2, 

et  t  étant  une  variable  qui  demeurera  constante  sur  chaque  trajec- 
toire orthogonale  des  génératrices  circulaires  ;  a  et  b,  comme  a  et  (3, 
seront  des  fonctions  imaginaires  conjuguées. 

Avec  les  formules  (23),  l'élément  linéaire  de  la  surface  (2),  défini 
par  la  formule 

ds%—[dx  -hidy^^-h  ii\)  dv][dx —  idy-h(%  —  irt)  dv]-\-  (  Ç  -hpy —  q  x)2  dv-, 

prendra  la  forme  suivante  : 
On  aura 


t.  - 

-  a 

X  + 

ir 

■ — 

a 

T- 

^ 

x  — 

ïy 

= 

b 

t  — 

P 

t  — 

a 

dx  -+-  idy  -+-(£  -+-  it\)  dv  =  -~ JLL[dt-±  P(t)  dv], 


a(a—  P) 

\t  —  $y 


(25)       {  dx  —  i dy  -+- (|  —  it\)  dv  <=  -jj ^r[dt -hP0(t)  dv], 

r  PQO 


(*-«)(<-pr 

P,  P0,  Q  étant  des  polynômes  du  second  degré  en  t,  dont  les  coeffi- 
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cients  seront  des  fonctions  de  v.  Il  viendra  donc 

ds'=  (^_a)fu_j3)2|-(^-P)-[^  +  p(0^][^  +  Po(0^]  +  Q2(0^'2 

Pour  que  les  courbes  de  paramètre  t  soient  les  trajectoires  ortho- 
gonales, il  faudra  que  le  terme  en  dv  dt  disparaisse,  c'est-à-dire  que 
l'on  ait 

(27)  P(0-hPo(*)  =  o. 

En  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  puissances  de  t,  on  aura  trois 
équations  auxquelles  devront  satisfaire  les  fonctions  a,  (3,  a,  b  et  leurs 
dérivées.  Ces  équations  contiendront  d'ailleurs  £,  r\.  En  les  supposant 
vérifiées,  on  trouvera  pour  l'élément  linéaire  de  la  surface  l'expression 

F(t)  désignant  le  polynôme  du  quatrième  degré  défini  par  l'équation 

Q2(0 


(■i9)  F(0  =  — P»(0- 


(a-P)2 


Les  cinq  coefficients  de  F(£)  sont  des  fonctions  de  v  composées  avec 
les  translations  Êj,  v),  £,  les  rotations  /?,  ^,  les  fonctions  «,  6,  a,  [3  et 
leurs  dérivées  premières.  Si  l'on  se  donne  ces  cinq  coefficients  a  priori, 
les  neuf  fonctions  précédentes  devront,  par  suite,  satisfaire  à  cinq 
équations.  Il  faut  leur  adjoindre  les  trois  équations  résultant  de  l'iden- 
tité (27);  de  sorte  que  les  neuf  fonctions  £,  rh  Ç,  p,  q,  a,  b,  a,  p  de- 
vront satisfaire  seulement  à  huit  équations,  où  figureront  d'ailleurs  les 
dérivées  des  quatre  dernières.  Puisqu'on  a  huit  équations  pour  neuf 
fonctions,  l'une  de  ces  fonctions  pourra  être  choisie  arbitrairement. 
Ainsi,  il  existe  une  infinité  de  surfaces  à  génératrices  circulaires, 
contenant  dans  leur  équation  une  fonction  arbitraire,  et  pour  les- 
quelles le  polynôme  F  (t)  a  la  même  expression.  Les  éléments 
linéaires  de  deux  de  ces  surfaces  étant  évidemment  proportionnels,  on 
pourra  établir  entre  elles  une  correspondance  avec  similitude  des  élé- 
ments infiniment  petits.  C'est  là  le  fait  essentiel  que  nous  voulions 
établir. 

Si  l'on  suppose  en  particulier  que  le  polynôme  F  {t)  ait  tous  ses 
coefficients  constants,  on  obtiendra  toutes  les  surfaces  pour  lesquelles 
les  cercles  constituent  une  famille  isotherme  (*). 

(')  Ces  surfaces  ont  été  déterminées  par  M.  De.uartres  dans  son  Mémoire  sur 


4q6    NOTES  DE  L'AUTEUR.  —  NOTE  IX.  —  SUR  LA.  GÉOMÉTRIE  CAYLEYENNE. 

5.  Pour  donner  plus  de  précision  à  la  proposition  générale  que  nous 
venons  d'établir,  considérons  sur  la  surface  (2)  deux  trajectoires 
orthogonales  des  cercles  correspondantes  aux  valeurs  t0,  tl  de  t  et 
construisons,  pour  chaque  cercle  (C)  de  la  surface,  la  sphère  (S)  qui 
le  coupe  à  angle  droit,  aux  deux  points  où  il  est  rencontré  par  les  tra- 
jectoires précédentes.  Si  R  est  le  rayon  de  cette  sphère  variable  et 
si  S  désigne  la  puissance  d'un  point  relative  à  cette  sphère,  un  calcul 
facile  montrera  que,  pour  chaque  point  du  cercle  (C)  de  la  surface, 
on  a 

(30,  (*.-^l)-^°-<-^-^ 

Par  suite  l'élément  linéaire  donné  par  la  formule  (28)  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

(3!)  &«=(  (to-tif- 


2R/     ^  "    {t_t0y>{t-  *i)« 

de  sorte  que,  pour  deux   surfaces  correspondant  au  même  polynôme 
F(£),  le  produit 

-5-  as 

o 

aura  la  même  valeur. 

Cette  remarque  détermine  la  valeur  exacte  du  rapport  de  simili- 
tude en  deux  points  correspondants. 

Si  l'on  suppose  que  tous  les  cercles  (C)  soient  normaux  à  une  sphère 
fixe  (S),  les  points  où  le  cercle  variable  (G)  coupe  cette  sphère  dé- 
crivent deux  trajectoires  orthogonales  des  cercles;  et  si  l'on  applique 
la  remarque  précédente  en  choisissant  ces  deux  trajectoires  orthogo- 
nales particulières,  on  retrouve  la  proposition  du  n°  .3  de  cette  Note, 
qui  nous  a  servi  de  point  de  départ. 

Inversement,  l'emploi  de  quelques  considérations  de  Géométrie  infi- 
nitésimale permet  de  rattacher  le  théorème  général  à  la  proposition 
particulière  du  n°  3. 


les  surfaces  qui  sont  divisées  en  carrés  par  une  suite  de  cercles  et  leurs  tra- 
jectoires orthogonales  inséré  en  1S87  aux  Annales  de  l'École  Normale  supé- 
rieure (t.  IV,  3e  série,  p.  i!\b). 
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NOTE   X. 


SUR  LES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES. 


1.  Aux  nos  718  et  1078,  j'ai  fait  allusion  à  une  méthode  qui  permet, 
dans  certains  cas,  d'obtenir  des  résultats  plus  complets  et  de  ré- 
soudre des  équations  aux  dérivées  partielles  qui  échappent  aux  mé- 
thodes de  Monge  et  d'Ampère;  je  vais,  dans  cette  Note,  reproduire 
textuellement  les  points  essentiels  du  travail  que  j'ai  composé  sur  ce 
sujet  et  qui,  présenté  en  mars  1870  à  l'Académie  des  Sciences  (J),  a 
été  reproduit  la  même  année  au  Tome  VII  des  Annales  de  l'École 
Normale  (ire  série). 

Soit 

(1)  f(x,y,z,p,q,r,s,t)=o 
l'équation  proposée,  et  soit 

(2)  X  dx  -4-  Y  dy  -+-  Z  dz  -4-  P  dp  -4-  Q  dq  -4-  R  dr  4-  S  ds  -4-  T  dt  —  o 

sa  différentielle  totale;  adoptons,  pour  résoudre  la  question,  la  mé- 
thode du  changement  de  variables  employée  avec  tant  de  succès  par 
Ampère  et  par  Cauchy.  Pour  cela,  nous  remplacerons  x  et  y  par  les 
variables  indépendantes  x,  y0;  y0  étant  une  fonction  de  x  et  de  y  que 
l'on  pourra  déterminer  comme  on  le  jugera  convenable. 

Nous  aurons  d'abord  les  relations  suivantes,  qui  sont  bien  connues  : 


(3) 

dz 

dy 

àyo 

dp 

àyo 

dy 
=  s  -—, 

tyo 

dq 

àyo 

dy 

àyo 

> 

(4) 

dz 
dx 

=p 

dy 
dx 

dp  = 

dx 

dy 
:  r  +  s^-j, 
dx 

dq 
dx 

=  s  -4- 

dx 

(')   Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXX,  p.  67 
et  746. 

D.  —  IV.  3  a 
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De  plus,  les  conditions  d'intégrabilité  prendront  la  forme 

dp  dq    dy  dq    dy 

dy0  dx  dy0  ày0   dx 

.    àr  ds    dy  ds    dy 

'    dyQ  dx  dy0  ày0   dx 

ds  dt    ày  dt    dy 

dy0  dx  ày0  ày0  dx 

A  ces  équations  il  faut  joindre  la  suivante,  obtenue  en  prenant  la 
dérivée  de  l'équation  (1)  par  rapport  à  y0  : 

Y^  +  Z^  +  P^-Q^  +  R^l  +  S^.T^^. 
ày0  ày0  dy0  dy0  dyti  dy0  dy» 

Servons-nous  maintenant  des  équations  (3),  (4),  (5)  pour  éliminer 

de  l'équation  précédente  toutes  les  dérivées  par  rapport  ky0l  excepté 

dy         dt 

-~—  et  -r — ;  nous  obtiendrons  la  nouvelle  équation 

v«      dyo 

)    \  dx  ~^     dx  dx  dx  )  dy0 

{  \_     dx  \àx /  \  dy0 

Or  on  peut  supposer,  d'après  des  principes  qu'il  est  inutile  de  rap- 
peler ici,  que  y0  a  été  choisi  de  manière  que  l'équation  suivante 

\dxj  dx 

soit  satisfaite. 

L'équation  (a)  se  réduit  alors  et  devient 

™                   T-*          ^          tï  ds        _  dt        n  dt   dy 
Y-bZ<74-Ps-4-Q£  +  R— -i-S- R  —  -f-  =  o, 

dx  dx  dx  dx 

ce  que  l'on  peut  encore  écrire,  en  tenant  compte  de  l'équation  (6), 

EL 

(7)  Y  +  Zg  +  Ps  +  Qï  +  R-f  +  T  —  =0. 

1  dx  dy 

dx 

Nous  avons  donc,  en  résumé,  à  déterminer  les  sept  inconnues  y,  z, 
p,  q,  /',  s,  t  fonctions  de  x  et  de  y0,  et  satisfaisant  aux  équations  (1), 
(3),  (4),  (6),  (7).  On  peut  même  remplacer  l'équation  proposée  par 
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sa  dérivée  prise  par  rapport  à  ce,  qui,  en  tenant  compte  de  l'équa- 
tion (7),  prend  la  forme  simple 

(8)  X+Zp  +  P/--hQ5  +  R^--t-T^  =  0. 

dx  oy 

dx 

Or,  parmi  les  équations  (3),  (4),  (6),  (7),  (8),  six  ne  contiennent 
pas  la  variable  jv,  mais,  comme  il  y  a  sept  inconnues,  le  changement 
de  variables  n'a  plus  ici  la  même  utilité  que  dans  le  cas  du  premier 
ordre;  il  ne  peut  donner  la  solution  complète  du  problème. 

2.  La  méthode  précédente  est  susceptible  d'une  grande  simplifica- 
ion  dans  le  cas  très  important  où  l'équation  proposée  est  de  la  forme 

(9)  H7'  +  2K5  +  L<  +  M  +  N(rt-s2)=0, 

H,  K,  L,  M,  N  étant  des  fonctions  quelconques  de  x,  y,  z,  p,  q. 
On  peut  ici  se  servir  des  équations 

dp  dy  dq  dy 

dx  dx"*  dx  dx 

Si  l'on  déduit  de  ces  deux  équations  r,  s  en  fonction  de  t,  et  que 
l'on  substitue  leurs  valeurs  dans  l'équation  proposée  (9),  il  arrive, 
par  suite  de  la  forme  particulière  de  cette  équation,  que  le  coeffi- 
cient de  t  s'annule;  t  disparaît  du  résultat.  On  est  ainsi  conduit  au 
système  suivant  : 


(10) 


dx-  =  "h 

H  /?i2  —  2  K  m  -t- 

\àx            dx  j 

)  = 

\dx            dx 1 

)  +  aKg+M-N( 

'àq 

Kdx 

àz                    dy 

r)n?            ■*■               ■*    rinr* 

> 

-±    =°> 


qui  ne  contient  plus  les  dérivées  du  second  ordre  r,  s,  t,  mais  seule- 
ment z,  y,  /?,  q  et  leurs  dérivées  par  rapport  à  x.  Ce  sont  les  équa- 
tions de  Monge,  auxquelles  il  faudrait  joindre  les  suivantes 


àq    dy 

dy    dq 

dp 

dz 

-a^- 

dx  ày0 

dx  ày0 

~  ày0' 

àjo 

-qày0 

(II) 

pour  la  détermination  complète  de  y,  z,  p,  q. 
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Ainsi,  clans  le  cas  que  nous  venons  d'examiner,  et  qui  a  été 
jusqu'ici  presque  le  seul  considéré  par  les  géomètres,  la  forme  parti- 
culière de  l'équation  permet  d'éliminer  du  système  des  équations  aux 
dérivées  ordinaires  considérées  plus  haut  les  trois  dérivées  /•,  s,  t. 
Hâtons-nous  de  dire  qu'une  pareille  simplification  ne  constitue  que 
rarement  un  avantage,  et  que  des  simplifications  analogues  se  pré- 
sentent dans  tous  les  ordres,  quand  les  équations  ont  une  forme  con- 
venablement choisie. 

3.  On  a  vu,  dans  les  deux  paragraphes  précédents,  que  le  problème 
des  équations  d'ordre  supérieur  se  sépare  très  nettement  du  problème 
relatif  aux  équations  du  premier  ordre.  Pour  le  premier  ordre,  en 
effet,  la  méthode  du  changement  de  variables  ramène  la  question  à 
l'intégration  d'un  système  complet  d'équations  aux  dérivées  ordi- 
naires. Pour  le  second  ordre  et  pour  les  ordres  supérieurs,  il  y  a  au 
contraire  moins  d'équations  que  d'inconnues  à  déterminer.  Les  re- 
marques qui  suivent  paraissent  accuser  aussi  une  différence  profonde 
entre  les  deux  problèmes. 

Puisque,  dans  le  cas  où  l'on  se  borne  aux  inconnues  y,  z,  p,  q,  r,  s,  t, 
on  a  une  équation  de  moins  qu'il  ne  faudrait  pour  la  solution  cherchée 
du  problème,  il  est  naturel  de  se  demander  si,  en  adjoignant  aux  in- 
connues précédentes  les  quatre  dérivées  partielles  du  troisième  ordre, 
que  nous  appellerons  a,  (B,  y,  o,  on  ne  parviendrait  pas  à  un  nombre 
d'équations  suffisant  pour  déterminer  comme  fonctions  de  x,  non 
seulement  les  inconnues  primitives,  mais  aussi  ce,  (3,  y,  o.  Il  se  présente 
ici  un  fait  important,  et  qui,  je  crois,  n'a  pas  été  remarqué.  Le  nombre 
des  équations  ne  contenant  pas  y0  est  encore  inférieur  d'une 
unité  au  nombre  des  fonctions  inconnues.  Ces  équations  ne  suffisent 
donc  pas  à  déterminer  les  inconnues,  considérées  comme  fonctions  de 
la  seule  variable  x;  mais  la  différence  entre  le  nombre  des  équations 
et  celui  des  inconnues  reste  la  même  qu'auparavant  :  elle  est  égale  à 
l'unité.  Il  en  est  de  même  si,  au  lieu  de  s'arrêter  au  troisième  ordre, 
on  continue  les  calculs  jusqu'à  un  ordre  quelconque  :  il  y  a  toujours 
une  équation  de  moins  qu'il  n'y  a  d'inconnues. 

Les  résultats  précédents  établissent,  on  le  voit,  une  différence  essen- 
tielle entre  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  et 
celles  des  ordres  supérieurs.  Pour  les  équations  du  premier  ordre,  le 
nombre  des  équations  contenant  seulement  les  dérivées  par  rapport 
à  x  est  toujours  égal  au  nombre  des  fonctions  inconnues.  Il  n'en  est 
plus  de  même  pour  les  équations  d'ordre  supérieur.  Pour  l'équation 
de  Monge,  par  exemple,  considérée  au  n°  2,  on  n'a  que  trois  rela- 
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lions  pour  déterminer  z,  p,  q,  y  considérées  comme  fonctions  de  x. 
On  sait  tout  le  parti  que  l'on  tire  d'ailleurs  de  ces  relations  différen- 
tielles :  toutes  les  fois  qu'elles  offrent  deux  combinaisons  intégrables, 
on  peut  résoudre  l'équation  aux  dérivées  partielles  proposée,  ou  du 
moins  la  ramener  à  une  équation  du  premier  ordre. 

Les  remarques  que  nous  avons  faites  indiquent  de  même,  pour  les 
équations  du  second  ordre,  la  méthode  suivante  : 

On  essayera  de  trouver,  en  dehors  de  l'équation  proposée,  deux 
combinaisons  intégrables  des  équations  en  y,  z,  p,  g,  r,  s,  t.  Si  ces 
combinaisons  existent  dans  les  deux  systèmes   que  l'on  obtient  en 

ày 
prenant  successivement  pour  -f-  les  deux  racines  de  l'équation  du  se- 
cond degré  (6)  qui  détermine  cette  dérivée,  le  problème  pourra  être 
considéré  comme  entièrement  résolu;  si  l'on  n'a  pas  de  combinaison 
intégrable,  on  aura  recours  aux  équations  qui  contiennent  les  dérivées 
du  troisième  ordre.  Alors  même  que  les  premières  équations  ne 
fourniraient  pas  de  combinaison  susceptible  d'intégration,  le  se- 
cond système  formé  avec  les  dérivées  prises  jusqu'au  troisième  ordre 
pourra  en  donner.  Si  ce  système  n 'est pas  susceptible  d'intégration 
partielle,  on  ira  jusqu'aux  dérivées  du  quatrième  ordre,  et  l'on 
pourra  avoir  des  combinaisons  intégrables;  et  ainsi  de  suite. 

k.  La  remarque  énoncée  à  la  fin  du  paragraphe  précédent  me  pa- 
raît conduire  à  une  méthode  plus  générale  que  celles  qui  sont  habi- 
tuellement employées.  On  peut,  du  reste,  présenter  cette  méthode 
sous  un  autre  point  de  vue  qui  permet  d'obtenir  plus  facilement  les 
systèmes  successifs  que  l'on  aura  à  intégrer  partiellement. 

Supposons  que  l'un  quelconque  de  nos  systèmes  conduise  à  deux 
combinaisons  intégrables 

F(x,y,z,p,  q,  ...)=  const.,         Fi(x,y,z,p,  q,  . .  .)=const. 

Les  deux  constantes  qui  figurent  dans  ces  équations  doivent  être 
considérées  comme  des  fonctions  inconnues  de  y0.  Eliminant  y0,  on 
est  conduit  à  une  équation  de  la  forme 

F  =  fonction  arbitraire  de  Ft. 

Cette  dernière  relation  peut  être  évidemment  considérée  comme  une 
nouvelle  équation  aux  dérivées  partielles,  compatible  avec  la  pro- 
posée, et  qui  admet  en  commun  avec  elle  une  intégrale  avec  une 
fonction  arbitraire.  Nous  sommes  donc  conduits  à  la  solution  de  la 
question  suivante,  qui  répond  à  ce  deuxième  mode  d'exposition  : 
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Trouver  une  équation  aux  dérivées  partielles 

\  =  a 

du  nième  ordre,  admettant,  en  commun  avec  la  proposée,  une  solu- 
tion contenant  au  moins  une  fonction  arbitraire. 

Pour  cela,  il  suffit  de  remarquer  que  la  proposée,  différentiée 
n  —  i  fois,  donne  n  équations  contenant  les  dérivées  d'ordre  n  -t-  i , 
au  nombre  de  n-\~2.  L'équation  V  =  a,  différentiée  successivement 
par  rapport  à  a?  et  à  y,  donne  deux  équations  contenant,  elles  aussi, 
les  dérivées  d'ordre  n  -+- 1 .  On  a  donc  en  tout  n  +  i  équations  con- 
tenant linéairement  les  dérivées  d'ordre  n  -+- 1,  et  qui  déterminent  ces 
«  +  2  dérivées  en  fonction  des  dérivées  d'ordre  inférieur,  si  les  deux 
équations  aux  dérivées  partielles  dont  on  cherche  la  solution  commune 
sont  prises  arbitrairement.  Mais  ici  cela  ne  doit  pas  être;  sans  cela  les 
dérivées  d'ordre  supérieur  à  n  -+-  i  se  détermineraient  toutes,  comme 
les  dérivées  d'ordre  n-\-i,  en  fonction  des  dérivées  d'ordre  moindre; 
puisque  une  fois  obtenues  toutes  les  dérivées  d'ordre  n-\-i  en  fonction 
des  dérivées  d'ordre  inférieur,  on  n'aurait  qu'à  dériver  toutes  les  équa- 
tions qui  donneraient  chacune  de  ces  dérivées  pour  avoir  les  dérivées 
d'ordre  supérieur;  et  la  solution  commune,  si  elle  existait,  ne  pourrait 
contenir  tout  au  plus  qu'un  nombre  limité  de  constantes  arbitraires. 
Il  faut  donc  que  ces  n  -\-  i  équations  contenant  linéairement  les  n  -\-i 
dérivées  d'ordre  n  H-  i  forment  un  système  indéterminé,  ce  qui  donne 
deux  équations  de  condition.  Comme  deux  des  équations  contiennent 

dY     dV     dY    dV     àY 
les  dérivées  de  V,  —  »  -r— »  —  '  — >  — >  •  •  •  '  les  relations  de  condition 
dx     dy     dz     dp     dq 

doivent  être  considérées  comme  deux  équations  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  auxquelles  doit  satisfaire  la  fonction  V.  Ces  équa- 
tions sont  homogènes  et  du  second  degré  par  rapport  aux  dérivées. 

Ce  qui  précède  explique  et  généralise  la  remarque  par  laquelle 
Bour  a  établi  que  l'on  peut  toujours  reconnaître  si  l'application  des 
méthodes  de  Monge  et  d'Ampère  pourra  réussir.  Bour  n'avait  exa- 
miné que  le  premier  cas,  celui  où  l'on  suppose  que  l'équation  du 
premier  ordre  a  une  intégrale  intermédiaire. 

5.  Les  deux  méthodes  que  nous  venons  d'indiquer  se  retrouvent 
d'ailleurs  dans  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre.  La  première,  fondée  sur  le  changement  de  variables, 
est  due,  comme  on  sait,  à  l'illustre  Cauchy,  qui  l'a  donnée  en  1819. 
La  seconde  a  été  introduite  dans  la  Science  et  développée  par  Jacobi. 
C'est  en  essayant  d'établir  un  lien  entre  ces  deux  méthodes  que, j'ai 
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été  amené  à  l'étude  dont  les  résultats  principaux  ont  été  rapidement 
indiqués  ici. 

La  seconde  méthode  permet  de  se  rendre  compte  simplement  du 
nombre  des  intégrations  qui  sont  nécessaires  pour  la  solution  complète 
du  problème;  mais  il  est  indispensable  qu'avant  de  traiter  ce  point, 
nous  entrions  dans  quelques  explications. 

Soit  une  équation  aux  dérivées  partielles  d'ordre  n 

f(—      d'lz 

\  dx>1  '  dxn~l  dy  ' 

Désignons  par  R„,  R„_,,  ...  les  dérivées  du  premier  membre  de  l'é- 

àn  z         à/l  z 
quation  prises  par  rapport  aux  dérivées  d'ordre  n,  - — , 


dxa     dx'l~l  dy 

Nous  appellerons  équation  caractéristique  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles  l'équation  suivante  à  une  inconnue  u 

Rre  u11  ■+-  R„_i  a'2-'  -4- . . .  =  o. 

Par  exemple,  pour  l'équation  (i),  considérée  au  commencement, 
cette  équatiou  caractéristique  serait 

Ru^^-Su-hT  ~  o. 

Cette  définition  une  fois  comprise,  il  est  facile  de  compléter  un  ré- 
sultat énoncé  plus  haut. 

Pour  que  l'équation  proposée 

f(x,y,z,p,  q,  ...)=o 

et  l'équation  aux  dérivées  partielles  V  =  a  aient  une  solution  com- 
mune avec  une  fonction  arbitraire,  il  faut  d'abord  que  V équation  ca- 
ractéristique de  l'équation  V  =  a  admette  une  racine  de  V équation 

(12)  Rzi-2+S?t  +  T  =  o. 

On  voit  donc  que  les  équations  V  =  «  que  nous  cherchons  se  di- 
visent en  deux  classes,  suivant  qu'elles  appartiennent  à  l'une  ou  à 
l'autre  des  racines  de  l'équation  précédente.  Pour  la  solution  com- 
plète du  problème,  il  suffit  d'avoir  une  équation  de  chaque  classe, 
contenant  elle-même  une  fonction  arbitraire.  Un  nombre  quelconque 
d'équations  différentielles  appartenant  à  la  même  classe  ne  peut 
donner  l'intégrale  complète  de  notre  équation.  Il  est,  du  reste,  évident 
que  si  l'équation  (12)  est  irréductible,  si  S2  —  [\KY  n'est  pas  carré 
parfait,  il  suffira  de  changer  dans  une  intégrale  le  signe  du  radical 
pour  en  obtenir  une  nouvelle. 

Ainsi,  dans  le  cas  où  l'équation  caractéristique  est  irréductible,  il 
suffit,  pour  la  solution  complète  du  problème,  que  l'un  des  systèmes 
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à  intégrer  fournisse  deux  combinaisons  intégrables  correspondant  à 
la  même  racine  de  l'équation  irréductible. 

Si  l'on  n'a  pas  le  nombre  voulu  de  combinaisons  intégrables,  on 
n'aura  évidemment  que  des  solutions  particulières. 

Les  méthodes  précédentes  réussiront  toujours,  il  est  facile  de  le  dé- 
montrer, toutes  les  fois  que  les  intégrales  seront  de  celles  qu'Ampère 
appelle  intégrales  de  première  espèce,  et  qui  ne  contiennent  pas  de 
signe  d'intégration. 

6.  Il  est  facile  de  déduire  des  remarques  faites  plus  haut  quelques 
notions  nouvelles  sur  la  méthode  de  la  variation  des  constantes,  mé- 
thode à  laquelle  Bour  attachait  la  plus  grande  importance. 

Voici,  pour  le  cas  du  second  ordre,  comment  on  devrait  appliquer 
la  méthode  de  Lagrange;  il  faudrait  d'abord  chercher  une  intégrale 
particulière  contenant  cinq  constantes  et,  remplaçant  ensuite  les  con- 
stantes par  des  fonctions  arbitraires,  en  disposer  de  manière  que  les 
expressions  des  dérivées  jusqu'au  second  ordre  restent  toutes  les 
mêmes.  On  serait  ainsi  ramené  à  un  système  d'équations  simultanées 
en  général  tout  aussi  difficile  à  intégrer  que  l'équation  proposée;  et 
par  conséquent  la  méthode  n'offre  plus  les  mêmes  avantages  que 
pour  le  premier  ordre. 

Mais  supposons  qu'au  lieu  de  connaître  l'intégrale  finie  avec  cinq 
constantes,  on  ne  connaisse  qu'une  intégrale  particulière  du  premier 
ordre  avec  deux  constantes 

(i3)  v(x,y,z,p,q,a,b)=o. 

Celte  intégrale  satisfaisant,  quels  que  soient  a  et  b,  à  l'équation 
proposée,  si,  entre  l'équation  (i3)  et  ses  deux  premières  dérivées,  on 
élimine  a  et  b,  on  devra  retrouver  l'équation  différentielle  proposée. 
Cela  posé,  supposons  que  a  et  b  soient,  non  plus  des  constantes,  mais 
des  fonctions  de  x,  y,  z,  p,  q\  remplaçons  b  par  une  fonction  arbi- 
traire de  «,  et  déterminons  a  par  l'équation 

.    ,  do        à®  db 

(l4)  ta^Tbda=^ 

a  deviendra  une  fonction  de  oc,  y,  z,  p,  q,  déterminée  par  l'équa- 
tion (i4);  les  deux  dérivées  de  l'équation  (j3)  ne  changeront  pas  de 
forme,  et  l'on  aura  cette  fois  une  intégrale  intermédiaire  avec  une 
fonction  arbitraire  déduite  d'une  intégrale  ne  contenant  que  deux 
constantes. 

Le  même  théorème  s'applique  à  toutes  les  équations  V  =  a  con- 
sidérées au  n°  k. 
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NOTE   XL 


SUR  L'ÉQUATION  AUXILIAIRE. 


1.  Dans  un  Article  inséré  en  mars  1 883  au  tomeXCVI  des  Comptes 
rendus  ;(1),  j'ai  introduit  une  notion  qui  me  paraît  utile  :  celle  de 
l'équation  auxiliaire  d'une  équation  différentielle  ordinaire,  ou 
d'une  équation  aux  dérivées  partielles  contenant  un  nombre  quel- 
conque de  variables  indépendantes.  Comme  l'équation  auxiliaire  in- 
tervient dans  l'étude  des  deux  problèmes  de  Géométrie  qui  font 
l'objet  principal  de  la  dernière  Partie  de  cet  Ouvrage,  je  vais  en  dire 
quelques  mots,  sans  entrer  d'ailleurs  dans  l'étude  détaillée  et  appro- 
fondie de  ses  diverses  applications. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  une  équation  quelconque,  diffé- 
rentielle ou  aux  dérivées  partielles,  définissant  une  fonction  z  d'une 
ou  de  plusieurs  variables  indépendantes.  Si  l'on  y  remplace  z  par 
g  -h  zz' ,  que  l'on  développe  suivant  les  puissances  de  s  et  que  l'on 
égale  à  zéro  le  coefficient  de  s,  on  aura  une  équation  linéaire  et  homo- 
gène par  rapport  à  z' ,  que  j'appellerai  l'équation  auxiliaire  de 
l'équation  proposée.  L'équation  auxiliaire  définit  les  solutions  infini- 
ment voisines  d'une  solution  donnée;  elle  a,  par  conséquent,  une 
signification  qui  ne  dépend  en  aucune  manière  du  choix  des  variables 
indépendantes  et  qui  subsiste  après  un  changement  quelconque  de 
variables. 

La  notion  de  l'équation  auxiliaire  se  généralise  sans  difficulté  et 
s'étend  à  tout  système  d'équations  différentielles  ou  aux  dérivées 
partielles;  chaque  système  de  ce  genre,  quel  que  soit  le  nombre  des 
équations,  des  fonctions  inconnues  ou  des  variables  indépendantes, 
admet   un  système  auxiliaire  qui   définit  ce  que  l'on  peut  appeler 


(')  Darboux   (G.),   Sur    les    équations    aux   dérivées  partielles   (Comptes 
rendus,  t.  XGVI,  p.  766;  19  mars  i883). 
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toutes  les  solutions  infiniment  voisines  d'une  solution  donnée.  Pour 
obtenir  le  système  auxiliaire  on  remplacera  chaque  fonction  in- 
connu ut  par  Ui-hsu'i,  et  l'on  égalera  à  zéro  la  dérivée  de  chaque 
équation  par  rapport  à  s,  en  faisant  s  =  o  après  la  dérivation  (1). 

2.  Lorsqu'on  sait  intégrer  complètement  un  système  d'équations 
différentielles  ou  aux  dérivées  partielles,  on  sait  évidemment  intégrer 
le  système  auxiliaire.  Il  suffit,  pour  cela,  de  substituer  à  chacune  des 
équations  finies  qui  constituent  l'intégrale  sa  variation  première,  ob- 
tenue en  faisant  varier  toutes  les  arbitraires,  constantes  ou  fonctions, 
qui  entrent  dans  cette  équation,  et  toutes  les  fonctions  inconnues  U{ 
dont,  conformément  à  la  notation  déjà  employée,  on  remplacera  les 
variations  out  par  u\.  Si,  par  exemple,  il  s'agit  d'une  équation  diffé- 
rentielle du  second  ordre  dont  l'intégrale  générale  est  définie  par  la 

formule 

u=f(x,  C,  Ci), 

l'équation  auxiliaire  aura  pour  intégrale 

,       àf  ,       df    , 
u  =  -r-c'-h  -r-  c\, 

de  OCi 

c1  et  c\  désignant  deux  constantes  nouvelles,  indépendantes  de  c  et 
de  c,. 

S'il  s'agit,  au  contraire,  d'une  équation  aux  dérivées  partielles 
admettant  une  intégrale  définie  par  des  équations  de  la  forme  suivante, 
où  cp (a),  <^(P)  désignent  les  deux  fonctions  arbitraires, 

z=f[a,  p,  <?(«),  ?'(a),  ...,*(&,  <|/(P),  ...], 
*=/,[«,  p,  cp(a),  cp'(a),  ...,«KP),  <K(P),  ...], 

jK=/2[a,  p,  <p(a),  »'(«),  ...,<KP),  W),  •••], 

on  aura  à  joindre  à  ces  trois  équations  les  suivantes  : 
s-   àfj  ,    àfa,    ,  V       df     „,,,„,   ,  V       àf 


^(^^wmm^ 


doc  dp  r        *dd<fU>t(a.)ro  v    '   '  jLdû^(^) 

da      +  dp  P  ^^^«(a)?»  W+^d<p>(p)Vy    IP>> 

3/«  „f    L    4/2    o, 


"'W^»)^^)' 


°        da  ~    '     dp  r    '  ^dd^{a)ro   v~'    '  Zjd<j/^(P) 


(')  On  pourrait  généraliser  cette  notion  du  système  auxiliaire  en  faisant  varier 
dans  les  équations,  non  seulement  les  fonctions  inconnues,  mais  encore  certaines 
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ou  ?o(a),  ^o(P)  désignent  deux  nouvelles  fonctions  arbitraires  et 
entre  lesquelles  on  pourra  éliminer  les  variations  a.',  p'  de  a  et  de  [3  (  *  ). 

JMous  représentons  par  j-'  lk'  '"  es  "erivees  complètes  prises  par 
rapport  à  a  et  à  [3. 

3.  Comme  le  système  auxiliaire  est  linéaire,  son  étude  est  relative- 
ment facile;  et  elle  peut  fournir  des  conclusions  précises  relatives  au 
système  proposé.  Supposons,  par  exemple,  qu'étant  donnée  une  seule 
équation  aux  dérivées  partielles,  l'on  demande  que  cette  équation  ad- 
mette une  intégrale  générale  dans  laquelle  figureront,  sans  aucun 
signe  d'intégration,  des  fonctions  arbitraires  avec  leurs  dérivées,  jus- 
qu'à des  ordres  déterminés  pour  chacune  des  fonctions.  Il  devra  en 
être  de  même  pour  l'équation  auxiliaire  en  zf,  quand  on  y  rem- 
placera z  par  une  solution  quelconque  de  l'équation  proposée. 

Cette  condition,  nous  l'avons  vu  pour  le  cas  de  deux  variables  in- 
dépendantes, se  traduira  analytiquement  par  certaines  relations  entre 
les  invariants  de  l'équation  auxiliaire.  En  écrivant  ces  relations,  on 
obtiendra  de  nouvelles  équations  aux  dérivées  partielles  en  z,  qui 
devront  être  vérifiées  en  même  temps  que  l'équation  proposée.  La 
solution  de  la  question  proposée  pourra  être  ainsi  ramenée  à  de 
simples  éliminations. 

k.  Laissant  de  côté  les  nombreuses  applications  que  l'on  peut  faire 
de  ces  remarques,  j'étudierai  plus  spécialement  les  deux  problèmes  de 
Géométrie  suivants. 

Considérons  une  surface  (S)  et  cherchons  toutes  les  surfaces  infi- 
niment voisines  qui  peuvent  former  avec  (2)  une  famille  de  Lamé, 
c'est-à-dire  une  famille  d'un  système  triple  orthogonal.  Si  p,  p1;  p2 
désignent  les  paramètres  des  trois  familles  qui  composent  un  système 
orthogonal  et  si  l'élément  linéaire  de  l'espace  est  donné  par  la  formule 

ds*-  =  H2  df-  -+-  W\  dpi  -4-  Hl  dpi, 

H,  Hl7  H2  satisfont  à  des  relations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  que  nous  avons  déjà  démontrées  au  n°  149  (2).  Supposons  que 
la  surface  (S)  fasse  partie  de  la  famille  de  paramètre  p2.  Comme  les 


arbitraires,  constantes  ou  fonctions.  Mais  on  peut,  en  introduisant  des  inconnues 
nouvelles,  ramener  cette  méthode  plus  générale  à  celle  que  nous  employons  dans 
le  texte. 

(')  On  pourra  utiliser  de  même  toutes  les  solutions  incomplètes,  pourvu  qu'elles 
contiennent  des  arbitraires,  constantes  ou  fonctions,  que  l'on  pourra  faire  varier. 

(2)   Voir  aussi  n°=  1039,  1047  et  1054. 
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surfaces  de  paramètres  p  et  pt  Ja  coupent  suivant  ses  lignes  de  cour- 
bure, on  peut  dire  qu'en  chacun  de  ses  points,  les  variables  p,  pt,  les 
fonctions  H  et  H1;  pourront  être  regardées  comme  connues;  et,  pour 
résoudre  le  problème  proposé,  il  suffira  de  déterminer,  en  tous  les 
points  de  (2),  la  fonction  H,  qui,  multipliée  par  la  constante  dp2, 
donne  la  distance  de  chaque  point  de  (2)  à  la  surface  infiniment 
voisine  cherchée,  surface  que  nous  appellerons  (2').  Or  la  fonction  H2 
satisfait  (nos  149,  1039)  à  l'équation 

a«Hg     _   i    dHffls         i    dHt  dEi 
<^p  c^pi        "H  dpx    dp  Hj     dp     dp! 

qui,  nous  l'admettrons  ici  pour  abréger,  est  à  la  fois  nécessaire  et 
suffisante;  de  sorte  que  le  problème  est  ramené  à  l'intégration  com- 
plète de  cette  équation  aux  dérivées  partielles  en  H2. 

Cette  équation  est  l'une  de  celles  auxquelles  on  peut  ramener  la 
solution  complète  du  problème  suivant  : 

Trouver  toutes  Les  surfaces  admettant  la  même  représentation 
sphérique  que  la  surface  (S). 

Car,  admettant  les  solutions  x,  y,  z,  elle  n'est  autre  que  l'équation 
ponctuelle  relative  au  système  conjugué  formé  par  les  lignes  de  cour- 
bure de  (2)  et  ne  diffère  pas,  par  exemple,  de  l'équation  (6)  du 
n°  948  (voir  aussi  n°  950). 

Nous  établissons  ainsi  une  relation  entre  deux  problèmes  qui,  au 
premier  abord,  paraissent  tout  à  fait  différents  :  d'une  part,  la  déter- 
mination de  toutes  les  surfaces  admettant  même  représentation  sphé- 
rique que  (2)  et,  d'autre  part,  la  détermination  des  surfaces  (2') 
infiniment  voisines  de  (2)  dans  toute  famille  de  Lamé  dont  fait 
partie  (2).  L'explication  de  ce  fait  apparaît  immédiatement  lorsqu'on 
se  rappelle  le  théorème  de  Ribaucour  démontré  au  n°  972.  D'après 
cette  proposition,  les  cercles  oscillateurs  aux  trajectoires  orthogo- 
nales des  surfaces  d'une  famille  de  Lamé,  aux  points  où  ces  trajectoires 
rencontrent  l'une  d'elles  (2),  forment  un  système  cyclique.  Par  suite, 
la  surface  donnée  (2)  et  la  surface  cherchée  (2')  peuvent  être  consi- 
dérées comme  deux  trajectoires  infiniment  voisines  des  cercles  qui 
font  partie  d'un  système  cyclique.  Et,  de  là  résulte  la  génération  sui- 
vante de  (2')  : 

On  construira  le  système  cyclique  le  plus  général  formé  de 
cercles  normaux  à  (2),  et  la  surface  cherchée  (2')  sera  une  de 
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celles  que  nous  avons  appris  à  construire  aux  nos  951  et  suiv.,  et  qui 
sont  normales  à  tous  les  cercles  du  système. 

Comme  on  sait  que  la  recherche  de  tous  les  systèmes  cycliques  pré- 
cédents se  ramène  à  la  détermination  de  toutes  les  surfaces  admettant 
même  représentation  sphérique  que  (2),  l'explication  cherchée  est 
ainsi  fournie  d'une  manière  complète;  et  la  relation  établie  entre  les 
deux  problèmes  confirme  un  résultat  déjà  établi  par  une  autre  voie 
(n°  981),  mais  qui,  ici,  devient  évident  :  c'est  que  le  problème  de  la 
représentation  sphérique,  une  fois  résolu  pour  une  surface  (2),  le 
sera  par  cela  même  pour  toutes  les  surfaces  inverses  de  (S). 

5.  Considérons  maintenant  un  autre  problème  :  la  recherche  des 
surfaces  applicables  sur  une  surface  donnée  (S).  Si,  conformément 
aux  idées  précédentes,  nous  commençons  par  rechercher  les  surfaces 
applicables  sur  (2)  et  infiniment  voisines  de  (S),  nous  savons  que  la 
solution  du  problème  se  ramène  en  définitive  à  l'intégration  d'une 
équation  à  invariants  égaux 

<■>  m  =  "■ 

Les  surfaces  pour  lesquelles  on  sait  le  résoudre  se  partagent  en 
différentes  classes.  Pour  chacune  d'elles,  on  connaît  les  expressions 
des  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z  d'un  point  de  la  surface  en 
fonction  des  paramètres  a  et  (B  des  lignes  asymptotiques  ;  les  ex- 
pressions contiennent  au  moins  quatre  fonctions  arbitraires  de  a  et 
de  [3.  Pour  les  surfaces  de  la  plème  classe,  l'intégrale  générale  de 
l'équation  en  0  comprend  deux  fonctions  arbitraires  de  a  et  de  j3,  avec 
leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  p  —  î,  et  les  expressions  de  ce,  y,  z  con- 
tiennent 2/>  +  4  fonctions  arbitraires  (ou  ip  -+-  2  si  l'on  choisit  con- 
venablement les  paramètres  a  et  (3).  Or  il  est  clair  que,  si  l'on  considère 
toutes  les  surfaces  qui  sont  applicables  sur  une  surface  donnée  et  sont 
déterminées  par  des  équations  qui  ne  contiennent  que  des  fonctions 
arbitraires  avec  leurs  dérivées  jusqu'à  un  ordre  déterminé,  le  pro- 
blème de  la  déformation  infiniment  petite  se  résoudra  par  des  for- 
mules qui  seront  toujours  de  même  forme  et  de  même  nature  pour 
chacune  d'elles.  Toutes  ces  surfaces  devront  donc  faire  partie  de  l'une 
des  classes  que  nous  venons  de  définir;  et  Von  devra  pouvoir  les 
obtenir  en  établissant  des  relations  finies  ou  différentielles  entre 
les  fonctions  arbitraires  de  a  et  de  (3  qui  figurent  dans  les  ex- 
pressions générales  des  coordonnées  x,  y,  z  d'un  point  de  V une  de 
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ces  surfaces  exprimées  au  moyen  de  a  et  de  (3.  Telle  est  la  marche 
que  nous  allons  suivre  et  formuler  analytiquement. 

6.  Reprenons  les  formules  du  n°  883 

où  en  6.2,  63  sont  solutions  d'une  équation  de  la  forme  (2). 
Les  quantités  sct,  yi}  zu  définies  par  les  relations 

/  ri    du        dbt\  /    du        <?8,\ 

où  w  est  l'intégrale  la  plus  générale  de  l'équation  (2)  à  laquelle  sa- 
tisfont ei?  62,  e3,  donnent  la  solution  la  plus  générale  de  l'équation  aux 
différentielles  totales 

(  5  )  dx  dx\  4-  dy  dyx  -\-  dz  dz\  =  o, 

de  sorte  que,  s  désignant  une  constante  infiniment  petite, 

x-+  zxu    y-hzyi,     z-+-  s*! 

sont  les  coordonnées  d'un  point  d'une  surface  (S')  infiniment  voisine 
de  (S)  et  applicable  sur  (S). 

7.  Cela  posé,  si  l'on  a  établi,  entre  les  fonctions  arbitraires  con- 
tenues dans  les  formules  (3),  des  relations  telles  que  toutes  les  sur- 
faces (S)  soient  apjDlicables  les  unes  sur  les  autres,  et  si  l'on  fait 
varier,  non  seulement  les  fonctions  arbitraires  qui  subsistent  seules, 
mais  aussi  les  paramètres  a  et  (3,  les  expressions 


X  -+- 

dx 

oa  -4- 

dx 
dj 

sp, 

y  -+- 

dy 

dû 

Sa  -+- 

dy 
à? 

sp, 

z  ~\- 

dz 
da 

oa  -4- 

dz 

d$ 

»P. 
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où  8a?,  8j,  ck  désignent  les  variations  provenant  du  changement  de 
forme  des  fonctions  arbitraires,  seront  aussi  les  coordonnées  d'un 
point  d'une  surface  applicable  sur  (S)  et  infiniment  voisine  de  (S). 
Pour  que  cette  surface  se  confonde  avec  (S'),  il  sera  nécessaire  et 
suffisant  que  l'on  puisse  disposer  de  Sa,  8(B  de  manière  à  satisfaire  aux 
équations  (') 


8a? 


(6) 


°7 


dx  j. 
da. 

dy  ., 
da 


da? 


d3° 


P  =  a?i, 


d8°P 


•Tu 


+  Â78a  +  ïïâ5?  =  n: 


da 


dp 


et,  réciproquement,  toutes  les  fois  qu'il  sera  possible  de  satisfaire  à 
ces  équations,  toutes  les  surfaces  (S)  seront  applicables  les  unes  sur 
les  autres. 

8.  Si  l'on  remarque  que  8,,  62,  63  sont  les  paramètres  directeurs  de 
la  normale  à  (S),  on  peut  remplacer  les  trois  équations  précédentes 
par  l'unique  équation 


(7) 


0  =  6, (8a?'— a?i) -+- 62(8jk— 71)4-63(8^  —  ^) 


obtenue  en  ajoutant  les  trois  équations  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par  6,,  62,  63. 

Cette  dernière  équation  contient  des  signes  de  quadrature,  mais  on 
peut  les  faire  disparaître  par  différen dation.  On  a,  en  effet,  identi- 
quement 


d20 

dadfi 


/ce 


(8) 


£J  d8,  /„  dx 
O  ~àa~  V  àj  ~ 

dxt\ 

dp  y 

ri  d8,  /  ^  dx 

O  dp  \àa~  ~ 

^i\         on    /*   ^            c)2;M 
"dSV'^e^o^  '     à* dp) 

80!     o82     803 

de,    de,    de3 

da       da.        da, 

de,    de,    de3 

da>nA    d0,           dwri0    de. 

dp      dp       dp 

Et,  par  conséquent,  il  faudra  d'abord  que  les  fonctions  to,  6,,  62,  e3, 


(')  Nous  supposons  que  la  constante  s  ait  été  réunie  en  multiplicateur  aux 
fonctions  arbitraires  qui  figurent  dans  w. 
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86l7  862,  o03  puissent  vérifier  identiquement  la  relation 


(9) 


861  O02  8O3 

dBt,  dôj  dOs 

doc  da  da 

e>e,  d62  d6  3 

dfï  dp  d~$ 


dw 

da 


S     d9t       doj  n 
9ldp^dpO 


de, 

~d7 


qui  est  débarrassée  de  tout  signe  d'intégration.  Lorsque  cette  équa- 
tion sera  vérifiée,  la  principale  difficulté  du  problème  aura  disparu; 
il  restera  néanmoins  à  vérifier  l'équation  primitive  (7),  qui  n'est 
nullement  une  conséquence  de  la  précédente,  mais  dont  le  premier 
membre  0  satisfera  alors,  en  vertu  de  l'identité  (8),  à  l'équation 


d2  0 

dadp 


k@. 


9.  Appliquons  d'abord  cette  méthode  générale  aux.  surfaces  de  la 
première  classe,  pour  lesquelles  on  a 


(10) 


B1; 


0,=  A,-+-B2, 


,=  A3  +  B3, 


A,,  A2,  A3  étant  des  fonctions  de  a  et  Bn  B2,  B3  des  fonctions  de  [3. 
L'équation  à  invariants  égaux  à  laquelle  satisfont  0,,  62,  ô3  est  ici 


(») 

et  l'on  a 


d*6 

doc  dp 


(12)      |  y  =  A,  B3  -  A3 B,  -4-  f( A3  dKy  -  A,  dkz)  —  f(B3  dBt  -  Bt  dBz). 
;  =  A2Bj  —  Aj  B2  H-  f{  Aj  r/A2  —  A2  dX^  —  f(Bi  dB%—  B2  dBv). 

Voyons  si  l'on  peut  établir  entre  les  fonctions  A  et  les  fonctions  B 
des  relations  telles  que  toutes  les  surfaces  correspondantes  soient 
applicables  les  unes  sur  les  autres.  Comme  il  doit  rester  une  fonction 
arbitraire  de  a  et  une  fonction  arbitraire  de  [B,  il  est  clair  qu'il  ne 
faudra  obtenir  qu'une  relation  entre  les  fonctions  A  et  une  entre  les 
fonctions  B. 

On  a  ici 


(.3) 


u=A  +  B, 
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et  l'équation  fondamentale  prend  la  forme 
oAt-i-oBi     oA2-f-  8B2     8A3-i-3B3 


5 1 3 


(M) 


Bi 


A'2 

b; 


a; 


A'S^*'S^  =  °- 


Comme,  par  sa  nature  même,  elle  se  décompose  en  relations  liné- 
aires entre  les  fonctions  de  a  et  entre  les  fonctions  de  (3;  comme, 
d'autre  part,  A'  et  B'  s'annulent  en  même  temps  que  les  SA;  et  les  SB,-, 
on  peut  admettre  que  A'  dépend  linéairement  de  8à1;  8A2,  SA3  ;  que  B' 
dépend  linéairement  de  8B1;  8B2,  8B3;  et,  par  suite,  l'équation  précé- 
dente se  décomposera  dans  les  deux  suivantes  : 


(i5) 


(16) 


8Ai  oAo  oA 

B'i  B'2  B'3    j 

oBj  3B2  SB 

A.  i  J\.  o  J\  -3 

B'i  B'2  B'a 


A'S<A'- 

B'g(A, 


b,)b; 


b,)a; 


Si,  dans  la  première,  on  donne  à  a  une  valeur  quelconque,  mais  fixe, 
elle  prend  la  forme 

(Bj  +  m^B'j  -+-  (B2-+-  /n2)B'2  +  (B3  +  m3)B'3  =  o, 

mx,  m2,  7?23  désignant  des  constantes.  En  intégrant,  on  aura  donc 

(Bi-h  mi)2+  (B2-h  m2y-\-  (B3-+-  m3y  =  const. 

Mais,  comme  il  est  permis,  dans  les  expressions  des  6,-,  de  réunir  les 
constantes  mt  aux  fonctions  A{-,  on  pourra  supposer  que  ces  constantes 
soient  nulles  et  ramener  l'équation  précédente  à  la  forme 

(i7)  b;-+-b;-4-b»  =  2a, 

h  désignant  une  constante.  Alors  l'équation  (i5)  prendra  la  forme 

8A1     8A2     8A3 


A;      A'2      A', 
B'i       B'2      B'3 


a'ÇJ  â,-b;-  =  o, 


et,   comme  il  ne  peut  exister   aucune  autre  relation  entre  les  fonc- 
tions Bz-,  on  devra  annuler  le  coefficient  de  chaque  dérivée  B[,  ce  qui 
D.  —  IV.  33 


5i4 

donnera 

(,8) 
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I  A'5  3A2  —  A'2  oA3  —  A' A]  =  o, 
<  Aj  oA3 —  A'3  oAj  —  A' A2  =  o 
(  A'2  8A1  —  A\  3A2  —  A' A3  r^  o. 


On  déduira  de  là,  en  multipliant  les  trois  équations  respectivement 

par  a;,  a'2,  a;, 

Ai  A'j  -1-  A2  A '2  -1-  A3  A'3  =  o, 
et,  par  suite, 


("9) 


A?  -+-  A.I-+-  Ai  =  2  A], 


hl  désignant  une  nouvelle  constante. 

L'équation  (9)  étant  vérifiée  en  vertu  des  relations  (17)  et  (19),  il 
faut  revenir  maintenant  à  l'équation  (7  ).  On  a  ici 

xt=  ABi  —  BAj—  T(AdAi  —  AidA)  -+-  f(B  rfB,  -  Bi  dB), 

yl=  AB2—  BA2-  f(Adk2  —  Asc?A)h-  f(BdB2  —  B2dB), 

zi  =  AB3  —  BA3—  f(A  dk3—  A3  rfA)  H-  f(BdB3—B3  dB). 

Un  calcul  facile  donne,  en  tenant  compte  des  relations  (18)  et  des 
relations  analogues  relatives  aux  fonctions  B,, 

ox  —  xx=  (A2+  B2)(8A3 —  0B3) 

—  (A3+B3)(8A2—  8B2)4(A  +  B)(A1  —  Bt). 

On  déduit  de  là 

6  =  C9i(8a7  —  xi)  =  (A  +  B)(2/?i  —  2/1). 

Il  suffira  donc  de  prendre  h  =  /ij  et  l'on  retrouvera  ainsi,  dans 
ce  qu'elles  ont  d'essentiel,  les  propositions  énoncées  aux  nos  769 
et  770. 

10.  Pour  les  surfaces  de  la  seconde  classe,  on  a 

i  e1  =  a1  +  b1  -2  g        , 

(  20)  /  o2  =  a;  +  b;  -  a  As~??' , 

a— j3 


SUR    LEQU A TION    AUXILIAIRE.  jl5 

Les  formules  qui  donnent  les  coordonnées  sont  aussi  plus  com- 
pliquées. 

Par  exemple,  la  valeur  de  x  est 

x  =  f(A',  A.J  —  A'3  Aï)  da  —  f(B'2  BJ  -  B3  B",)  d$  ■+■  A3  B'2  —  A'2  B'3 

(a3-b3)(a,2-b;)-(a2-b2)(a;-b;<) 

"+"  2  a  —  p 

et  l'on  obtiendra  les  valeurs  correspondantes  de  y  et  de  s  par  des 
permutations  circulaires  effectuées  sur  les  indices  i,  2,  3.  La  valeur 
de  xl  est  de  même 

xx  =  f(A\  A"  —  A' Aï)  c?a  —  ^(B;  B"—  B'  W[)  dp  +  A'B;  —  A',  B' 

,    JA-B^CAÏ-B'J-ÇA.-BQÇA'-B') 
a—  p 

L'équation  à  résoudre  (9)  prend  aussi  une  forme  beaucoup  moins 
simple. 

On  parvient  néanmoins  à  en  trouver  une  solution  en  adoptant 
l'hypothèse 

(21)  6A,  =  AA;—  A.' At,        oB£  =  BB'i-  B'Bt, 

qui  conduit  aux  valeurs  suivantes  pour  les  fonctions  arbitraires 

A,= 

(M) 


A2+i 

x        iX 
B  -  *'B 

2  A'    ' 

B2+I 

2B'  ' 

A  et  B  désignant  des  fonctions  arbitraires,  différentes,  bien  entendu, 
de  celles  qui  figurent  dans  les  expressions  précédentes  de  8A4-,  oB,. 

La  solution  correspondant  à  ces  valeurs  des  fonctions  Aj,  B^.  n'est 
pas  distincte  de  celle  que  nous  avons  donnée  aux  nos  1078-1080  d'après 
M.  Weingarten.  Elle  convient  aux  surfaces  applicables  sur  le  para- 
boloïde  dont  une  génératrice  est  tangente  au  cercle  de  l'infini. 

11.  D'une  manière  plus  générale,  on  peut  se  demander  de  trouver 
quelles  seraient  les  valeurs  des  fonctions  8£-  qui  correspondraient  aux 
solutions  nouvelles  considérées  par  MM.  Weingarten,  Baroni  et 
Goursat,  solutions  que  nous  avons  fait  connaître  au  Liv.  VIII, 
Ch.  XIII.  On  verra  facilement,  en  ayant  égard  aux  formules  du  n°  91G, 
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que  si  p  est  la  solution  générale  de  l'équation  (57)  du  n°  1074 

(i3)  d'P    -     ^"{p) 

y      }  àad$  ~  (n_ap)2' 

il  faut  prendre 

(1  +  ap)2  (dp  dC         dp  dC 

(24)  )   °2=         2/*        \à«    d$  d$  ~dx 

I       _  (1  +  g-P)2  /fo  dC"        dp  dC" 

C,  G',  G"  étant  les  cosinus  directeurs  donnés  par  les  formules  (52) 
(n°1074). 


2V/j        \àa  d$  dp  da 

(n-ccp)»   /cly>  dC         dp  dC  ■ 
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TABLE  ANALYTIQUE  DES  MATIÈRES 

PAR  ORDRE  ALPHABÉTIQUE  (■). 


Action  dans  un  mouvement,  544.  Théo- 
rème de  Thomson  et  Tait,  544- 
Principe  de  la  moindre  action  clans 
le  plan,  545.  Sur  une  surface,  550. 
Action  relative  à  un  mouvement  dans 
l'espace,  556,  557.  Principe  de  la 
moindre  action,  558.  Variation  de 
l'action,  559.  Généralisation  des  pro- 
priétés des  rayons  lumineux,  560,  561. 

Anallagmatiques  (Surfaces),  172,  847, 
849,  850. 

Analogies  entre  la  Géométrie  du  plan 


et  celle  des  surfaces  à  courbure  con- 
stante, 793-794. 

Angle  de  contingence  géodésique, 
642. 

Angles  relatifs  à  une  forme  quadra- 
tique, 572,  574.  Orthogonalité  relative 
à  une  forme  quadratique,  572. 

Anticaustiques  par  béfraction,  leurs 
lignes  de  courbure,  479.  Leur  équa- 
tion tangentielle,  480. 

Axes  optiques,  leur  définition,  452. 
Leurs  propriétés,  453  et  suiv. 


Bjorling.    Travaux    sur    les    surfaces 
minima,  182. 


Brachistochrones,  550. 


Caractéristiques  des  équations  aux 
dérivées  partielles  non  linéaires 
du  second  ordre,  709  et  suiv..  Théo- 
rie de  l'équation 

A(rt  —  s2)  +  Br 

-+-  2Cs  +  B't  -+-  D  =  o, 

709  et  suiv.  Voir  aussi  Note  X. 
Caractéristiques  d'une  équation  liné- 
aire aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre,  106.  Propriétés  géométriques, 


107.  Cas  où  elles  sont  les  lignes  de 
courbure,  108. 

Caténoïde  ou  Alysséïde,  66. 

Centre  de  courbure  géodésique,  490, 
634,  637. 

Cercles  géodésiques,  648  et  suiv. 
Courbes  dont  la  courbure  géodé- 
sique est  une  fonction  donnée  des 
coordonnées  du  point  de  la  courbe, 
649-650.  Problème  du  calcul  des  va- 
riations dont  elles  donnent  la  solu- 


(  '  )  Los  chiffres  donnés  se  rapportent  aux  articles  et  non  aux  pages  des  différents  Volumes. 
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tion,  651,  652.  Cercles  géodésiques 
des  surfaces  applicables  sur  les  sur- 
faces de  révolution,  653.  De  la  pseu- 
dosphère, 787-789.  Longueur  d'une 
circonférence  géodésique,  790. 

Cercles  géodésiques  des  surfaces  a 
courbure  constante,  779,  780. 

Cercles  géodésiques  et  systèmes  iso- 
thermes, 654.  Problème  non  résolu 
relatif  aux  surfaces  qui  admettent  au 
moins  trois  familles  isothermes  com- 
posées de  cercles  géodésiques,  655. 

Complément  au  théorème  de  Meusnier, 
511. 

Complexes  de  droites,  448. 

Congruences  de  cercles,  446,  471,  472, 
477.   Voir  aussi  Systèmes  cycliques. 

Congruences  de  courbes^  311.  Condi- 
tion pour  que  les  courbes  d'une  con- 
gruence  soient  normales  à  une  famille 
de  surfaces,  438,  439.  Interprétation 
géométrique  de  cette  condition,  440. 

Congruences  de  courbes  algébriques. 
Le  nombre  maximum  de  surfaces  iso- 
lées normales  à  toutes  les  courbes  de 
la  congruence  dépend  uniquement  de 
la  nature  de  chaque  courbe,  446.  Par 
exemple  des  cercles  formant  une 
congruence  ne  peuvent  être  normaux 
à  plus  de  deux  surfaces  sans  l'être  à 
une  infinité  de  surfaces,  446. 

Congruences  de  droites  ou  recti- 
lignes,  318-320.  Systèmes  conjugués 
rattachés  aux  congruences  rectilignes, 
322,  323.  Surfaces  particulières  pour 
lesquelles  les  coordonnées  de  chaque 
point  sont  de  la  forme 


A(  p  —  a)"'  (o,  —  a)n, 


324. 


Congruences  rectilignes  pour  les- 
quelles les  lignes  asymptotiques  se 
correspondent  sur  les  deux  nappes 
de  la  surface  focale,  483,  886-889. 
Relation  entre  les  courbures  totales 
des  deux  nappes,  889. 

Congruences  rectilignes  dont  les  dé- 
veloppables  doivent  découper  un  ré- 
seau conjugué  sur  une  surface  du 
second  degré,  455. 

Congruences    rectilignes    isotropes, 


260,  863.  Surface  moyenne  d'une  con- 
gruence isotrope,  865. 

Congruences  rectilignes  dont  les  dé- 
veloppables  découpent  sur  une  sur- 
face DONNÉE  UN  RÉSEAU  CONJUGUÉ 
donné,  420,  421.  Congruences  dont 
les  développables  se  correspondent  et 
interceptent  sur  une  même  surface 
un  même  système  conjugué,  922- 
923.  Congruences  engendrées  par  des 
droites  parallèles  et  dont  les  déve- 
loppables se  correspondent,  923,  941- 
944. 

Congruences  rectilignes.  Condition 
pour  que  les  droites  d'une  congruence 
soient  les  normales  d'une  surface, 
441.  Application  aux  tangentes  com- 
munes à  deux  surfaces  homofocales 
du  second  degré,  442.  Cas  où  la  sur- 
face focale  d'une  congruence  de  nor- 
males se  réduit  à  une  courbe  et  à 
une  surface  ou  à  deux  courbes,  443- 
444, 

Congruences  spéciales  de  courbes 
pour  lesquelles  chaque  courbe  est 
rencontrée  seulement  par  deux  coui'- 
bes  infiniment  voisines,  470,  471. 

Coordonnées  curvilignes  sur  une  sur- 
face 62-65. 

Coordonnées  de  la  droite,  139. 

Coordonnées  homogènes  d'une  sphère, 
156.  Coordonnées  de  la  sphère  qui 
enveloppe  une  surface  sur  les  deux 
nappes  de  laquelle  les  lignes  de  cour- 
bure se  correspondent,  477,  483. 

Coordonnées  pentasphériques,'  150  et 
suiv.  Le  système  de  cinq  sphères  or- 
thogonales, 151.  Surfaces  isother- 
miques rapportées  à  des  coordonnées 
pentasphériques,  437. 

Coordonnées  polaires  sur  une  surface 
656,  657. 

Coordonnées  symétriques  sur  une  sur- 
face quelconque,  501.  Sur  la  sphère, 
23-26,  916.  Transformation  homogra- 
phique  de  ces  coordonnées,  27. 

Coordonnées  tangentielles  spéciales. 
Variables  de  O.  Bonnet,  163.  Étude 
de  la  surface,  164-165.  Transforma- 
tion de  coordonnées  ou  déplacement, 
166,  167. 


table  analytiq 

Correspondance  avec  orthogonalité 
des  éléments,  854.  Problème  des  élé- 
ments rectangulaires,  854,  855.  Cor- 
respondance d'une  surface  et  d'un 
plan  avec  orthogonalité  des  éléments 
linéaires,  909  et  suiv. 

Correspondance  entre  deux  surfaces 
par  plans  tangents  parallèles, 426, 
432.  Translation  d'une  surface,  427. 
Application  à  l'Optique  des  milieux 
homogènes,  428.  Propriétés  géomé- 
triques relatives  à  un  cas  spécial,  890, 
893,  894. 

Correspondance  établie  entre  deux 
surfaces  par  la  condition  que  les 
plans  tangents  aux  points  correspon- 
dants aient  leur  intersection  dans  un 
plan  fixe  (P),  425. 

Couples  de  surfaces  applicables,  854, 
898. 

Courbe  aux  tangentes  égales  ou  trac- 
trice,  66. 

Courbes  de  M.  Bertrand  dont  les  nor- 
males principales  sont  aussi  nor- 
males principales  d'une  autre  courbe, 
8  et  suiv.,  38,  739. 

Courbes     gauches.    Théorie    cinéma- 
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tique,  4  et  suiv.  Déterminai  ion  d'une 
courbe  gauche  quand  on  connail  une 

relation  entre  la  courbure  et  la  ten- 
sion de  l'arc,  35.  Courbes  à  torsion 
constante,  30  et  Note  IV. 

Courbes  minima  ou  de  longueur  nulle, 
219,  220. 

Courbes  parallèles  sur  une  surface, 
531. 

Courbure  géodésique,  034  et  suiv 
Définitions  diverses,  635,  636,  H.S7. 
648.  Son  expression  au  moyen  des  pa- 
ramètres différentiels,  070. 

Courbure  normale.  Théorèmes  de 
M.  Bertrand,  505.  Moment  de  deux 
normales  infiniment  voisines,  506. 

Courbure  totale.  Courbure  moyenne, 
497.  Théorème  de  Gauss,  498.  Expres- 
sion de  la  courbure  totale  au  moyen 
du  second  paramètre  différentiel, 
682. 

Cyclides  générales.  Ce  sont  des  sur- 
faces isothermiques,  437.  Cyclide  de 
Dupin.  C'est  la  seule  surface  dont  les 
normales  rencontrent  deux  courbes, 
444.  Voir  Lignes  de  courbure. 


Déformation  de  l'hyperboloïde  de  ré- 
volution. Théorème  de  Laguerre, 
739. 

Déformation  des  surfaces.  Réduction 
nouvelle  du  problème  due  à  M.  Wein- 
garten,  1082  et  suiv. 

Déformation  des  surfaces  gauches, 
727  et  suiv.  Surfaces  gauches  admet- 
tant un  élément  linéaire  donné,  728, 
729.  Déformer  une  surface  gauche  de 
telle  manière  que  l'une  de  ses  courbes 
devienne  plane,  732,  ou  rectiligne, 
733,  ou  asymptotique,  735,  ou. ligne 
de  courbure,  736.  Déformation  des 
surfaces  gauches  étudiée  par  la  mé- 
thode cinématique,  734-735. 

Déformation  infiniment  petite.  Pre- 
mière solution,  852,  856-858,  866. 
Théorème  de  Eibaucour,  861-862, 
891.  Deuxième  solution,  867-869,871, 


Les  douze  surfaces  qui  se  présentent 
dans  l'étude  de  la  déformation  infi- 
niment petite,  883-897.  Les  trois  ré- 
seaux I,  II,  III  sur  ces  douze  sur- 
faces, 894-897.  Déformation  infini- 
ment petite  des  surfaces  homogra- 
phiques  ou  corrélatives,  900,  901.  Ap- 
plication de  la  théorie  générale  de  la 
déformation  infiniment  petite  à  la 
solution  du  problème  de  la  déforma- 
tion finie,  Note  XI. 
Déformation  infiniment  petite  du  pa- 
raboloïde,  859,  d'une  surface  du  se- 
cond degré,  860,  d'une  sphère,  861- 
803  et  915-917,  d'une  surface  à  cour- 
bure constante,  879-881  et  918,  d'une 
surface  minima,  913. 

DÉPLACEMENT  A  UN  PARAMÈTRE,  for- 
mules d'Euler  exprimant  les  neuf 
cosinus  en  fonction  de  trois  angles,  1. 
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DÉPLACEMENTS  A  DEUX    PARAMÈTRES,  40 

etsuiv.  Relations  différentielles  entre 
les  rotations,  40.  Cas  où  les  six  rota- 
tions dépendent  d'une  seule  variable, 
44-46.  Cas  où  le  système  n'a  pas  de 
point  fixe.  Relations  différentielles 
entre  les  rotations  et  les  translations, 
55.  Théorème  de  MM.  Schônemann 
et  Mannheim,  57. 

DÉPLACEMENTS  A  DEUX  PARAMÈTRES  pour 

lesquels  les  mouvements  élémen- 
taires sont  toujours  des  rotations. 
Théorème  de  Bibaucour,  58.  Pro- 
positions relatives  à  ces  déplace- 
ments, 59-61.  Voir  aussi  au  mot  Rou- 
lement. 

Déplacement  particulier  analogue  au 
mouvement  étudié  par  Poinsot  d'un 
corps  solide  libre,  32. 

Déplacements  finis.  Leur  représenta- 
tion analytique  et  géométrique.  Leur 
composition,  Note  V. 

Détermination  des  surfaces  admettant 
l'élément  linéaire 

ds-  =  du2  +  (  au2  -+- 1  bu  h-  c)  dv-, 

où  a,  b,  c  sont  des  constantes,  726. 
Développées  d'une  courbe  gauche,  12. 
Développée  d'une  surface,  752.  Lignes 

asymptotiques,  753.  Tableau  de    for- 


mules se  rapportant  aux  deux  nappes, 
754.  Relations  entre  les  deux  nappes, 
propriétés  cinématiques,  paraboloïde 
des  huit  droites,  755-756. 

Développée  moyenne  d'une  surface,  912, 
1075. 

Directrice  et  module  d'une  déforma- 
tion infiniment  petite,  852. 

Distance  géodésique  sur  une  surface, 
526,  536,  537.  Son  expression  appro- 
chée, 658,  659.  Applications,  662, 
663. 

Droite  invariable  dont  trois  points 
décrivent  des  plans  rectangulaires. 
Surface  normale  à  toutes  les  positions 
de  la  droite.  Ses  lignes  de  courbure, 
159. 

Droites  normales  a  une  surface,  447. 
Condition  pour  que  des  droites  par- 
tant des  différents  points  d'une  sur- 
face soient  normales  à  une  autre 
surface,  448,  449.  Développables  for- 
mées avec  les  normales,  637. 

Dynamique  des  mouvements  dans  le 
plan.  Analogies  avec  la  théorie  des 
géodésiques,  538  et  suiv.  Trajectoires 
qui  correspondent  à  la  même  valeur 
de  la  constante  des  forces  vives,  538- 
540. 


E 


Elément  linéaire  analogue  à  celui  des 

surfaces  réglées,  697  et  Note  IX. 
Élément  linéaire  des  surfaces  gauches. 

Surfaces  imaginaires,  727. 
Élément   linéaire   harmonique  ou   de 

Liouville,    583.    Lignes    géodésiques, 

583-584. 
Ellipses  et  hyperboles   géodésiques, 

526-529,     587-588.     Théorèmes    de 

Chasles  et  de  Graves,  589.  Sur  une 

sphère,  745-746. 
Ellipsoïde    rapporté    à    ses   lignes   de 

courbure,   504.     Voir    Géodésiques, 

Surfaces  homofocales. 
Enveloppe  d'une  famille  de  sphères 

dépendant  de  deux  paramètres,  472. 

Lignes  principales,  472.  Proposition 


de  Bibaucour  relative  à  la  corde  de 
contact,  473.  Proposition  relative  à 
la  polaire  de  cette  corde,  474.  Enve- 
loppes pour  lesquelles  les  lignes  de 
courbure  se  correspondent  sur  les 
deux  nappes,  451,  453,  475,  et  sui- 
vants. 

Enveloppes  de  sphères  coupant  une 
sphère  fixe  sous  un  angle  constant, 
172. 

Équation  rt  —  s2+  a2  =  o,  716. 

Équation  adjointe  de  Lagrange  (pour 
une  équation  linéaire  à  une  seule 
variable  indépendante),  368.  Pro- 
priétés diverses,  369-374. 

Équation  adjointe  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles,  357.  Son  inté- 
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gration  se  ramène  à  celle  de  la  pro- 
posée, 367. 

Équation  aux  dérivées  partielles  de 
Liouville  s  =  e~-,  726,  1078  et  Note  III. 

Équation  aux  dérivées  partielles  dé- 
finissant les  surfaces  qui  admettent 
un  élément  linéaire  donné,  703-708. 

Équation  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  intégrée  par  Bonnet, 
746. 

Équation  auxiliaire.  Sa  définition,  son 
emploi.  Note  XI. 

Équation  différentielle  particulière 
y- -h y'-  =  X,  qui  se  rencontre  dans 
diverses  théories,  621,  732  et  Note  VI. 

Équations  aux  dérivées  partielles. 
Détermination  des  équations  du  se- 
cond ordre  admettant  une  intégrale 
dépendant  seulement  de  deux  fonc- 
tions arbitraires  des  variables  indé- 
pendantes, et  des  dérivées  en  nombre 
limité,  de  ces  fonctions  arbitraires, 
Note  III  de  M.  Cosserat  (IV,  p.  405 
et  suiv.) .  Extension  des  méthodes  de 
Monge  et  d'Ampère.  Note  X. 

Équations  aux  dérivées  partielles 
harmoniques,  406.  Application  du 
théorème  de  M.  Moutard  au  cas  où 
l'on  emploie  une  relation  particu- 
lière harmonique.  L'équation  dérivée 
est  aussi  harmonique,  407.  Transfor- 
mation qui  permet  de  dériver  d'une 
équation  harmonique  une  infinité 
d'autres  équations  harmoniques,  410- 
412. 

Équation  de  Riccati,  16.  Sa  réduction 
à  un  système  linéaire  de  deux  équa- 
tions, 18. 

Équations  de  Riccati  qui  se  présentent 
dans  l'étude  du  déplacement  à  deux 
variables,  47-54. 

Équation  d'Euler  et  de  Poisson 

E(P,P'), 

344-356.  Formule  de  Poisson  donnant 
l'intégrale  générale  de  cette  équation, 
354.  Sa  démonstration  rigoureuse, 
361,  362.  Généralisation  de  toutes  ces 
propriétés  pour  un  système  d'équa- 
tions  simultanées,   1046. 


Équation  différentielle  d'Euler.  \<l- 
dilion  des  intégrales  elliptiques,  585. 

Équation  différentielle  linéaire 
d'ordre  impair  équivalente  a  son 
adjointe,  373.  Intégrale  du  second 
degré,  374.  Relations  entre  les  inté- 
grales, 375. 

Équations  différentielles.  Méthodes 
d'approximations  successives,  Note  I 
de  M.  Emile  Picard  (IV,  p.  353  et 
suiv.). 

Équations  différentielles  ultrael- 
liptiques, 464. 

Équations  linéaires  du  second  ordre 
a  invariants  égaux,  387  et  suiv.  Leur 
forme  réduite,  329,  387.  Application 
de  la  méthode  de  Laplace,  387,  388. 
Étude  des  cas  les  plus  simples,  389. 

Équations  linéaires  a  invariants 
égaux.  Théorèmes  de  M.  Moutard, 
390,  392,  393.  Intégration  des  équa- 
tions à  invariants  égaux  par  l'appli- 
cation de  ce  théorème,  394-396.  Dé- 
monstration d'un  point  admis  par 
M.  Moutard,  396. 

Équation  linéaire  du  second  ordre 
comprenant,  comme  cas  particulier, 
l'équation  de  Lamé,  note  du  n°  271. 

Équations  linéaires  du  second  ordre, 
théorèmes  de  Sturm,  628,  629. 

Équations  linéaires  réductibles  a  la 
forme  harmonique,  413.  Equation 
particulière 

i     d- z     _  ;j.  (;-»■  —  i  )  _  [■>■'  ('/  —  O 
i  dxdy  ~  {x-hy )■        {se— y)* 

v(v  — i)  v'(v'  —  i) 


^{i-xyY        {i  +  xyY 

Ses  réductions  diverses  à  la  forme 
harmonique,  415.  Forme  élégante 
qu'on  peut  lui  donner,  416.  Voir  aussi 
Note  II. 

Équations  linéaires 


d'y 


=  [?{t)+h]y. 


Si  l'on  sait  intégrer  une  telle  équa- 
tion pour  toutes  les  valeurs  de  h,  on 
en  déduira  une  suite  illimitée  d'équa- 
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tions  pareilles  également  intégrables, 
408,  409. 

Équations  linéaires  simultanées  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre, 
1039etsuiv.  Extension  delà  méthode 
de  Laplace,  1042-1044.  Systèmes  par- 
ticuliers, 1045-1046. 

Équations  ponctuelle  et  tangentielle 
relatives  à  un  même  système  con- 
jugué. L'intégration  de  l'une  se  ra- 
mène à  celle  de  l'autre,  403-405. 

Étude  cinématique  d'une  surface  à 
l'aide  du  trièdre(T),  484  et  suiv.,  Tan- 
gentes aux  courbes  tracées  sur  la  sur- 
face, élément  linéaire,  485.  Directions 


conjuguées,  486.  Lignes  asympto- 
tiques,  487.  Lignes  de  courbure,  488. 
Propriété  cinématique  des  lignes  de 
courbure,  489.  Courbure  normale, 
courbure  géodésique,  490.  Éléments 
du  troisième  ordre,  492,  493.  Sphère 
osculatrice,  493. 
Expressions  (m,  n).  Leur  définition, 
397.  Leurs  propriétés,  398,  399.  Déter- 
mination de  toutes  les  expressions 
(/??,  n)  qui  satisfont  à  une  équation 
aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre,  400.  Généralisation  de  la  théo- 
rie des  expressions  (  m,  n),  1045. 


Familles  de  Lamé.  Définition,  971.  Con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'une  famille  de  surfaces  soit  une 
famille  de  Lamé,  971-972.  Surfaces  in- 
finiment voisines  d'une  surface  donnée 
qui  peuvent  faire  partie  avec  elle 
d'une  même  famille  de  Lamé.  Note  XI. 

Fonctions  d'une  variable  complexe  sur 
une  surface,  680,  681. 

Forme  harmonique  de  l'élément  li- 
néaire 

ds1  =  [cp  (  u)  —  <\>  (  v)]  (  du2 +  dv2 ), 

413.  Formes  harmoniques  de  l'élé- 
ment de  la  sphère,  414.  Des  surfaces 
du  second  degré  121,  504,  1080. 

Formes  quadratiques  de  différen- 
tielles, 572  et  suiv.  Transformation 
remarquable  due  à  M.  Beltrami,  575. 
Lignes  géodésiques  d'une  forme  qua- 
dratique, 576,  577. 

Formules  de  Gauss  (employées  dans 
les  Disquisition.es),  698-699.  Formules 
qui  s'en  déduisent  et  tiennent  lieu  de 
celles  de  M.  Codazzi,  700.  Lignes  de 


courbure,  701.  Relations  entre  les 
coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z, 
les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
c,  c',  c"  et  les  déterminants  D,  D',  D", 
702. 

Formule  de  Lacuerre  relative  aux 
courbes  admettant  même  tangente 
en  un  point  d'une  surface,  510. 

Formules  d'Euler  et  d'Olinde  Rodri- 
gues  relatives  à  un  déplacement  ou  à 
une  transformation  de  coordonnées, 
27,  963.  Voir  aussi  Note  V. 

Formules  de  M,  Codazzi,  495  et  suiv. 
Premier  système  de  formules,  495. 
Angle  de  deux  courbes,  496.  Lignes 
asymptotiques,  lignes  de  courbure, 
4E6.  Coordonnées  rectangulaires,  499. 
Sjstème  de  coordonnées  formé  par 
les  lignes  de  courbure,  500.  Expres- 
sions géométriques  des  six  rotations. 
507,  508. 

Formules  de  M.  Lelieuvre,  870,  873, 
874.  Généralisation  de  ces  formules, 
881,  882. 

Formules  de  RI.  Serret  (J.-A.)  rela- 
tives aux  courbes  gauches,  4. 
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GÉNÉRALISATION  DU  THÉORÈME  DES  PRO- 
JECTIONS, 648. 

Géodésiques.  Equation  différentielle, 
514,  515.  Propriété  fondamentale,  516, 
521. 

Géodésiques  des  surfaces  du  second 
degré,  44'2,  462,  586. 

Géodésiques  de  la  surface  pseudosphé- 
rique,  786.  Distance  géodésique  sur  la 
pseudosphère,  786.  Des  surfaces  à 
courbure  constante  en  général,  684, 
685. 

GÉODÉSIQUES  DES  SURFACES  DE  RÉVOLU- 
TION, 580,  581.  Équation  de  Clairaut. 
580. 

Géodésiques  (Détermination  des),  578 
et  suiv.,  590,  591.  Intégrales  algé- 
briques et  entières,  592.  Intégrales 
linéaires,  théorème  de  M.  Massieu, 
592.  Cas  où  il  y  a,  à  la  fois,  une  inté- 
grale du  premier  et  une  intégrale  du 
second  degré,  596. 

Géodésiques  se  coupant  sous  un  angle 
constant,  530. 


Géodésiques  dans  la  Géométrie  Cay- 
leyenne,  839  et  Note  l\. 

Géodésique  (Segment  de)  comparé  aux 
segments  infiniment  voisins,  624-6tdl3, 
théorème  de  Jacobi,  627. 

Géodésiques  a  intégrales  quadrati- 
ques. Note  II  de  M.  G.  Kœnigs  (IV. 
p    368  et  suiv.). 

Géodésiques,  théorèmes  de  M.  Bonnet 
relatifs  au  plus  court  chemin,  630,631 . 

Géométrie  Cayleyenne.  Angles  et  dis- 
tances, S36.  Élément  linéaire  de  l'es- 
pace, 837.  Angle  de  deux  directions, 
838.  Lignes  géodésiques,  839.  Lignes 
de  courbure,  840,  841.  Généralisation 
des  surfaces  minima,  842-845.  Mode 
de  transformation  qui  rattache  la 
Géométrie  de  Cayley  à  la  Géométrie 
euclidienne,  846  et  suiv.  Elément 
linéaire  des  surfaces  réglées  dans  la 
Géométrie  Cayleyenne,  Note  IX. 

Géométrie  de  la  sphère  et  Géométiûe  de 
la  droite.  Rapprochements,  157,  168. 
Voir  aussi  Transformations. 


H 


Hélice.  Propriété  caractéristique.  Le 
rapport  de  la  courbure  à  la  torsion 
est  constant,  6. 


Hélicoïdes  applicables  sur  une  surface 

de  révolution,  75,  76. 
Hélicoïde  gauche  a  plan  directeur,  68. 


Indicatrice  sphérique  d'une  courbe 
gauche,  5. 

Infiniment  petits  relatifs  aux  courbes 
et  aux  lignes  géodésiques,  663-665. 

Infiniment  petits  se  rapportant  a  une 
courbe  gauche,  Note  IV,  2  à  5. 

Intégrales  d'une  forme  déterminée  du 
problème  des  géodésiques.  Intégrales 
ne  contenant  que  p  et  q,  619-620.  In- 
tégrales relatives  à  l'élément  linéaire 


ds1  —  V  [  du2  +  (  u  -+■  V,  )2  clv2  ] , 


621. 


Intégrale  générale  d'une  équation 
aux  dérivées  partielles.  Remarques 
sur  la  définition  qu'on  peut  adopter, 
367. 

Intégrales  homogènes  et  de  degré 
supérieur  du  problème  des  Géodé- 
siques, 610  et  suiv.  Intégrales  décom- 
posées en  facteurs,  611,  612.  Inté- 
grales linéaires  et  fractionnaires,  613, 
614.  Intégrales  à  deux  facteurs,  615, 
616,  617,  618. 

Intégrales  homogènes  quadratiques 
du    problème  des   géodésiques,    593, 
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594.  Formes  correspondantes  de  l'élé- 
ment linéaire,  forme  de  Liouville, 
593;  de  M.  Lie,  594.  Théorème  géné- 
ral, 595. 

Invariants  d'une  équation  linéaire  aux 
dérivées  partielles,  327,  330.  Formes 
réduites  de  cette  équation,  328,  329. 
Relations  entre  les  invariants  d'une 
équation  linéaire  et  de  son  adjointe, 
365,  366. 

Invariants  ou    paramètres    différen- 


tiels. Leurs  applications,  672-678. 
Opérations  sur  ces  paramètres,  679. 
Leur  calcul  pour  les  fonctions  les  plus 
simples,  679.  Expression  de  la  cour- 
bure totale  de  la  surface  au  moyen 
du  second  paramètre  différentiel,  682. 

Inversion  dans  le  système  de  coordon- 
nées tangentielles  de  M.  O.  Bonnet, 
174. 

Inversion  composée,  903,  904,  907,  962. 


Legendre.  Intégration  de  l'équation 
aux  dérivées  partielles  des  surfaces 
minima,  178. 

Lignes  asymptotiques,  109,  110,  114. 
Lignes  asymptotiques  de  surfaces  par- 
ticulières, 111.  Des  surfaces  tétraé- 
drales,  112,  113. 

Lignes  asymptotiques.  Propriétés  rela- 
tives à  la  déformation,  703,  720-722. 
Déformation  lorsqu'on  prend  comme 
variables  les  paramètres  des  deux 
familles  de  lignes  asymptotiques,  722- 
726.  Surfaces  applicables  de  telle  ma- 
nière que  les  lignes  asymptotiques  de 
l'une  des  deux  familles  ou  des  deux 
familles  soient  des  courbes  corres- 
pondantes, 723-724. 

Lignes  asymptotiques  des  surfaces 
gauches.  Théorème  de  M.  Paul  Ser- 
ret,  735. 

Lignes  asymptotiques  d'une  classe  de 
surfaces  comprenant  comme  cas 
particulier  la  surface  des  ondes.  Re- 
lations entre  les  rayons  de  courbure 
principaux  et  les  normales,  Note 
VIII. 

Lignes  de  longueur  nulle.  Ce  sont  des 
gdodésiques,  517. 

Lignes  de  courbure.  Leur  équation 
différentielle,  138,  139.  Formules 
d'Olinde  Rodrigues,  141,  142.  Leur 
équation  différentielle  en  coordonnées 


ponctuelles,  143,  144;  en  coordonnées 
tangentielles,  158  et  suiv.  L'inversion 
ne  change  pas  les  lignes  de  courbure, 
146.  Théorème  de  Dupin  relatif  aux 
lignes  de  courbure  des  surfaces  fai- 
sant partie  d'un  système  triple  or- 
thogonal, 147. 

Lignes  de  courbure.  Réciproque  du 
théorème  de  Dupin  relatif  aux  lignes 
de  courbure  dans  les  systèmes  ortho- 
gonaux, 441. 

Lignes  de  courbure  des  anticaustiques 
par  réfraction,  479;  des  surfaces  mi- 
nima, 197;  des  surfaces  gauches,  736; 
delà  surface  xmy"zi'  =  C,  140;  des 
cyclides,  145,  154. 

Lignes  de  courbure  se  correspondant 
sur  les  deux  nappes  de  la  développée. 
Théorème  de  Ribaucour,  757. 

Lignes  de  courbure  de  la  surface 
des  ondes.  Leur  détermination  quand 
la  surface  diffère  peu  d'un  cylindre 
ou  d'une  sphère,  Note  VIII. 

Ligne  géodésique  (Variation  d'un  seg- 
ment de),  525,  526,  536.    Voir  aussi 

GÉODÉSIQUES. 

Ligne  de  striction  d'une  surface  gauche, 
737,  738.  Propriétés  nouvelles,  1085- 
1086. 

Longueur  réduite  d'un  segment  de  géo- 
désique, 633. 
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MÉRIDIENS   ET  PARALLÈLES  de  Millclillg, 

203. 

Méthode  de  Laplace  pour  la  transfor- 
mation des  équations  linéaires  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre, 
330. 

Méthode  de  Riemann.  Emploi  de  l'équa- 
tion adjointe,  358,  359. 

Meusnier.  Mémoire  sur  la  courbure 
des  surfaces,  176. 

Mongk.  Intégration  de  l'équation  aux 
dérivées  partielles  des  surfaces  mi- 
nima,  177. 

Mouvements  dans  l'espace.  Familles 
de  trajectoires  pour  lesquelles  il  y   a 


uu  potentiel  des  vitesses,  553-555. 
Propriété  de  minimum  relative  à  une 
intégrale  triple,  552. 

Mouvements  plans.  La  solution  de 
chaque  problème  de  Mécanique  dans 
le  plan  permet  de  déterminer  une 
infinité  de  systèmes  orthogonaux  dont 
fera  partie  une  courbe  plane  quel- 
conque, 549. 

Mouvements  plans.  Trajectoires  pour 
lesquelles  la  constante  des  forces  vives 
n'a  pas  la  même  valeur,  551.  Pro- 
priétés de  minimum  relatives  à  des 
intégrales  doubles  et  triples,  551, 
552. 


O 


Ombilics.  Forme  des  lignes  de  cour- 
bure dans  le  voisinage  d'un  ombilic. 
Ombilics  de  la  surface  des  ondes, 
Note  VII. 

Ombilics  catoptriques,  454. 


Ondes   lumineuses,    428.    Surface    des 

ondes.  Note  VIII. 
Ordre  et  classe  des  surfaces  minima 

algébriques,  233  et  suiv. 
Ovales  de  Descartes,  126. 


Paramètre  de  distribution  d'une  sur- 
face gauche,  731. 

Paramètre  différentiel  A9  du  premier 
ordre,  531,  672.  Paramètres  différen- 
tiels A(  tp,  40,  9  (9,  <\i  ),  673.  Angle  de 
deux  courbes  au  moyen  de  ces  para- 
mètres, 672.  L'élément  linéaire  de  la 
surface  exprimé  sous  forme  invariante 
au  moyen  des  paramètres  différentiels, 
677. 

Paramètre  différentiel  du  second 
ordre,  674.  Application  du  théorème 
de  Green,  674. 

Perspectives  des  lignes  asymptotiques. 
Elles  forment  un  réseau  plan  à  inva- 
riants ponctuels  égaux,  875,  876. 

Plus  court  chemin  sur  une  surface, 
622,  623,  631-632. 

Podaire  d'une  surface,  ses  lignes  de 
courbure,  454. 


Points  focaux  des  congruences,  312  et 
suiv. 

Points  multiples  et  lignes  multiples 
des  surfaces  minima,  244. 

Polhodie,  504,  510. 

Principe  d'Hamilton  dans  les  mouve- 
ments plans,  546;  dans  les  mouve- 
ments sur  une  surface,  550. 

Problème  de  Cauchy,  717. 

Problème  de  M.  Dini  relatif  à  la  re- 
présentation géodésique,  601-603, 
608. 

Problèmes  du  calcul  des  variations 
qui  conduisent  à  une  même  équation 
différentielle  du  second  ordre,  604- 
606.  Application  aux  problèmes  de 
MM.  Beltrami  et  Dini,  607,  608. 

Problème  général  de  la  Dynamique, 
562  et  suiv.  Équations  de  Lagrange 
et  d'Hamilton,  562.  Définition  d'une 


526 
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famille  de  solutions,  563,  564.  Familles 
orthogonales  pour  lesquelles  il  y  a  un 
potentiel  des  vitesses,  565,  566.  Ex- 
pression de  la  force  vive  due  à  M. 
Lipschitz,  567,  568.  Action,  568.  Le 
principe  de  la  moindre  action  dans 
toute  sa  généralité,  568,  569,  570. 
Problème  de  plateau.  Méthode  de 
M.    Weierstrass,  281  et  suiv. 


Problèmes  relatifs  à  la  déformation 
d'une  surface,  718  et  suiv.  Défor- 
mer une  surface  de  telle  manière 
qu'une  de  ses  courbes  prenne  une 
forme  donnée,  etc.,  718-719,  721. 

Projection  stéréograpiiique  de  la 
sphère,  798-799. 

Pseudosphère,  66,  78. 


R 


Rang  des  expressions  de  la  forme 

AX  +  A,X'  +  ...+  A,.X(0, 

où  X  désigne  une  fonction  arbitraire 

de;»,  335,  341,  342. 
Rayon  de  courbure  d'une  ligne  asym- 

ptotique,  513. 
Recherche    des    lignes    géodésiques, 

531,  532,  533.  Théorèmes  de  Jacobi, 

532,  533,  537. 

Réflexion  et  réfraction  des  rayons 
lumineux,  451-453.  Axes  optiques, 
452,  453.  Ombilics  catoptriques,  454. 
Construction  de  l'anticaustique,  450. 
Développables  formées  par  les  rayons 
lumineux  et  conservées  par  la  ré- 
fraction, 451-453. 

Relations  entre  les  six  éléments 
d'un  triangle  géodésique,  666  .et 
suiv.  Cas  des  surfaces  à  courbure 
constante,  666.  Les  surfaces  applica- 
bles sur  les  surfaces  de  révolution 
sont  les  seules  pour  lesquelles  il  y  ait 
une  relation  entre  les  six  éléments, 
666-671. 

Relations  entre  deux  surfaces  sur 
lesquelles  les  développables  d'une 
même  congruence  interceptent  des 
réseaux  conjugués,  422-424. 

Représentation  conforme  de  deux  sur- 
faces l'une  sur  l'autre,  119.  Repré- 
sentations sur  le  plan  des  surfaces 
du  second  degré,   121,  122. 

Représentation  conforme  des  aires 
planes,  128  et  suiv.  Représentation 
sur  la  partie  supérieure  du  plan  d'une 
aire  limitée  par  des  droites,  132;  par 


des  arcs  de  cercle,  133-135;  par  trois 
arcs  de  cercle,  136. 

Représentations  conformes  sur  le  plan 
des  surfaces  à  courbure  constante, 
797-800. 

Représentations  conformes  des  sur- 
faces minima,  202  et  suiv.  Problème 
de  M.  Mathet  relatif  aux  représen- 
tations conformes,  214. 

Représentation  géodésique  de  deux 
surfaces  l'une  sur  l'autre,  567, 
600.  Problème  de  M.  Beltrami,  598, 
607. 

Représentation  géodésique  sur  un 
plan,  598,  599,  607. 

Représentation  sphérique.  Première 
solution  du  problème  qui  consiste  à 
déterminer  une  surface  connaissantsa 
représentation  sphérique.  Application 
au  système  formé  d'ellipses  et  d'hy- 
perboles sphériques  homofocales,  162. 
Théorème  de  Ribaucour,  950. 

Représentation  sphérique.  Solution 
complète  du  problème,  974  et  suiv. 
Emploi  des  variables  a,  J3,  ç,  974.  Rap- 
prochement avec  le  problème  des  élé- 
ments rectangulaires,  975.  Transfor- 
mation de  M.  Lie,  975-976,  978-981. 
Développements  analytiques,  982  et 
suiv. 

Représentation  sphérique.  Rapports 
avec  la  théorie  du  roulement  et  de  la 
déformation,  946-947,  954-956. 

Représentation  sphérique  des  lignes 
asymptotiques,  874,  875. 

Représentation  sphérique  d'une  ligne 
de  courbure  plane,  509. 

Représentation   sphérique  d'une  sur- 
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face  minima,  202.  Théorème  deBour 
relatif  aux  surfaces  minima  admet- 
tant une  représentation  sphérique 
donnée,  205,  208. 

Réseaux  conjugués  formés  de  géodé- 
siques,  surfaces  de  M.  Voss,  918,  919. 
Surfaces  et  congruences  de  M.  Gui- 
chard,  920,  921. 

Réseaux  conjugués  pour  lesquels  les 
invariants  sont  égaux.  Propriétés 
géométriques,  877-878. 

RÉSOLUTION  DES  EQUATIONS  LINÉAIRES 
LES      UNES      PAR     LES     AUTRES,     397     et 

suiv. 

Résolution  d'une  équation  différen- 
tielle linéaire  avec  second  membre, 
371. 

Roulement    de    deux    surfaces    l'une 


'>■>- 

sur  l'autre,  925  et  suiv.  Étude  ana- 
lytique, 925-931.  Tout  mouvemenl 
particulier  se  réduit  au  roulement  de 
deux  surfaces  réglées  applicables 
l'une  sur  l'autre,  932.  Cas  où  ces 
surfaces  réglées  deviennent  dévelop- 
pâmes, 933,  934.  Système  conjugué 
commun,  934.  Théorèmes  de  M.  Kœ- 
nigs  relatifs  à  ce  système  conjugué, 
935.  Réseaux  formés  des  courbes  pour 
lesquelles  les  courbures  normales 
sont  égales  sur  les  deux  surfaces, 
960.  Formules  relatives  au  roulement, 
963-965,  967-968. 
Rotation  définie  par  une  substitution 
linéaire.  Théorème  de  M.  F.  Klein, 
27. 


Solutions  satisfaisant  a  certaines 
conditions  d'une  équation  linéaire  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre, 
364. 

Suite  de  Laplace,  330-333.  Équations 
pour  lesquelles  la  suite  se  termine 
dans  les  deux  sens,  337-340.  Exten- 
sion de  la  méthode,  1042-1044. 

Suite  de  Laplace.  Cas  où  elle  se  ter- 
mine dans  un  sens.  Deuxième  solu- 
tion, 378-379.  Propriétés  relatives  à 
cette  suite,  380,  381.  Cas  où  elle  se 
termine  dans  les  deux  sens,  382.  Dif- 
férentes formes  que  prend  alors  l'in- 
tégrale générale,  385,  386. 

Surfaces  a  courbure  constante.  Théo- 
rème de  Bonnet  rattachant  les  sur- 
faces dont  la  courbure  moyenne  est 
constante  à  celles  dont  la  courbure 
totale  est  constante,  771. 

Surfaces  a  courbure  constante  néga- 
tive, 772.  Propriétés  géométriques, 
773.  Transformation  de  M.  Lie,  774. 

Surfaces  a  courbure  constante  néga- 
tive particulières,  813.  Surfaces 
d'Enneper  à  lignes  de  courbure sphé- 
riques,  814-821. 

Surfaces   a   courbure   moyenne   con- 


stante. Leurs  lignes  de  courbure  sont 
isothermes,  433,  775-776. 

Surfaces  a  courbure  totale  constante 
considérées  comme  développées  d'une 
surface  W,  778-782. 

Surface  adjointe  de  Bonnet,  210.  Ses 
propriétés,  211,  213-215.  Formules  de 
M.  Schwarz  relatives  à  la  surface 
adjointe,  212. 

Surfaces  a  génératrices  circulaires, 
88,  Note  IX. 

Surfaces  a  lignes  de  courbure  planes, 
983,  995-998.  Théorème  et  mode  de  gé- 
nération, 998-1000.  Lignes  de  cour- 
bure circulaires,  algébriques,  1001  ; 
toutes  égales,  1002.  Traduction  ana- 
lytique de  la  construction  géomé- 
trique, 1003-1005.  Enveloppes  de 
sphères,  1006.  Surfaces  à  lignes  de 
courbure  planes  dans  les  deux  sys- 
tèmes, 102-105. 

Surfaces  a  lignes  de  courbure  sphéri- 
ques,  1019  et  suiv.  Recherche  directe. 
Théorème  de  M.  Blutel,  1022-1024. 
Comment  on  peut  les  dériver  des  sur- 
faces à  lignes  de  courbure  planes, 
1025-1027.  Relations  géométriques 
entre  les  lignes   de   courbure    sphé- 
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riques,    1028-1030.    Surfaces  dont    les 

lignes   de   courbure   sont   planes    ou 

sphériqucs    dans  les    deux  systèmes, 

483,  1032-1038. 
Surfaces  applicables.    Reconnaître  si 

deux  surfaces  sont  applicables,  683  et 

suiv. 
Surfaces  applicables,  les  deux  points 

correspondants  étant  à  une  distance 

invariable,  864. 
Surfaces  arPLicABLES  sur  la  surface  de 

révolution  dont  la  méridienne  est  la 

tractrice,  782. 
Surfaces    applicables.    Nouvelle   mé- 
thode de  M.  Weingavten,  1066 et  suiv. 

Étude  du  cas  où  l'élément  linéaire  a 

la  forme 

cls-  =  du-  --h  a.[  u  -+-  4»'  (  V  )]  dv'2, 

1074-1079. 

Surfaces  applicables  sur  des  parabo- 
loïdes  particuliers,  1079. 

Surfaces  applicables  sur  les  dévelop- 
pées des  surfaces  minima,  751.  Sur  le 
paraboloïde  de  révolution,  751.  Dé- 
termination directe,  767-770.  Con- 
struction géométrique,  770  et  Notes 
IV,  XI. 

Surface  de  Liouville,  pour  laquelle  la 
développée  se  compose  de  deux  sur- 
faces liomofocales  du  second  degré, 
460-463. 

Surfaces  de  Joachimsthal  admettant 
des  lignes  de  courbure  planes  dont 
les  plans  passent  par   une  droite,  94. 

Surfaces  de  môme  représentation 
sphérique  que  les  surfaces  minima, 
914. 

Surface  de  quatrième  classe  admet- 
tant pour  ligne  double  le  cercle  de 
l'infini  et  dont  on  détermine  les  lignes 
de  courbure,  480. 

Surfaces  de  révolution,  73.  Théorème 
de  Bour,  74.  Applicables  les  unes  sur 
les  autres,  76.  Sur  la  sphère,  77.  A 
courbure  constante  négative,  66.  Pour 
lesquelles  les  géodésiques  sont  tou- 
jours fermées,  582. 

Surface  des  centres  de  courbure. 
Propriétés  générales,  752  et  suiv. 


Surface  des  ondes  de  Fresnel.  Lignes 
de  courbure  et  lignes  asymptotiques. 
Note  VIII. 

Surfaces  de  translation,  81-84,  218. 

Surfaces  développables, 69.  Elles  sont 
applicables  sur  le  plan,  70,  71.  Réci- 
proque démontrée  par  O.  Bonnet,  72. 

Surfaces  dont  les  lignes  de  courbure 
sont  des  cercles  géodésiques,  638. 

Surfaces  dont  les  normales  rencon- 
trent UNE   COURBE,  443. 

Surfaces  dont  les  plans  principaux  sont 
conjugués  par  rapport  à  une  surface 
du  second  degré,  456,  457,  458,  467, 
468. 

Surfaces  du  second  degré.  Représen- 
tations conformes  sur  le  plan,  121, 
122.  Lignes  de  courbure,  1080.  Voir 
au  mot  Géodésiques. 

Surfaces  engendrées  par  des  cercles. 
Propriété  nouvelle  de  ces  surfaces, 
Note  IX. 

Surfaces  engendrées  par  une  courbe 
invariable,  79. 

Surface  focale  d'une  congruence,  314, 
315. 

Surfaces  gauches  applicables  l'une  sur 
l'autre,  de  telle  manière  que  les  géné- 
ratrices correspondantes  soient  paral- 
lèles, 730. 

Surfaces  gauches  applicables  sur  des 
surfaces  gauches  sans  que  les  géné- 
ratrices rectilignes  coïncident,  694- 
696,  724. 

Surfaces  hélicoïdes  qui  sont  des  sur- 
faces minima,  200. 

Surfaces  homofocales  du  second  de- 
gré, 459.  Polygones  inscrits  et  cir- 
conscrits à  deux  surfaces  du  second 
degré,  465,  466.  Rayons  lumineux  se 
réfléchissant  sur  diverses  surfaces 
homofocales,  465. 

Surfaces  isothermiques  ou  à  lignes  de 
courbure  isothermes,  429  et  suiv.  Sur- 
faces isothermiques  dérivées  d'une 
surface  isothermique  donnée,  434. 
Équation  aux  dérivées  partielles  des 
surfaces  isothermiques,  435,  436. 
Emploi  des  coordonnées  pentasphé- 
riques,   437. 
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Surfaces  isothermiques  à  lignes  de 
courbure  planes.  Développement  com- 
plet de  la  solution,  1008  et  stiiv. 

Surfaces  (M),  telles  que  deux  familles 
de  lignes  conjuguées  admettent  pour 
tangentes  des  droites  qui  soient  en 
même  temps  tangentes  à  une  surface 
du  second  degré.  Leur  détermination 
se  ramène  à  l'intégration  de  l'équation 
aux  dérivées  partielles,  qui  se  ren- 
contre dans  la  théorie  des  surfaces  à 
courbure  constante,  830-834,  835,  844, 
845,  851. 

Surfaces  minima,  formules  de  Monge 
et  leur  interprétation  par  M.  Lie,  218. 
Courbes  minima,  219,  220. 

Surfaces  minima.  Formules  de  M.  Sch- 
warz  faisant  connaître  la  surface  mi- 
nima passant  par  une  courbe  et  ad- 
mettant, en  chaque  point  de  cette 
courbe,  un  plan  tangent  donné,  245- 
248. 

Surfaces  minima.  Propriété  de  minimum 
relative  à  une  intégrale  triple,  552. 

Surfaces  minima  algébriques  inscrites 
dans  une  développable  algébrique, 
252-254.  Solution  géométrique  du 
même  problème,  255.  Théorème  de 
M.  Henneberg  relatif  aux  cylindres 
circonscrits  à  une  surface  minima 
algébrique,  253. 

Surfaces  minima  algébriques  inscrites 
dans  un  cylindre,  253;  dans  un  cône, 
257. 

Surfaces  minima  a  lignes  de  courbure 
planes.  Surface  de  Bonnet,  206.  Sur- 
face (XEnneper,  207. 

Surfaces  minima  applicables  sur  une 
surface  minima  donnée,  216. 

Surfaces  minima  applicables  sur  des 
surfaces  de  révolution,  217. 

Surfaces  minima  assujetties  à  des  con- 
ditions aux  limites.  Problème  de 
Gergonne,  302.  Surface  passant  par 
deux  polygones  situés  dans  des  plans 
parallèles,  303;  par  trois  droites  si- 
tuées d'une  manière  quelconque  dans 
l'espace,  308,  309. 

Surfaces  minima  doubles,  224-230. 

Surface  minima  de  M.  Henneberg, 
226,  232,  237. 

D.  —  IV. 


Surfaces  minima  en  coordonnées  ponc- 
tuelles, 184  et  suiv.  Formation  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles, 
185.  Son  intégration,  186.  Formules 
de  Monge  et  de  Legendre,  187.  For- 
mules de  Weierstrass  et  à'Enneper, 
188. 

Surfaces  minima  en  coordonnées  tan- 
gentielles,  193  et  suiv.  Intégration 
de  l'équation  aux  dérivées  partielles 
des  surfaces  minima,  194.  Équation 
en  termes  finis  donnée  par  M.  Weier- 
strass, 195.  Modification  de  l'équation 
tangentielle,  quand  on  déplace  la 
surface,  198,  199. 

Surface  minima  engendrée  par  une 
droite.  Théorème  de  Catalan,  11, 
249. 

Surfaces  minima  (Famille,  de)  corres- 
pondante à  une  même  équation  dif- 
férentielle du  second  ordre,  283.  Li- 
gnes asymptotiques  hélicoïdales,  295. 
Surfaces  minima  correspondantes  à 
la  série  hypergéométrique,  296. 

Surfaces  minima.  Génération  defiibau- 
cour  qui  les  rattache  aux  congruences 
isotropes,  260. 

Surfaces  minima.  Historique,  175  et 
suiv. 

Surfaces  minima  passant  par  une  droite 
249;  admettant  une  ligne  de  courbure 
ou  une  ligne   géodésique   plane,  251. 

Surfaces  minima.  Problème  de  Pla- 
teau. Détermination  de  la  surface 
minima  continue  passant  par  un  con- 
tour fermé,  261  et  suiv.  Indications 
historiques,  261-265.  Surface  minima 
limitée  par  deux  droites,  267;  par 
deux  droites  qui  se  coupent  et  par 
un  plan,  268;  par  trois  droites,  dont 
l'une  rencontre  les  deux  autres,  269; 
par  les  côtés  d'un  quadrilatère  gauche, 
270-272;  par  une  chaîne  composée  de 
droites  et  de  plans,  273  et  suiv. 

Surfaces  minima  réelles,  191,  222  et 
suiv.;  algébriques,  190,  221,233  et  suiv. 

Surfaces  moulures,  85-87.  Surfaces- 
moulures  applicables  les  unes  sur  les 
autres,  87. 

Surface  moyenne  d'une  congruence, 
863.  Congruences  dont  les   dévelop- 
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pables  interceptent  sur  la  surface 
moyenne,  un  réseau  conjugué,  892, 
912.  Congruences  dont  la  surface 
moyenne  est  un  plan,  910,  911. 

Surface  n'ayant  qu'un  coté,  231,  232. 

Surface  polaire  d'une  courbe  gauche, 
12. 

Surfaces  pour  lesquelles  les  lignes  de 
courbure  de  l'une  des  familles  sont 
dans  des  plans  parallèles,  715. 

Surface  pseudosphérique.  Sa  représen- 
tation sur  le  plan,  782-784.  Transfor- 
mations qui  conservent  l'élément  li- 
néaire, 784-785,  791-793.  Images  des 
géodésiques  de  la  surface,  786. 

Surface  qui  se  déforme  en  entraînant 
des  droites  ou  des  sphères,  758.  Théo- 
rèmes de  M.  Beltrami,  758,  759.  Sur- 
face qui  se  déforme  en  entraînant  des 
courbes  situées  dans  ses  plans  tan- 
gents, 760.  Cas  particulier  où  ces 
courbes  sont  des  eercles,  761. 

Surfaces  réglées,  67-72.  Surfaces  ré- 
glées applicables  sur  des  surfaces  de 
révolution,  691-693.  Surfaces  réglées 
pour  lesquelles  les  rayons  de  cour- 
bure principaux  sont  fonctions  l'un 
de  l'autre,  740. 

Surfaces  spirales  de  MM.  Lie  et  Mau- 
rice Lévy,  89-90,  621.  Surfaces  spi- 
rales qui  sont  des  surfaces  minima, 
201. 

Surfaces  sur  lesquelles  les  dévelop- 
pables  d'une  congruence  rectiligne 
interceptent  un  réseau  conjugué, 
418. 

Surfaces  W.  Ce  sont  celles  pour  les- 
quelles les  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux sont  fonctions  l'un  de  l'autre, 
742.  Premier  théorème  de  M.  Wein- 
garten,  742.  Second  théorème  du 
même  auteur,  747-749.  Démonstration 
intuitive,  750.  Cas  particuliers,  751. 

Surfaces  W.  Théorème  à' Halphen  re- 
liant les  deux  nappes  de  la  déve- 
loppée, 763.  Autre  propriété  des  sur- 
faces W  établie  récemment  par 
M.  Weingarten,  764.  Troisième  pro- 
priété caractéristique  due  à  Ribau- 
cour,  765.  Correspondance  entre  des 
lignes  de  ces  surfaces  et  des  lignes 


tracées   sur   leurs   développées,   766. 

Systèmes  conjugués.  Théorème  fon- 
damental, 84,  98,  99.  Système  con- 
jugué déterminé  sur  toute  surface  : 
théorème  de  M.  G.  Kœnigs,  91;  pro- 
priétés relatives  à  une  transforma- 
tion homographique  ou  corrélative, 
95-97.  Les  deux  systèmes  conjugués 
qui  correspondent  à  une  enveloppe 
de  sphères  sur  la  surface  décrite 
par  les  centres  de  ces  sphères,  475. 
Systèmes  conjugués  formés  par  deux 
familles  de  courbes  planes,  100-101. 

Systèmes  cycliques  de  Ribaucour.  477, 
478,481,482.  Systèmes  cycliques  rat- 
tachés à  la  déformation  des  surfaces, 
761-762;  qui  se  rencontrent  dans 
l'étude  des  surfaces  à  courbure  con- 
stante, 806-807.  Propriétés  géomé- 
triques, 936-940,  945,  948,  951-953, 
961-962,  969-970. 

Systèmes  de  coordonnées  curvilignes 
a  lignes  conjuguées,  1047-1052. 

Systèmes  de  coordonnées  formés  avec 
une  famille  de  géodésiques,  518,  519, 
520.  Lignes  géodésiques  normales  à 
une  courbe,  522;  passant  par  un  point, 
519,  520,  523. 

Systèmes  d'équations  du  premier 
ordre 


dp 
dx 


V 


M 


<)x 


A 


àq 


d_p_ 

ày  "  ày 

Us  conduisent  à  une  équation  à  inva- 
riants égaux,  391. 

Systèmes  d'équations  linéaires  du 
premier  ordre  possédant  une  inté- 
grale du  second  degré,  13,  40-43. 

Système  isotherme  formé  d'ellipses 
et  d'hyperboles  géodésiques.  Théo- 
rème de  M.  Dini,  587. 

Systèmes  orthogonaux  admettant  une 
famille  de  lignes  de  courbure  planes, 
762,  971-973. 

Systèmes  orthogonaux  et  isothermes, 
tracés  sur  une  surface  quelconque, 
115-127.  Systèmes  isothermes  plans, 
124.  Systèmes  particuliers,  125-127. 
Système  plan  isotherme  comprenant 
une  famille  de  cercles,  127. 

Systèmes  orthogonaux  formés  avec  une 
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famille  de  trajectoires  dans  un  mou- 
vement plan,  541-543,  548. 

Systèmes  triples  orthogonaux.  Pro- 
priétés générales,  147-149.  Systèmes 
orthogonaux  en  coordonnées  penta- 
sphériques,  154. 

Systèmes  triples  orthogonaux  admet- 
tant même  représentation  sphérique 
qu'un  système  donné,  1053.  Théorème 
de  Combescure,  1054.  Application, 
1056.  Systèmes  en  nombre  illimité 
dérivés  d'un  système  donné,  1057- 
1058. 


Systèmes  triples  orthogonaux  et  iso- 
thermes. Démonstration  de  M.  Bon- 
net, 513. 

Systèmes  triples  orthogonaux  pour 
lesquels  toutes  les  lignes  de  courbure 
sont  planes,  1056,  1059;  pour  lesquels 
une  seule  famille  de  lignes  de  cour- 
bure est  composée  de  courbes  planes, 
1060;  ou  sphériques,  1061-1065. 

Systèmes  triples  orthogonaux  se  rat- 
tachant aux  fonctions  hyperellip- 

TIQUES,  469. 


Tableaux  de  formules  relatifs  aux  di- 
vers systèmes  de  coordonnées  curvi- 
lignes, 504;  à  la  développée  d'une 
surface  et  à  ses  deux  nappes,  754. 

Tableaux  relatifs  à  la  déformation  in- 
finiment petite  et  aux  douze  surfaces, 
897,  905. 

Tangentes  conjuguées.  Généralisation 
du  théorème  de  Dupin,  851. 

Théorème  de  Gauss  relatif  aux  triangles 
géodésiques  infiniment  petits,  660,661. 

Théorème  de  Green  sur  une  surface, 
639.  Équation  où  figurent  la  cour- 
bure totale  de  la  surface  et  la  cour- 
bure géodésique,  640-646. 

Théorème  de  Joachimsthal  relatif  aux 
lignes  de  courbure  communes  à  deux 
surfaces,  509. 

Théorème  de  M.  Tissot  relatif  à  la 
correspondance  entre  deux  surfaces, 
600. 

Torsion  d'une  ligne  asymptotique,  512 
et  Note  IV. 

Torsion.  Courbes  à  torsion  constante, 
36,  39.  Signe  de  la  torsion,  Note  IV. 
Recherches  récentes  sur  les  courbes 
à  torsion  constante,  même  Note. 

Torsion  géodésique,  507,  509. 

Tracé  géographique  de  deux  surfaces 
l'une  sur  l'autre,  119-122.  Théorème 
relatif  au  tracé  pour  lequel  les  méri- 
diens et  les  parallèles  d'une  surface 
de  révolution  sont  représentés  par 
des  arcs  de  cercle,  127. 


Tracés  géographiques  d'une  surface 
minima,  204,  209. 

Tracés  géographiques  d'une  surface 
qui  se  présentent  dans  la  théorie  des 
mouvements  plans.  On  peut  toujours 
faire  correspondre  aux  trajectoires 
pour  lesquelles  la  constante  des  forces 
vives  a  une  valeur  déterminée  les 
lignes  géodésiques  d'une  certaine 
surface,  547,   548. 

Trajectoires  orthogonales  d'une  fa- 
mille de  cercles  dans  le  plan,  93. 

Trajectoires  orthogonales  d'une  fa- 
mille de  géodésiques,  523. 

Trajectoires  orthogonales  d'une  fa- 
mille de  surfaces,  438. 

Transformations  de  contact  conser- 
vant les  lignes  de  courbure.  Transfor- 
mation par  directions  réciproques  de 
Laguerre,  170.  Transformation  de  O. 
Bonnet,  171.  Enveloppe  des  sphères- 
coupant  une  sphère  fixe  sous  un 
angle  constant,  172. 

Transformation  apsidale,  Notes  VII  et 
VIII. 

transformations  de  contact.  Généra- 
lités sur  certaines  transformations, 
976-977. 

Transformation  de  M.  Lie  qui  fait  cor- 
respondre une  sphère  à  une  droite, 
157,  168,  978  et  suiv. 

Transformation  des  équations  li- 
néaires aux  dérivées  partielles. 
Recherche  de  la  fonction  la  plus  gé- 


53'2 


TABLE  ANALYTIQUE  DES  MATIERES. 


nérale  satisfaisant  à  une  équation  du 
second  ordre  et  définie  par  la  qua- 


drature 


f(¥dx 


Qc?y),oùPetQ 


dépendent  linéairement  de  l'intégrale 
générale  d'une  équation  donnée  du 
second  ordre  et  de  ses  dérivées,  402. 
Application  au  cas  où  P  et  Q  con- 
tiennent seulement  les  dérivées  du 
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soit  invariable  de  forme,  812. 
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CHAPITRE  I. 
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Déformation  infiniment  petite.  Première  solution 1 

Énoncé  précis  du  problème  à  résoudre.  —  Comment  on  pourrait  entre- 
prendre son  étude  par  la  méthode  des  séries.  —  Le  problème  de  la 
déformation  infiniment  petite  consiste  dans  la  détermination  des  pre- 
miers termes  de  ces  séries.  —  Ce  que  l'on  appelle  la  directrice  et  le 
module  de  la  déformation  infiniment  petite.  —  Couples  de  surfaces 
applicables  l'une  sur  l'autre.  —  Rapports  de  la  question  proposée  avec 
le  problème  dit  des  éléments  rectangulaires .  —  Indication  des  tra- 
vaux publiés  sur  ces  questions.  —  Première  solution  du  problème  : 
on  est  ramené  à  l'intégration  d'une  équation  linéaire  du  second  ordre 
—  Interprétation  géométrique.  —  Application  au  paraboloïde.  —  Rai 
sonnement  a  priori  montrant  que  la  solution  du  problème  peut  être 
obtenue  pour  toute  surface  du  second  degré.  —  Développement  de  la 
solution  pour  le  cas  de  la  sphère.  —  Démonstration  géométrique  :  la 
surface  (Sj)  qui  correspond  à  une  sphère  par  orthogonalité  des  élé- 
ments est  la  sur/ace  moyenne  d'une  congruence  isotrope.  —  Equa- 
tions qui  déterminent  cette  surface  moyenne.  —  Retour  au  cas  géné- 
ral; les  caractéristiques  de  l'équation  linéaire  dont  dépend  la  solution 
sont  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  proposée. 

CHAPITRE  IL 

Déformation  infiniment  petite.  Deuxième  solution  :  les  formules  de  M.  Le- 

lieiwre I9 

Introduction  directe  des  lignes  asymptotiques.  —  Réduction  du  problème 
à  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  à  invariants 
égaux;  ce  qui  montre  qu'on  pourra  obtenir  une  suite  illimitée  de 
surfaces  dont  on  connaîtra  les  lignes  asymptotiques  et  pour  lesquelles 
ou  saura  résoudre  le  problème  de  la  déformation  infiniment  petite.  — 
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Formules  de  M.  Lelieuvre.  —  Leur  démonstration  directe.  —  Comment 
on  peut  en  déduire,  par  une  méthode  rapide,  la  solution  du  problème 
de  la  déformation  infiniment  petite.  —  Applications  de  ces  formules. 
—  Propriété  de  la  représentation  sphérique  des  lignes  asymptotiques 
qui  montre  que  cette  représentation  sphérique  ne  saurait  être  choisie 
arbitrairement.  —  Théorème  de  M.  Kœnigs  :  les  perspectives  des  lignes 
asymptotiques  sur  un  plan  quelconque  déterminent  un  réseau  plan 
(nécessairement  conjugué  comme  tous  les  réseaux  plans)  à  invariants 
ponctuels  égaux.  —  Interprétation  géométrique  de  l'égalité  des  inva- 
riants pour  l'équation  linéaire  ponctuelle  ou  tangentielle  relative  à 
un  réseau  conjugué  tracé  sur  une  surface  quelconque.  —  Élément  li- 
néaire d'une  surface  rapportée  à  ses  lignes  asymptotiques.  —  Démon- 
stration nouvelle  du  théorème  d'Enneper  relatif  à  la  torsion  des  lignes 
asymptotiques.  —  Application  aux  surfaces  à  courbure  constante.  — 
Quand  on  sait  résoudre  le  problème  de  la  déformation  infiniment 
petite  pour  une  telle  surface,  on  sait  le  faire  aussi  pour  toutes  celles 
qui  en  dérivent  par  la  transformation  de  M.  Bianchi.  —  Formules  ana- 
logues à  celles  de  M.  Lelieuvre  quand  les  variables  ont  été  choisies 
d'une  manière  quelconque. —  La  solution  générale  du  problème  de  la 
déformation  infiniment  petite  écrite  avec  des  variables  quelconques. 


CHAPITRE  III. 

Les  douze  surfaces.  Développements  géométriques  se  rattachant  aux  pré- 
cédentes solutions 48 

Étant  données  deux  surfaces  (S)  et  (S,)  qui  se  correspondent  avec  or- 
thogonalité  des  éléments  linéaires,  au  réseau  des  lignes  asymptotiques 
de  chacune  de  ces  surfaces  correspond,  sur  l'autre,  un  réseau  con- 
jugué à  invariants  ponctuels  égaux.  —  On  déduit  du  premier  couple 
deux  nouvelles  surfaces  (S)  et  (A)  qui  se  correspondent,  elles  aussi, 
avec  orthogonalité  des  éléments  linéaires. —  Définition  de  (S)  :  c'est 
l'enveloppe  des  plans  menés  par  tous  les  points  de  (S)  perpendicu- 
lairement aux  directrices  de  la  déformation.  —  On  sait  résoudre  le 
problème  de  la'déformation  infinimeni  petite  pour  (S)  lorsqu'on  sait 
résoudre  ce  problème  pour  (S).  —  Les  lignes  asymptotiques  se  cor- 
respondent sur  (S)  et  sur  (S).  —  Réciproque  :  théorème  de  M.  Gui- 
chard.  —  Relation  géométrique  entre  les  deux  nappes  de  la  surface 
focale  d'une  congruence  rectiligne,  dans  le  cas  où  les  lignes  asympto- 
tiques se  correspondent  sur  ces  deux  nappes.  —  Propriétés  qui  rat- 
tachent la  surface  (  A  )  à  la  surface  (  S,  )  :  les  plans  tangents  aux  points 
correspondants  sont  parallèles  et  le  système  conjugué  commun  a  ses 
invariants  ponctuels  égaux,  sur  les  deux  surfaces.—  Réciproque  :  théo- 
rèmes de  MM.  Kœnigs  et  Cosserat.  —  Les  trois  réseaux  I,  II,  III  formés 
par  les  lignes  asymptotiques  de  (S),  de  (S,)  et  de  (A)  sont  harmo- 
niques deux  à  deux.  —  Introduction  de  huit  nouvelles  surfaces  qui, 
jointes  aux  quatre  premières,  forment  un  ensemble  de  douze  sur- 
faces que  l'on  peut  grouper  deux  à  deux  de  telle  manière  qu'elles  se 
correspondent  avec  orthogonalité  des  éléments  linéaires,  ou  bien  par 
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plans  tangents  parallèles,  ou  bien  par  polaires  réciproques  relative- 
ment à  une  sphère  concentrique  à  l'origine,  ou  enfin  comme  focales 
d'une  même  congruence  rectiligne  sur  lesquelles  les  lignes  asympto- 
tiques  se  correspondent.  —  Sur  chacune  de  ces  douze  surfaces,  les  trois 
réseaux  I,  II,  III  déjà  signalés  sont,  l'un  formé  des  lignes  asympto- 
tiques,  l'autre  conjugué  à  invariants  ponctuels  égaux,  le  dernier  enfin 
conjugué  à  invariants  tangentiels  égaux.  —  Quand  deux  surfaces  se 
correspondent  avec  orthogonalité  des  éléments  linéaires,  le  système 
conjugué  commun  a  ses  invariants  tangentiels  égaux.  —  Lorsque, 
sur  une  surface,  un  réseau  conjugué  a  ses  invariants  ponctuels  (ou 
tangentiels)  égaux,  le  réseau  conjugué  qui  lui  est  harmonique  a  ses 
invariants  tangentiels  (ou  ponctuels)  égaux. 


CHAPITRE  IV. 

Transformations  diverses.  Inversion  composée "3 

Les  six  couples  de  surfaces  qui  se  correspondent  avec  orthogonalité  des 
éléments  linéaires.  —  Théorème  et  construction  de  Ribaucour.  — 
Quand  on  sait  résoudre  le  problème  de  la  déformation  infiniment 
petite  pour  une  surface  donnée,  on  sait  résoudre  ce  même  problème 
pour  toutes  les  surfaces  homographiques  et  corrélatives.  —  Démons- 
tration de  ce  théorème  général  pour  les  homographies  qui  conservent 
le  plan  de  l'infini;  pour  la  transformation  par  polaires  réciproques 

relative  au  paraboloïde  défini  par  l'équation  z  —  : —  —  Ces  deux 

cas  particuliers  entraînent  le  théorème  général.  —  Définition  de  Vin- 
version  composée  :  sa  propriété  fondamentale.  —  Quand  on  sait  ré- 
soudre le  problème  de  la  déformation  pour  une  surface  (S),  on  sait 
aussi  le  résoudre  pour  toutes  celles  qui  en  dérivent  par  l'inversion 
composée.  — ■  L'inversion  composée  rattachée  aux  notions  relatives 
aux  formes  quadratiques  dont  les  coefficients  sont  constants. 


CHAPITRE  V. 

Applications  diverses 87 

Étude  du  cas  particulier  où  la  surface  (S,),  qui  correspond  à  (S)  avec 
orthogonalité  des  éléments  linéaires,  se  réduit  à  un  plan.  —  Ce  que 
deviennent  alors  les  douze  surfaces.  —  Application  à  la  question  sui- 
vante :  déterminer  toutes  les  congruences  rectilignes  pour  lesquelles  la 
surface  moyenne  est  un  plan.  —  On  détermine,  parmi  ces  congruences 
rectilignes,  celles  qui  sont  formées  des  normales  à  une  surface. —  Étude 
du  problème  plus  étendu  :  déterminer  toutes  les  surfaces  pour  lesquelles 
les  développables  formées  parles  normales  découpent,  sur  la  développée 
moyrenne,  un  réseau  conjugué.  —  La  solution  de  ce  problème  se  ramène 
à  la  détermination  de  la  déformation  infiniment  petite  des  surfaces 
minima.  —  Cette  détermination  se  ramène  d'ailleurs  à  l'intégration 
d'une  équation  linéaire  harmonique.  —  C'est  de  la  même  équation  aux 
dérivées   partielles  que  dépend  la  détermination  des   surfaces   ayant 
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même  représentation  sphérique  de  leurs  lignes  de  courbure  que  la  sur- 
face minima  adjointe  à  la  proposée.  —  Comment  on  retrouve  les  sur- 
faces minima  dans  l'étude  de  la  déformation  infiniment  petite  de  la 
sphère.  —  Développement  des  calculs.  —  Déformation  infiniment 
petite  d'une  surface  à  courbure  constante  négative.  —  L'une  des  douze 
surfaces  devient  alors  une  de  ces  surfaces,  considérées  en  premier  lieu 
par  M.  Voss,  et  sur  lesquelles  il  y  a  un  réseau  conjugué  exclusivement 
composé  de  lignes  géodésiques.  —  Étude  des  développantes  de  ces 
surfaces.  —  Elles  constituent  l'une  des  nappes  d'une  congruence  rec- 
tiligne  pour  laquelle  les  développables  correspondent  aux  lignes  de 
courbure  sur  les  deux  nappes  de  la  surface  focale.  —  Démonstration 
géométrique  des  théorèmes  de  M.  Guichard,  relatifs  à  ces  surfaces.  — 
Le  Chapitre  se  termine  par  la  démonstration  d'un  lemme  dont  il  a 
été  fait  usage  dans  la  démonstration  précédente,  et  qui  est  susceptible 
de  nombreuses  applications  à  la  théorie  des  congruences  rectilignes. 


CHAPITRE  VI. 

Roulement  de  deux  surfaces m 

Rappel  des  formules  données  au  Livre  VII,  Chapitre  III.  —  Relations 
entre  les  quantités  D,  D',  D"  de  Gauss  et  les  rotations  p,  q,  r,  px,  q0 
i\.  —  Roulement  d'une  surface  (0)  sur  une  surface   applicable  (0,). 

—  Formules  données  au  Livre  I;  formules  complémentaires.  — 
Comment  on  peut  rattacher  à  la  considération  du  roulement  une 
nouvelle  méthode  de  recherche  des  surfaces  applicables  sur  une  sur- 
face donnée.  —  Tout  mouvement  particulier  contenu  dans  le  déplace- 
ment général  se  ramène  au  roulement  d'une  surface  réglée  sur  une 
surface  de  même  nature  et  applicable  sur  la  première.  —  Premier  cas 
où  ces  surfaces  réglées  sont  développables.  —  Extension  de  la  notion 
de  réciprocité  relative  aux  tangentes  conjuguées.  —  Second  mouvement 
particulier  dans  lequel  les  surfaces  réglées  sont  développables. —  Sys- 
tème conjugué  commun  à  (0)  et  à  (0,)  considéré  par  Ribaucour.  — 
Théorèmes  de  M.  Kœnigs  relatifs   à   ce  S}rstème  conjugué  commun. 

—  La  théorie  des  systèmes  cycliques  et  le  théorème  fondamental  du 
n°  761  rattachés  à  la  considération  du  déplacement  étudié  dans  ce 
Chapitre.  —  Propriété  relative  aux  congruences  engendrées  par  des 
droites  parallèles  et  pour  lesquelles  les  développables  se  correspon- 
dent. —  Propriétés  diverses  des  différents  systèmes  cycliques  que  l'on 
peut  rattacher  au  même  déplacement.  —  Comment  la  connaissance 
d'un  couple  de  surfaces  applicables  peut  conduire  à  une  infinité  de 
couples  de  surfaces  admettant  la  même  représentation  sphérique. 

CHAPITRE  VII. 

Les  systèmes  cycliques  et  les  surfaces  applicables 187 

Rappel  des  formules  établies  au  Livre  IV,  Chap.  XV,  et  relatives  au  sys- 
tème orthogonal  formé  par  les  lignes  de  courbure.  —  Relation  entre 
les  deux  équations,  ponctuelle  et  tangentielle,  relatives  au  système 
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conjugué  formé  par  ces  lignes.  —  Détermination  des  surfaces  admet- 
tant la   même  représentation   sphérique  qu'une  surface   donnée  (S). 

—  Rappel  de  la  première  solution.  —  Théorème  de  Ribaucour  qui 
montre  que  les  surfaces  cherchées  admettent  pour  normales  les  cordes 
de  contact  d'une  famille  de  sphères  ayant  leur  centre  sur  la  surface  (2). 

—  Détermination  des  systèmes  cycliques  engendrés  par  des  cercles 
normaux  à  (S).  —  Propriétés  géométriques  relatives  aux  systèmes 
cycliques.  —  Propositions  qui  rattachent  la  théorie  de  la  représenta- 
tion sphérique  à  celle  de  la  déformation  des  surfaces.  —  Détermina- 
tion des  systèmes  cycliques  déduite  d'un  couple  de  surfaces  applica- 
bles. —  Ce  que  deviennent  les  réseaux  I,  II,  III  du  Chapitre  III  pour 
un  couple  de  surfaces  applicables  (0),  (6,).  —  Définition  nouvelle 
de  la  méthode  de  transformation  introduite  au  n°  903  sous  le  nom 
d'inversion  composée.  —  Les  formules  qui  permettent  de  définir  le 
roulement  de  (0)  sur  (0,).  —  Détermination  de  tous  les  systèmes 
triples  orthogonaux  pour  lesquels  une  des  familles  est  composée  de 
surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  dans  un  système. 

CHAPITRE  VIII. 

Représentation  sphérique.  Solution  complète  du  problème 169 

Emploi  des  coordonnées  tangentielles  a,  p,  \.  —  Réduction  du  pro- 
blème de  la  représentation  sphérique  à  l'intégration  d'une  équation 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  dont  les  invariants  sont 
égaux.  —  Les  caractéristiques  de  cette  équation  sont  les  lignes  de 
courbure  de  la  surface.  —  Rapprochement  entre  les  deux  surfaces 
qui  conduisent  à  la  même  équation  du  second  ordre,  l'une  pour  le 
problème  de  la  déformation  infiniment  petite,  l'autre  pour  le  pro- 
blème de  la  représentation  sphérique.  —  On  retrouve  la  transfor- 
mation de  contact  de  M.  Lie.  —  Notions  générales  sur  une  classe 
étendue  de  transformations  de  contact.  —  Application  à  celle  de 
M.  Lie.  —  Recherche  des  surfaces  pour  lesquelles  on  sait  résoudre 
le  problème  de  la  représentation  sphérique.  —  On  démontre  que, 
lorsqu'on  sait  résoudre  ce  problème  pour  une  surface  (S),  on  peut  le 
résoudre,  à  l'aide  d'une  simple  quadrature,  pour  toutes  les  surfaces 
inverses  des  surfaces  (£')  admettant  même  représentation  sphérique 
que  (2).  —  Ce  procédé,  appliqué  aux  surfaces  qui  correspondent  à 

l'équation  - — -—  =  o,  fournit  toutes  les  surfaces  réelles  pour  lesquelles 
axoy 

on  peut  obtenir  la  solulion  complète  du  problème.  —  Démonstration 

analytique  de  ce  résultat.  —  Compléments  donnés  aux  développements 

du  Livre  IV,  Chap.  VIL 

CHAPITRE  IX. 

Surfaces  à  lignes  de  courbure  planes !  98 

Première  application  des  méthodes  précédentes.  —  Rappel  des  formules 
propres  à  déterminer  les  sui'faces  admetlant  une  représentation  sphé- 
rique donnée.  —  Recherche  des  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes 
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dans  un  système.  —  Elles  correspondent  toutes  à  des  équations  à  in- 
variants égaux  pour  lesquelles  la  solution  est  de  premier  ou  de  se- 
cond rang.  —  Méthode  de  recherche  directe  :  théorème  général  qui 
permet  de  les  déterminer  très  simplement  au  moyen  de  trois  dévelop- 
pables  dont  l'une  (A)  est  isotrope  et  les  deux  autres  (D),  (D,)  ap- 
plicables l'une  sur  l'autre  avec  correspondance  des  génératrices  rec- 
tilignes.  —  On  déduit  de  cette  proposition  que,  si  une  ligne  de 
courbure  plane  est  un  cercle,  toutes  les  autres  sont  des  cercles,  que 
si  une  d'elles  est  algébrique,  toutes  les  autres  le  sont  aussi,  etc.  — 
Mise  en  œuvre  de  la  génération  précédente.  —  Calculs  et  construc- 
tions géométriques  propres  à  déterminer  la  surface  réelle  la  plus  gé- 
nérale à  lignes  de  courbure  planes,  sans  aucun  signe  de  quadrature. 


CHAPITRE  X. 

Surfaces  isothermiques  à  lignes  de  courbure  planes 217 

Rappel  des  différentes  classes  de  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  dé- 
terminées ou  étudiées  clans  le  cours  de  cet  Ouvrage.  —  Indication 
de  cas  particuliers  dans  lesquels  ces  surfaces  sont  isothermiques.  — 
Recherche  systématique  des  surfaces  qui  satisfont  à  cette  double  con- 
dition d'avoir  leurs  lignes  de  courbure  planes,  au  moins  dans  un  sys- 
tème, et  d'être  isothermiques.  —  Mise  en  équation  du  problème.  — 
Intégration  des  équations  linéaires  auxquelles  satisfont  les  rotations. 

—  Tout  se  ramène  à  la  détermination  d'une  fonction  h  satisfaisant  à 
deux  équations  aux  dérivées  partielles.  —  Application  de  la  théorie 
des  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce  et  des  mé- 
thodes de  M.  Hermite  à  cette  intégration.  —  La  solution  dépend  des 
fonctions  elliptiques  et  comporte  une  fonction  arbitraire.  —  Explica- 
tion de  ce  dernier  résultat  et  construction  géométrique  de  la  surface. 

—  Cas  particulier  où  le  module  de  la  fonction  elliptique  devient  nul. 


CHAPITRE  XI. 

Surfaces  à  lignes  de  courbure  sphériques a3g 

Les  surfaces  à  lignes  de  courbure  sphériques  clans  un  système  corres- 
pondent à  des  équations  aux  dérivées  partielles  à  invariants  égaux 
qui  sont  du  premier,  du  second  ou  du  troisième  rang.  —  Méthode 
directe  de  recherche.  —  Étant  donnée  une  surface  à  lignes  de  cour- 
bure sphériques  (S),  il  existe  une  infinité  de  surfaces  (S0)  de  même 
définition,  dépendant  d'une  fonction  arbitraire  et  admettant  la  même 
représentation  sphérique.  —  Théorème  de  M.  Blutel.  —  Construc- 
tion géométrique  des  surfaces  (S0).  —  Comment  on  peut,  sans  aucune 
intégration,  déduire  toutes  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  sphériques 
des  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes.  —  Propriétés  diverses  :  en 
appliquant  des  inversions  convenablement  choisies  à  chaque  ligne 
de  courbure  sphérique  de  la  surface,  on  peut  les  placer  toutes  sur 
une  même  développable  isotrope.  —  Définition  de  la  rotation  autour 
d'un  cercle;  proposition  qui  rapproche  les  surfaces  à  lignes  de  cour- 
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bure  sphériques  des  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes.  —  Des  sur- 
faces dont  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  planes  ou  sphériques. 
—  Leur  détermination  se  ramène  à  la  solution  de  l'équation  fonction- 
nelle 


^(A;+B,)^o. 


257 


—  Résultat  :  toutes  les  surfaces  cherchées  dérivent  simplement,  soit 
du  cône,  soit  de  la  surface  dont  les  normales  sont  tangentes  à  un 
cône. 

CHAPITRE  XII. 

Généralisations  diverses 

Systèmes  d'équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
à  n  variables  indépendantes  dans  lesquels  chaque  équation  ne  con- 
tient qu'une  dérivée  seconde  prise  par  rapport  à  deux  variables  diffé- 
rentes. —  Forme  type  de  ces  systèmes,  condition  pour  qu'ils  admet- 
tent n-\-i  intégrales  linéairement  indépendantes.  —  Extension  à  ces 
systèmes  de  la  méthode  de  Laplace.  —  Comment  on  les  intègre  lorsque 
la  suite  de  Laplace  se  termine  clans  un  sens.  —  Indication  de  certains 
systèmes  généraux  dont  l'intégrale  peut  être  obtenue.  —  Cas  particu- 
liers. —  Applications  géométriques.  —  Systèmes  de  coordonnées  cur- 
vilignes à  lignes  conjuguées.  —  Ces  systèmes  sont  les  seuls  qui  puis- 
sent correspondre  à  d'autres  systèmes,  les  plans  tangents  aux  surfaces 
coordonnées  étant  parallèles  pour  les  points  correspondants.  —  In- 
terprétation géométrique  des    substitutions  de  Laplace  généralisées. 

—  Cas  particulier  des  systèmes  triples  orthogonaux.  —  Théorème  de 
M.  Combescure.  —  Démonstration  directe  de  ce  théorème.  —  Applica- 
tion. —  Détermination  d'une  classe  de  systèmes  triples  pour  lesquels 
toutes  les  lignes  de  courbure  sont  planes.  —  En  combinant  l'inver- 
sion avec  le  théorème  de  M.  Combescure,  on  peut  faire  dériver  d'un 
S}rstème  triple  orthogonal  une  suite  illimitée  de   systèmes  analogues. 

—  Détermination  des  systèmes  orthogonaux  à  lignes  de  courbure 
planes  dans  un  seul  système.  —  Détermination  des  systèmes  ortho- 
gonaux à  lignes  de  courbure  sphériques  dans  un  seul  s}rstème. 


CHAPITRE  XIII. 

Nouvelles  classes  de  surfaces  applicables 008 

Ce  Chapitre  est  consacré  à  l'exposition  des  résultats  nouveaux  que  l'on 
doit  à  M.  Weingarten  dans  la  recherche  des  surfaces  applicables 
sur  une  surface  donnée.  —  La  méthode  de  M.  Weingarten  exige  que 
l'on  connaisse  déjà  au  moins  une  surface  réelle  ou  imaginaire  admet- 
tant l'élément  linéaire  donné.  —  Elle  fait  dépendre  la  détermination 
de  toutes  les  surfaces  (0)  admettant  cet  élément  linéaire  de  celle 
d'autres  surfaces  (S),  satisfaisant  à  une  certaine  équation  aux  dérivées 
partielles,  qui  établit  une  relation  entre  les  rayons  de  courbure  prin- 
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cipaux,  les  distances  d'un  point  fixe  au  plan  tangent  et  au  point  de 
contact.  —  Cas  particulier  où  les  caractéristiques  de  cette  équation 
aux  dérivées  partielles  sont  les  lignes  de  longueur  nulle  de  la  repré- 
sentation sphérique  de  (£).  —  L'élément  linéaire  est  alors  défini  par 
la  formule  simple 

rfs2=  du2-\-  i  [u  -+■  ty'{v)]  clv, 
et  l'équation  à  intégrer  prend  la  forme  simple 

d2  v  <b"  (  v  ) 

(hdp  ~  (i  +  ap)2' 

Indication  des  différentes  formes  de  ^'(v)  pour  lesquelles  l'inté- 
gration est  possible.  —  Démonstration  de  différents  résultats  dus  à 
MM.  Weingarten,  Baroni,  Goursat.  —  Les  cas  les  plus  intéressants  font 
connaître  toutes  les  surfaces  applicables  sur  le  paraboloïde  du  second 
degré  dont  une  génératrice  rectiligne  est  tangente  au  cercle  de  l'infini. 
—  Réduction  de  l'élément  linéaire  de  ces  surfaces  à  la  forme  de  Liou- 
ville  qui  permet  l'intégration  des  lignes  géodésiques. 
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Dernières  recherches 338 

Nouveau  développement  donné  par  M.  Weingarten  aux  recherches  pré- 
cédentes. —  Problème  proposé.  —  Etant  donné  un  élément  linéaire, 
pour  résoudre  le  problème  de  la  déformation,  on  mène  par  chaque 
point  de  la  surface  cherchée  (0)  une  tangente  faisant  un  angle  dé- 
terminé, mais  d'ailleurs  variable,  avec  les  courbes  coordonnées;  puis 
on  prend  comme  variables  indépendantes  deux  paramètres  quelconques 
propres  à  définir  la  direction  de  cette  droite  dans  l'espace.  —  For- 
mation des  équations  aux  dérivées  partielles  auxquelles  satisfont  les 
coordonnées  curvilignes  u  et  v  considérées  comme  fonctions  de  ces 
paramètres.  —  À  ce  propos,  l'on  rappelle  et  l'on  complète  quelques 
propriétés  de  la  ligne  de  striction  des  surfaces  réglées.  —  Étant 
donnée  une  congruence  rectiligne,  assembler  les  droites  en  surfaces 
réglées  dont  les  lignes  de  striction  soient  sur  une  des  nappes  focales 
delà  congruence.  —  Les  propriétés  géométriques  établies  permettent 
de  simplifier  les  équations  qui  déterminent  u  et  v  et  de  les  réduire 
à  une  seule  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  —  Ren- 
voi au  Mémoire  de  M.  Weingarten  couronné  par  l'Académie  des 
Sciences. 
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